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Introduction

Ce mémoire concerne la dynamique des endomorphismes holomorphes de P*.
Ces applications sont de la forme f = [Py :...: Fy], ot (P;)o<i<k est une collection
de polynomes homogénes de méme degré d > 2 sans zéro commun. Ce sont des
revétements ramifiés de P¥ : leur ensemble critique est une hypersurface algébrique
non triviale et le cardinal d’une fibre de f, compté avec multiplicités, est égal a dF.

Nous étudions les propriétés géométriques et stochastiques de la mesure d’équi-
libre 1 = T*, ot T désigne le courant de Green de f. Pour ce faire, nous avons
développé une notion de formes normales pour les branches inverses et mis au point
une technique de codage sur 'arbre des préimages d’un point. Notre travail étudie
également les mesures dilatantes et les mesures de grande entropie. Commengons
par rappeler certaines propriétés avant de donner plus de détails.

L’entropie topologique d’un endomorphisme de P* est égale & hy,, = logd” : la
minoration utilise la régularité C' [MP], la majoration repose sur ’holomorphie |Gr].
Les propriétés dynamiques de f sont liées a la géométrie de P*. Si w désigne la forme
de Fubini-Study normalisée, alors la suite de (1, 1) formes - f™*w converge au sens
des distributions vers un (1,1) courant 7" positif fermé. Celui-ci vérifie I'identité
f*T = dT, est cohomologue a w, et posséde des potentiels plurisousharmoniques
continus [F'S|, [HP].

Le produit p = T A ... AT (k fois) définit alors une mesure de probabilité,
appelée mesure d’équilibre. Celle-ci vérifie 'identité f*u = d¥u et, par définition,
équidistribue la mesure de Lebesgue : p = lim,, d% f™*w*. Elle satisfait la propriété
plus forte d’équidistribution des points : si §, désigne la masse de Dirac en z, alors

d,ln ™6, converge vers p pour tout z € P* en dehors d'un ensemble algébrique &

[BD2], [DS2].

La relation f*u = d*u stipule que le jacobien de u est constant : cela entraine
son invariance et la maximalité de son entropie (h,, = log d*). C’est en fait I'unique
mesure qui maximise l'entropie [BD2|. La mesure p est de plus mélangeante [FS] et
ses exposants de Lyapunov sont plus grands que logv/d [BD1]. Nous les noterons
par la suite A\ < ... < Ay.

On consultera les exposés [Sib| et [DS7] pour plus de précisions concernant la dy-
namique de ces endomorphismes. Nous décrivons maintenant les travaux présentés.
Nous dirons qu'une mesure ergodique v est dilatante si ses exposants de Lyapunov
sont strictement positifs et qu’elle est de grande entropie si h, > logd*~1.




6 Introduction

Le chapitre 1 est consacré a I’étude des endomorphismes extrémaux. Nous mon-
trons dans une premiére partie que si p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, alors f provient d'une dilatation affine sur un tore complexe :
f est un endomorphisme de Lattés. Cette caractérisation repose sur un procédé de
renormalisation des branches inverses par leurs différentielles, établi sous la condi-
tion \; < 2),. Cette condition est ici vérifiée car les exposants sont égaux a log v/d
lorsque p est absolument continue.

Nous montrons ensuite que la minimalité des exposants entraine 1’absolue conti-
nuité de p. Nous proposons deux preuves différentes. La premiére est valable pour
toute mesure dilatante vérifiant la formule de Pesin. La deuxiéme est adaptée a p :
elle repose sur le Théoréme Central Limite appliqué a 'observable log Jac f (voir
chapitre 3) et sur I'identité de conformité f*u = d*pu.

Dans le chapitre 2 nous montrons un théoréme de formes normales (du type
Poincaré-Dulac) pour des composées d’applications holomorphes contractantes. Ce
résultat généralise le procédé du chapitre précédent. 11 s’applique aux branches in-
verses de f™ le long des orbites négatives d’'une mesure v dilatante, il devient un
théoréme de linéarisation lorsque les exposants de v ne présentent pas de résonnance.

On obtient ainsi un substitut au théoréme de distorsion de Koebe en dimension
supérieure. Nous en déduisons que la moyenne de la fonction log Jac f sur les n-
cycles répulsifs converge vers la somme des exposants de p. Une telle formule est
centrale pour I’étude des bifurcations d’'une famille d’endomorphismes.

Le chapitre 3 est consacré au codage des systémes (P*, f, u). Notons (X, s, P)
I'espace de Bernoulli & d* symboles muni du décalage & gauche. Nous montrons qu’il
existe des applications w : ¥ — P* définies P-presque partout vérifiant fow = wos,
wy«P = p, ainsi que de bonnes propriétés de régularité. La preuve repose sur une
propriété de convergence exponentielle en moyenne des préimages d’un point vers .

Comme application, nous prouvons le Principe d’Invariance Presque Str pour
(P*, £, ). Nos observables 1 sont les fonctions Holder et les fonctions & singularités
logarithmiques. Ce principe affirme que les sommes de Birkhoff de ¢ suivent les tra-
jectoires d’'un mouvement Brownien. Il entraine, par exemple, le Théoréme Central
Limite, la Loi du Logarithme Itéré ainsi que d’autres propriétés stochastiques.

Le chapitre 4 concerne les mesures de grande entropie. Nous montrons que les
exposants d’une telle mesure sont minorés par %(hl, —log d*~1), une mesure de grande
entropie est donc dilatante. Nous construisons ensuite des mesures de grande entro-
pie a l'aide de la méthode de codage du chapitre 3. Les applications w sont en effet
définies presque partout pour des mesures ergodiques proches de P, nous montrons
ainsi la convergence de probabilités non uniformes sur les fibres de f" vers des me-
sures mélangeantes. La régularité des codages w permet d’établir qu’ils préservent
I’entropie, quitte a bien choisir le point z de départ.



Introduction 7

Le chapitre 5 est consacré a 1’étude de la dimension de Hausdorff du support
borélien des mesures dilatantes. Lorsque & = 1, on dispose de la formule de Mané
dimy, v = h, /A, qui repose sur le caractére conforme des fractions rationnelles. Nous
montrons en dimension supérieure des estimations faisant intervenir I’entropie et les
exposants de v. Nous obtenons tout d’abord une majoration, basée sur des estima-
tions du volume des branches inverses : cette inégalité permet de caractériser les
endomorphismes de Lattés par la maximalité de la dimension de p. Nous montrons
ensuite la minoration dimy g > logd/A; + log d/)s, premier pas vers une généra-
lisation de la formule de Mané sur P2. La preuve consiste & décrire la répartition
des branches inverses dans l'espace projectif, on utilise a cet effet le théoréme de
normalisation du chapitre 3.

Le chapitre 6 contient finalement quelques questions et problémes ouverts.
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Outils et notations

On note w la forme de Fubini-Study normalisée sur P* et Leb la mesure de Le-
besgue induite par la forme volume w*. Soit Jac f : P¥ — R* le jacobien de f relative-
ment & w : c¢’est la fonction lisse vérifiant f*w* = Jac f-wk. On note C := {Jac f = 0}
I'ensemble critique de f, c’est une hypersurface de degré (k+ 1)(d — 1) compté avec
multiplicités. Soient B, (r) les boules de P, et B(r) celles de C* centrées en 1'origine.

On consultera les livres [KH], [Po| et [Wa] pour une introduction a la théorie
ergodique et aux exposants de Lyapunov. Soit ¥ une mesure f-invariante et ergo-
dique. On note h, son entropie et A, < ... < \; ses exposants de Lyapunov. Ceux-ci
appartiennent & R U {—oo} et vérifient

/ logJac fdv =2(A1 + ...+ A\).
Pk

Le coefficient 2 provient du fait que les exposants réels de v apparaissent par paires.
Cette formule montre que logJac f € L'(v) si et seulement si les exposants de v
sont finis. On a dans ce cas v(C) = 0. Ces propriétés sont en particulier vérifiées
pour toute mesure dilatante, i.e. dont les exposants sont strictement positifs.

Soit O P'espace des orbites {# = (2,)nez , f(Tn) = Tpy1}. Cest un fermé de (P*)Z
sur lequel f induit le décalage a gauche f . Soit 7 : O — P* la projection 7(&) = .
Pour toute mesure f-invariante v sur P, on note 7 I'unique mesure f—invariante
sur O vérifiant 7,2 = v. Les propriétés d’ergodicité et de mélange passent a 7. On
note f; " (resp. f;") la branche inverse de f™ qui envoie xg sur x_,, (resp. z,, sur o).

Soit X := {(zn)nez , xn ¢ C}. La proposition suivante montre que, pour toute
mesure dilatante v, les branches inverses de f" le long des éléments v-génériques
de X sont bien définies. On consultera [BD1] et [DD] pour une démonstration. Une

~

fonction r : O —]0, 1] est dite lente si e=¢ < r(f(z))/r(z) < e°.
Proposition 1 : Soit v une mesure dilatante. Alors il existe une fonction lente
r: 0 —]0,1] telle que pour v-presque tout & € O et n > n(z) :

1. fo" est définie sur By, (r(2)).

2. By, (r(@)e "M+9)) C £ B,y (r(2))] C By, (r(2)e "% =9)),

3. Lebfif"[on(r(j))] ~ r(jj)le*?n()‘1+-~~+)\k)in€'

11
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La démonstration utilise I’hypothése de stricte positivité des exposants a deux re-
prises : elle fournit la contraction exponentielle des branches inverses, et ’approche
lente des orbites négatives vers C. On applique pour le dernier point le théoréme
ergodique de Birkhoff & la fonction log Jac f € L'(v).

La propriété de régularité suivante de p sera cruciale (voir [DS5]).

Proposition 2 : Soit A un sous-ensemble algébrique de P* et Alr] son r-voisinage
tubulaire. Alors il existe ¢,y > 0 tels que p(Alr]) < cr.

La preuve repose sur l'identité o = T* et sur le fait que T posséde des potentiels
héldériens. Cette proposition permet de montrer log Jac f € L'(11). Notons que 1'on
peut obtenir directement [, log Jac f > log d* en utilisant p = lim,, 5 f™*w" [DS2].

Dans la suite du texte, la constante ¢ pourra changer d'une ligne a ’autre. Pour
simplifier I’exposé du chapitre 5, nous n’écrirons pas toujours les termes d’erreur
e*"¢ provenant de la dynamique non uniformément hyperbolique.



Chapitre 1

Endomorphismes extrémaux

Un endomorphisme de Lattés est une application holomorphe f de P* faisant
commuter un diagramme du type suivant :

AL 4

-

Pk —— P

ol A est un tore complexe de dimension k£, D une application affine et ¢ un quotient
par un groupe fini d’automorphismes. La partie linéaire de D est alors de la forme
VAU, ot d est le degré de f et U une isométrie. De tels endomorphismes existent en
toute dimension k et pour tout degré d. Lorsque k = 1, la fonction de Weierstrass
o : A — P! fournit un exemple d’application o (c’est le quotient par {£Id}), et la
fraction rationnelle vérifiant fop = po21d est de Lattes [La]. Ces endomorphismes
apparaissent dans de nombreux problémes de rigidité (voir [DS1], [May]|, [M], |Z])
et dans I’étude des bifurcations (voir le chapitre 6 pour plus de détails).

Nous décrivons dans I'article [D1] le bord de leur bassin d’attraction dans CF*1 :
celui-ci est sphérique en dehors d’un nombre fini de cercles. Nous donnons également
dans ce travail des exemples d’applications de Lattés en dimension 2.

I1 est facile de voir que la mesure d’équilibre d’un endomorphisme de Lattés est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue m, et que ses exposants de
Lyapunov sont égaux a log v/d. L’objet de ce chapitre est d’établir les réciproques.

Théoréme : Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. f est un endomorphisme de Lattes.
2. La mesure p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

3. Les exposants de ju sont minimauz, égaur a log V.

Ainsi, pour un endomorphisme générique, u est singuliére par rapport a m et
l'un au moins de ses exposants est plus grand que log v/d. Nous verrons au chapitre
5 que les endomorphismes de Lattés sont aussi caractérisés par la maximalité de la
dimension de Hausdorff de p.

13



14 Chapitre 1. Endomorphismes extrémaux

1.1 Caractérisation des endomorphismes de Lattés

Les résultats de cette partie sont issus de [BeD)].

Théoréme A : Soit f un endomorphisme de P*. Si sa mesure d’équilibre est abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesque, alors f est de Lattes.

La preuve repose sur plusieurs outils. Le premier est une caractérisation des
endomorphismes de Lattés en terme de la régularité du courant de Green |[BL2).

Théoréme (Berteloot-Loeb) : Soit f un endomorphisme de P*. Si son courant
de Green T est lisse et strictement positif sur un ouvert ), alors f est de Lattes.

La preuve est de nature algébrique. Soit p € {2 un point n-périodique répulsif : un
tel point existe car p(£2) > 0 et u équidistribue les cycles répulsifs [BD1]. Puisque T'
est équivalent a la forme hermitienne standard sur €2, 'identité f*1" = dT s’évalue
en p et fournit D = d,f = VdU. Ainsi, d’aprés le théoréme de linéarisation de
Poincaré, il existe un biholomorphisme & : (C*,0) — (P*,p) tel que 60 D = fog.
Cette identité se propage en un diagramme commutatif

|

Pk —— P*

en posant o := f" o D™ sur D"(C* 0) (ces ouverts forment une exhaustion de
C*). La suite de la démonstration consiste a décrire 'application o. Pour ce faire,
Berteloot-Loeb montrent que le relevé de T par o est égal a la forme standard sur
C*. 1l s’ensuit que les fibres de ¢ coincident avec les orbites d’un groupe d’isométries
co-compact et discret. L’endomorphisme f est ainsi de Lattes.

Nous obtenons le théoréme A en montrant que I’absolue continuité de p = T%
entraine la régularité T'. Le contexte dynamique est ici crucial. Notre premier outil
est le procédé de renormalisation suivant. Nous généraliserons ce résultat au cas
d’exposants quelconques au chapitre 2. Soient Ay < --- < \; les exposants de pu.

Théoréme 1 : Soit f un endomorphisme de P*. Si les exposants de u vérifient
A1 < 2)g, alors pour p-presque tout z € P* il existe p(z) > 0 tel que
1. les applications ¢, :== f™ (z + (dzf")_l) sont injectives sur B(p(z)),

2. la suite (ypp)n posséde des limites injectives sur B(p(z)).

On montre ensuite que si p est absolument continue, alors (d,f")~! s’identifie
a une homothétie de rapport d~"/2 (4 des constantes multiplicatives prés, sans er-
reur exponentielle). Nous y parvenons en montrant que le diamétre et le volume de
(d.f™)~" sont respectivement équivalents a d="/2 et d*.



1.1 Caractérisation des endomorphismes de Lattés 15

Le résultat suivant controle le diametre, il est valable pour tout endomorphisme,
sans hypothése sur la régularité de p.

Théoréme 2 : Soit f un endomorphisme de P* et 1 sa mesure d’équilibre. Posons
pour tout p,7 > 0 (la fonction p(z) a été introduite au théoreme 1) :

Ralp.7) = {2 € B, p(2) 2 p et |(df") M <72}

Alors (R, (p, 7)) < 72/p? @ une constante multiplicative pres.

La preuve repose sur un lemme de pluripotentiel di & Briend-Duval [BD1]. On
commence par construire pour j-presque tout z € P¥ un disque holomorphe de dia-
metre |(d,f")7!|7' sur lequel le potentiel de T différe d’une fonction harmonique
d’au plus d™" : cela s’obtient & I'aide du théoréme 1 et de la relation f™*T = d"T.
Le lemme de Briend-Duval stipule alors que la masse de Monge-Ampére pu = T*
charge peu ’ensemble des points z ot la taille du disque est petite. Une application
de ce lemme fournit précisément la majoration en 72/p?.

Le contréle du volume de d, f™ nécessite I’absolue continuité de p.

Théoréme 3 : Supposons que la mesure d’équilibre i soit absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque. Alors il existe V. C P* satisfaisant u(V) > 0 et :
pour tout z € V, il existe une suite (nj(z)); telle que

Jac f(z) ~ d*" & des constantes multiplicative pres.

La preuve utilise la relation f™*u = d*u exprimée sur la densité de u (théoréme
de Lusin) et le mélange de u. Cela termine le contrdle du diameétre et du volume.
Observons que le théoréme 3 entraine I'implication 2 = 3 :

Corollaire : Si la mesure d’équilibre p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, alors ses exposants sont égauz a log V.

On dispose en effet de la formule lim,, % log Jac f™(2) = 2 Zle A, vérifiée p-p.p.,
et de la minoration des exposants par log v/d.

Preuve du théoréme A

Les théorémes 1, 2 et 3 fournissent le principe de renormalisation suivant.

Théoréme B : Soit f un endomorphisme de P* et i sa mesure d’équilibre. Suppo-
sons que i soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors, il
existe V. C P* vérifiant u(V') > 0 et : pour tout z € V, il existe p(z) > 0 et (nj(2));
tels que
. Blp(z)) — P
Pnj - u — (2 +d7 )

est injective et converge uniformément vers une application holomorphe injective.
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Nous obtenons alors le théoréme A de la maniére suivante. Considérons la dé-
composition de Lebesgue T, + T, du courant T'. Ces courants sont positifs et vérifient
I'identité f*S = dS. Le théoréme B permet de renormaliser T}, : il coincide sur un
ouvert €2 avec une forme hermitienne positive a coefficients constants, notée H. Les
courants H et Ty, = T — H sont donc fermés a potentiels continus sur €2. On peut
donc reconstituer p sur €2 :

k
p=H+T) =Y ¢l TINH. (1.1)

J=0

Il suffit pour conclure de montrer que H n’est pas dégénérée : cela entraine Ty = 0
par unicité de la décomposition de Lebesgue de p dans (1.1), ainsi 7 est lisse et défini
positif sur 2. Supposons donc que H soit dégénérée. I découle de (1.1) que u charge
le support du courant singulier 7. Un nouvel argument de renormalisation montre
alors que T, posséde une partie absolument continue, ce qui n’est pas possible.

1.2 Formule de Pesin

Nous montrons I'implication 3 = 2 du théoréme de l'introduction.

Théoréme C : Soient f un endomorphisme de P* et p sa mesure d’équilibre. Si
les exposants de pu sont égauz o log\/d, alors pu est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Nous proposons deux démonstrations. La premiére est valable pour toute mesure
dilatante vérifiant la formule de Pesin, nous reprenons ici les arguments de Pesin
[Pel| et Ledrappier [Lell|, [Le2|. La deuxiéme est propre a p, elle repose sur le
Théoréme Central Limite et sur la relation f*u = d*pu.

Premiére démonstration du théoréme C

Nous montrons 1'énoncé général suivant [D2]. On rappelle qu'une mesure ergo-
dique est dilatante si ses exposants A\, < ... < A\; sont strictement positifs.

Théoréme D : Soient f un endomorphisme de P* et v une mesure dilatante. Si
h, =2 25:1 Aj, alors v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

La preuve nécessite la construction d’une partition 1 de I'espace des orbites O.
On note M (resp. M( f‘”n)) la o-algébre engendrée par les U-négligeables et les
boréliens de O (resp. par les r-négligeables et les boréliens réunion d’atomes de
f‘”n). On note n; I'atome de n contenant & et 7 : O — P* la projection au temps 0.

Proposition : [l existe une partition mesurable n de O vérifiant les propriétés
suivantes. Pour v-presque tout © etn > 1 :

1. 7 est injective sur n;.
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2. f™ est injective sur 7 (f*"n> .

Nz est réunion dénombrable d’atomes de f‘”n.

ha (") = H(f~"n | n).

La o-algebre engendrée par (M(f~"n))nso coincide avec M.
Soit A(%,.) : nz — R la fonction

A AT SN

J _
A =11 et

et soit oz Uinverse de m : n; — P, Alors la fonction
L@ = [ Aoy () dLebiy)
m(na

vérifie 0 < L(Z) < 400 pour v-presque tout T € O.

On obtient 7 comme le joint d’une famille de partitions ( f”f)nzo, ou & est une
union de variétés instables locales intersectée avec le m-relevé d'une partition de P*
sur laquelle f est injective. Les points 4 et 5 proviennent du caractére générateur de
&, les points 3 et 6 du fait que les atomes de n contiennent des morceaux de variétés
instables. La stricte positivité des exposants de v assure la convergence de A.

Voyons maintenant comment cette proposition entraine le théoréme D. Considé-
rons (7;)zco une famille de probabilités conditionnelles pour la partition 7, et ¢; la
mesure de probabilité sur O définie par :

1

VBEM . ai(B) = 1 /(Bm Ao os(y) dLeb(s).

Il s’agit dans un premier temps d’identifier les mesures v; et ¢;. Par définition de
I’entropie conditionnelle, le point 4 de la proposition s’écrit :

ho(f") = H(f ™| n) = —/Olog U [(f‘”n)i] di.

Par ailleurs, le caractére décroissant de 7 et la formule de changement de variable

entralnent :
/Olog Jac [ (xo) dv = —/Ologqi, [(f‘”n)i] dp.

On identifie toutes ces quantités a I’aide de I'hypothése du théoréme D (la formule
de Pesin), qui s’écrit :

ho(f7) = /Olog Jac f"(xg) dv.
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On montre ainsi que les moyennes des fonctions log v; [(f”%y) } et log gz [(f*"n> }

coincident. L’égalité ponctuelle découle de I'inégalité de Jensen (cas d’égalité) :
Vi € O i-pp., Vn >0, g [(f”n) } = [(f”‘n) } -

Puisque la o-algébre engendrée par (M(f"n))n=0 coincide avec M (point 5), la
ligne précédente entraine ¢z = ;. On a donc v = fo qz dv. La mesure v = w0 est
donc absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Notons que le théoreme D s’étend aux applications méromorphes de variétés kih-
lériennes compactes. On demande dans ce cas a la mesure v d’intégrer le logarithme
de la fonction distance a un ensemble analytique (qui est localement psh), de sorte
que les orbites typiques s’approchent lentement de I’ensemble d’indétermination.

Deuxiéme démonstration du théoréme C

L’idée consiste ici & controler directement la dérivée de Radon-Nikodym de p
par rapport a la mesure de Lebesgue [D3|. Nous appliquons pour cela le Théoréme
Central Limite a I'observable log Jac f (cf chapitre 3) et utilisons I'identité f*u =
d*p, i.e. p(f(B)) = d*u(B) pour tout borélien B sur lequel f est injective. Notons
J :=logJac f — logdF et oy := lim, \/Lﬁ\Sn(J)\g sa variance asymptotique.

Théoréme E : Si les exposants de p1 sont égauz o logv/d, alors oy = 0.

Nous donnons la démonstration a la fin de la section. Nous commengons par
expliquer comment le théoréme C se déduit du théoréme E. On montre tout d’abord
I’analogue suivant du théoréme 3.

Théoréme 3’ : Supposons que les exposants de p soient égauz & logv/d. Alors il
existe V.C P* tel que (V) > 0 et : pour tout z € V il existe (n;j(2)); tel que

Jac f(z) ~ d*™ & des constantes multiplicatives prés. (1.2)

En effet, la variance de J étant nulle d’apres le théoréme E, il existe u € L*(u) tel
que J =u —uo f. Ladditivité de la fonction log Jac f entraine alors :

n—1
u—uo f"(z) = Z Jo fi(2) = log Jac f"(z) — log d*".
i=0

On déduit alors (1.2) du caractére mélangeant de p : 'orbite d’un point générique
revient une infinité de fois dans tout borélien du type {|u| < M}. Cela prouve le
théoréme 3.

Il s’ensuit la version suivante du théoréme B :
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Théoréme B’ : Supposons que les exposants de u soient égaux a log Vd. Alors, il
existe V. C P* wérifiant u(V') > 0 et : pour tout z € V, il existe p(z) > 0 et (nj(2));
tels que

B(p(z)) — P

Pn; : u — (2 4 d%)
est injective et converge uniformément vers une application holomorphe injective.

Voyons maintenant comment le théoréme B’ permet de controler la dérivée de
p en tout point de V' (cela montre donc le théoréme C). Soient z € V et B; =
B.(p(2)d™"/2). Par définition de la mesure de Lebesgue, et puisque f™ est injective
sur B;, on dispose respectivement des formules

Leb(B;) = p(2)* (d7%)" et (B)) = ul(f™ (By))d ™.
Elles entrainent les inégalités

... p(BL(r)) o p(By) (M (By)) 1
i Cebm. iy = i Teprpy) = M = s < e

< 400,

cela montre le théoréme C.
Esquissons pour terminer la preuve du théoréme E. Supposons que les exposants
de 11 soient égaux a logv/d et que o; > 0. Nous allons obtenir une contradiction

en utilisant la symétrie de la loi gaussienne et le controle de la dilatation minimale
de f™ le long des orbites u-génériques (théoréme 2). D’aprés le Théoréme Central

Limite, le borélien
n—1
1 .
gn = E Jof* S —1
{ oV ! }

vérifie 11(G,) > a pour n assez grand. Il existe donc A C P* tel que p(A) > « et

Va€ A, 3m(2)); , 2 € Gay = { Jac () < de L (1)
Maintenant, le théoréme 2 stipule que la py-mesure de
Ralp.7) = {z €P*, p(2) > p et [(d.f") 7} < 7-d"?}

est plus petite que 72/p?. Une application du lemme de Borel-Cantelli & R,,(p, %)
fournit alors (pour p assez petit et quitte & diminuer A) :

Vz € A p-p.p., Vn>n(2), Jac f"(z) > d* /n*. (1.4)

La comparaison de (1.3) et (1.4) fournit la contradiction recherchée.
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Chapitre 2

Formes normales

Rappelons le théoréme de normalisation d’une contraction holomorphe.

Théoréme (Poincaré-Dulac) : Soit G : (C*,0) — (C*,0) une application holo-
morphe. Supposons que A := doG soit triangulaire contractante. Alors il existe un
changement de coordonnées holomorphe p et une application polynomiale triangu-
laire résonnante N tels que oGt = A+ N.

Les résonnances concernent les valeurs propres de A, qui sont des nombres com-
plexes. Ce théoréme permet de construire des domaines stricts de C* biholomorphes
a C* (domaines de Fatou-Bieberbach). En effet, lorsque G provient d'un automor-
phisme de C*, I'application ¢ se prolonge en un automorphisme du bassin d’attrac-
tion de l'origine de G sur le bassin d’attraction de l'origine de A + N [RR].

Nous obtenons dans [BDM| un théoréme de formes normales pour des suites
de contractions holomorphes. Des résultats similaires ont été établis en classe C*°
[KS]|, |GK] et dans le contexte holomorphe [JV]. Notre démonstration repose sur un
argument de renormalisation. Cette approche simplifie la preuve de [JV] et répond
a une de leurs questions. Elle fournit également une nouvelle preuve du théoréme de
Poincaré-Dulac.

La normalisation s’applique aux branches inverses d’'un endomorphisme le long
des orbites négatives d'une mesure dilatante. Les résonnances concernent ici les expo-
sants de Lyapunov, qui sont des réels strictement positifs. En employant le théoréme
de normalisation comme un théoréme de distorsion, nous montrons que la moyenne
de log Jac f sur les n-cycles répulsifs converge vers la somme des exposants de p.
Nous verrons une autre application au chapitre 5 pour la dimension de Hausdorff
des mesures dilatantes.

L’étude des suites de contractions est aussi motivée par la question suivante.

Conjecture (Fornaess-Stensones) : Soient a < b < 0 et (gn)n>1 une suite
d’automorphismes de C* vérifiant e®|z| < |gn(2)] < €°|z| sur B(1) C CF. Alors le
bassin d’attraction de (g,)n>1 est biholomorphe a C*.

21
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Cette conjecture a été démontrée lorsque 2b < a [Wo| et lorsque (g, ), est proche
d’un automorphisme ¢ fixé [Pet|. Dans le contexte dynamique de [JV] et [BDM],
le théoréme d’Oseledec-Pesin permet de supposer que dyg, est diagonale par blocs,
et que les valeurs singuliéres de chaque bloc présentent le méme taux de croissance
exponentiel. Le travail [Sa|] donne une extension au cas triangulaire par un argument
de perturbation. Notons qu’une réponse positive a la conjecture résoud le probléme
suivant [FSt|.

Conjecture (Bedford) : Soit g : X — X un automorphisme holomorphe d’une
variété complexe. Supposons que g soit hyperbolique sur un compact invariant K.
Alors, pour tout x € K, la variété stable passant par x est biholomorphe a un espace
euclidien complexe CF.

L’article [JV]| montre cette conjecture pour des points génériques relativement a
des mesures invariantes sur K.

2.1 Deéfinitions et résonnances

Fixons € > 0. Une suite (7,,),ecz est lente si elle vérifie e “r, < r,11 < e‘r,. Nous
étudions les suites d’applications :

S ={(9n)nez, gn : ]D)k(rn) — Dk(rnH) holomorphe , ¢,(0) = 0 et (r,)nez lente }.

Les coefficients du développement de Taylor de g, varient donc lentement pour une
suite de §. Nous utiliserons les suites de changements de coordonnées :

7T = { (¢¥n)nez » ©n holomorphe injective, ¢, (0) = 0 et dog, = Id }.

Soit maintenant (g, )nez € S. Nous dirons que la suite (A, )nez := (dogn)nez €st
réguliere il existe une décomposition C¥ = @'_, E;, on E; := {0} x ... x C¥ x
... x {0}, et des réels A; < ... < Ay strictement positifs tels que

An(Ej) = E; et e | < A, (v)] < e M| pour tout v € E;.

Soit (A;)1<i<k la suite définie par les (A;)1<;<; en répétant k; fois A;. L’ensemble
des indices j-résonnants est alors défini par :

%j = {OéeNk , |Oé’ > 2 et Oél/\1+...+06k)\k:Aj}.

Notons qu'un tel indice vérifie a1 = ... = ag,4.45, = 0 et 2 < |a| < [A1/Ay], ot [z]
désigne la partie entiére de x.

On définit & présent la partie résonnante d’une application g : (C*,0) — (C*,0).
Si (Zla\zl clz o > lal>1 cfxzo‘> désigne le développement de Taylor de g relati-

vement & ®)_, E; (de sorte que ¢/, € C*), on pose :
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C’est une application polynomiale de degré < [A;/A;], sans terme linéaire. Notons
que la composée de deux applications résonnantes est résonnante (voir par exemple
|GK], [BDM]), le degré reste en particulier borné par itération. Cette propriété
classique est fondamentale pour les applications (voir par exemple la section 2.3.2).

2.2 Théoréme de normalisation

L’énoncé est le suivant.

Théoréme A : Soit (gn)nez € S telle que (Ay)nez soit réguliere. Alors il existe
une suite lente (pn)nez et une suite (Up)nez € T telles que le diagramme suivant
commute, ou h, = A, +R(gn) :

gn— gn gn
—D*(p,) D*(ppy1) — >
Unl Un+1l
h/nf hn hn

La démonstration va se faire en deux étapes (théorémes 1 et 2).

Etape 1 : résolution des équations homologiques

Cette partie est empruntée a l’article de Jonsson-Varolin [JV].

Théoréme 1 : Soit (g,)nez € S telle que (A,)nez soit réguliere. Alors il existe
une suite lente (pn)nez €t une suite (V,)nez € T telles que le diagramme suivant
commute, ot hy, = A, +R(g,) + O([A1/N] + 1) -

In— gn
—=D(p,) D (par) —
an Vn+1l
hn—l hn+1

D¥(2p,) ——"— D¥(2pp 1) ———

La preuve consiste a supprimer par changement de coordonnées successifs les
indices résonnants de degré p € {2,...,[A;/A;]} dans la partie p-homogene de g,. Il
s’agit d’étudier la surjectivité de I'opérateur

(Hn)nez — (HnJrl o An - An o Hn)nEZ
sur les suites d’applications p-homogénes. Cela fait 'objet de la proposition suivante.

Proposition : Soit (g,)nez € S telle que (A,)nez soit réguliére, et soit p > 2.

1. 1l existe une suite (Hy,)nez d’applications p-homogénes telle que

VYn el , gép) +Hyp0 A, —A,oH, = %(gv(mp))'
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2. 8i S, :=1d+ H,, alors il existe une suite lente (7,,)nez telle que le diagramme
suvant commute

gn—1 ID)k (Tn> gn Dk(Tn+1) gn+1 .
Snl Sn+ll
hn—1 ]Dk(27'n> hn ]D)k<27'n+1) hpt1 o

ot hy = A+ 92 + .+ g7V + RGP+ O(p+1).

Cette proposition stipule donc que 'on peut remplacer g,(lp ) par 9%(9,(3’ )) dans le

développement de Taylor de h,. Nous donnons maintenant l'idée de la preuve.
Pour simplifier on suppose que k; = 1 (donc i = j et | = k) et on traite le cas

gflp) =(0,...,a,2%...,0), ol @ & R;.
e Si g\ + ...+ apAp > A, on pose

VneZ , Hy=A g+ A AL oW A Ae (221)

r>1
Un calcul formel montre que 1'on a :
gr(lp) +H,10A,—A,0H,=0= %(g(p)).

La convergence de H,, résulte de la régularité de (A,,)ncz. En effet, en écrivant (2.1)

sous la forme H,, = P, + Zer P, ., on obtient pour r > 1 :
-1 -1 (p) —rAi+re —rAg+re
|P'ﬂ,7"<z)| < |An "'An-il—rgn—H" (6 ! Rly .-+, € F Zk)|
-1 - - A A
< ‘An An-‘,—r (07 B A (A + ... +ag k)+‘a|r€zo¢7 o O) |
< erAitre 677‘( 1A+ .o apAg ) +|are |an+7‘| |Za|.

La série ) ., P,, est donc convergente, car (a,)necz varie lentement.

e SiagA + ...+ app < \;, on procéde comme précédemment en posant

Vn€Z , Hy=—g" A =D Ay Au g AL AL

r>1
Le point 1 de la proposition s’ensuit.
La preuve du point 2 consiste a vérifier que S, := Id + H, satisfait S, ! =
Id—H,+O(p+1) et
S;ilognosn = (An + 97(12) + ...+ g,(lp_l)) + (g,(lp) + Hn+1 o An - An o Hn) +O(p—|— 1)

La seconde parenthése étant égale a JR( gﬁp )), cela termine la preuve de la proposition.
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Observons que 'application polynomiale g,(f ) ne présente pas de terme résonnant
lorsque p > [A;/A;] + 1. Ainsi, une application répétée de la proposition précédente
permet d’obtenir un ordre de tangence arbitrairement grand dans le théoréme 1
entre g, et sa forme normale. Jonsson-Varolin [JV] obtiennent ainsi le théoréme A
en montrant que la composée SP o o8l converge lorsque p tend vers l'infini.
Les arguments que nous présentons maintenant simplifient cette approche.

Etape 2 : ordre de contact et conjugaison

On montre que deux éléments de S sont conjugués dés que leur ordre de contact
est suffisamment grand. On ne suppose plus ici que la suite (A, )nez est réguliére.

Théoréme 2 : Soient (gn)nez €t (hn)nez deux éléments de S. On suppose qu’il
eriste g > 1 et 0 <m, M < 1 tels que pour toutn € 7 :

Gn=h, +0(q+1) , mp| <|A,(v)] < Mv| et M <m.

Alors il existe une suite lente (pn)nez et une suite (Ty,)nez € T telles que le dia-
gramme suivant commute :

9n— In
L D¥(p,) DH () e .
Tnl Tn+1l
hn7 hn hn 1
— D*(2p,) D*(2pp41) — -

La preuve est proche de celle de la linéarisation des germes contractants de (C, 0),
elle repose sur le caractére analytique des applications. Posons

Vp>0,Vn€eZ, Hy, :=hpypo...0h, , Gppi=0nip©...00,
et H 1, = G_1, = Id. Nous allons montrer que pour tout n € Z, 'application

T -1
T, = pkinoo H,,0Gp,
existe (on voit facilement qu’elle répond au probléme posé). Considérons 1’assertion
suivante, ou 3 := M7 /m < 1 :
Pp) : YneZ, [(Hy,oGpn—H,0Gyp1,) ()] < 67 o]
Nous montrons P(p) par induction sur p € N. L’idée de la preuve est la suivante,
les détails nécessitent un contréle précis du défaut de linéarité de g, et h,,, obtenu
a laide des inégalités de Cauchy. L’assertion P(0) est bien satisfaite : l'ordre de
tangence g, = h, + O(q + 1) montre en effet que
VneZ, |(h'og,—I1d) ()| =~ |h,' o (gn — hn) ()| < 0]F

n n
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On montre maintenant que P(p) implique P(p + 1). Composons tout d’abord P(p)
a droite par g, (on a remplacé n par n+ 1) :

Vn € Z, [(Hypis 0 Gpnst = Hy 7y 1 0 Gporng) (9n(0))] < B7lgn(0)|".

Il s’ensuit, en utilisant la relation G, ;410 ¢, = Gpy1,, €t le controle de 'erreur entre
gn et sa différentielle :

Vn € Z, |(H_1+1 0 Gpiin — Hp_—ll,n+1 o Gpn)(v)| < 5qu+1|U|q+1‘

p,n
On obtient alors P(p + 1) en "composant" & gauche par i, :

]\/[‘H—l

Vn € Z, [(Hyyp © Gpiin = Hyp o Gpa)(0)] < 87 ——[of"™h = 57 o],

Cela termine la preuve du théoréme 2.

2.3 Applications dynamiques

2.3.1 Normalisation des branches inverses

Nous expliquons ici comment le théoréme A s’applique aux branches inverses
d’un endomorphisme le long des orbites négatives d’'une mesure dilatante . Dans
ce contexte, la condition de régularité est assurée par le théoréme d’Oseledec-Pesin.

Considérons le borélien X = {2 € O, z,, ¢ C}, il est de -mesure totale lorsque v
est dilatante. Soit (7,),cpr une famille de cartes de P* vérifiant 7, : (C*,0) — (P*, )
et dyt, = Id. On pose f, := T]:(i) o for,, et pour tout z € X :

(gn)neZ = (f:;})nez et (An)neZ = (dofg;})nEZ‘
D’aprés le théoréme d’Oseledec-Pesin, on peut se ramener a une suite (A, )nez 16-
guliére en conjugant par une suite lente d’isomorphismes linéaires de C*. Les co-
efficients (A;); (de la définition de régularité) sont alors donnés par les exposants
de Lyapunov de v. Le théoréme A fournit le résultat suivant. Pour tout £ € X et
n>0,on pose N_, :=A_,, +R(g_,) et N} :=N_,0...0N_;.

Théoréme B : Soit f un endomorphisme de P* et v une mesure dilatante. Pour
v-presque tout T € O, il existe des applications holomorphes injectives (pzn)n>0 €t
des constantes rz, p; > 0 tels que le diagramme suivant commute pour tout n > 1 :

"

on(rfﬁ> fi_n [on(rfﬁ)]

@i,ol \L@i,n
N’I’L

B(ps) - N3 [B(ps:)]

Cet énoncé devient un théoréme de linéarisation lorsque les exposants de v ne
vérifient aucune relation de résonnance. Nous utilisons le théoréme B dans la sec-
tion suivante. Nous verrons au chapitre 5 une autre application pour I’étude de la
dimension du support borélien des mesures dilatantes.
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2.3.2 Multiplicateurs et exposants

Le théoréme suivant stipule que p équidistribue les cycles répulsifs [BD1]. En
dimension k = 1, cette propriété est due a Lyubich [Ly].

Théoréme (Briend-Duval) : Soient f un endomorphisme de P*, u sa mesure
d’équilibre et R, l’ensemble de ses points n-périodiques répulsifs. Alors

i 1
S G 2 =

PERn

Le théoréme B, utilisé comme un théoréme de distorsion, nous permet d’obtenir
le théoréme suivant, ot Ay < ... < Ay désignent les exposants de u. Ce résultat
apparait comme un cas particulier du théoréme D énoncé plus bas, concernant les
sommes partielles des plus grands exposants.

Théoréme C : limy, . o 57 > per, logJac f(p) =2(M + ...+ Ap).

Ainsi la convergence des cycles répulsifs vers i se teste sur la fonction log Jac f,
qui n’est pas bornée. Notons aussi que I’ensemble des cycles répulsifs est de p-mesure
nulle. A notre connaissance, le théoréeme C n’était pas connu en dimension 1; dans
ce cas la preuve se simplifie avec le théoréme de Koebe. Notons que le théoréme C
est important pour I'étude des bifurcations d’une famille d’endomorphismes [BB1]
(voir la fin de ce chapitre ainsi que le chapitre 6).

Soit A’ d, f™ Paction de d,f™ sur les sous-espaces de C* de dimension s.

Théoréme D : Pour tout 1 < s <k, ona

1 1 A o oen
lim —Zﬁlogv\dpf | =20 + .. 4 ).

n—-+oo kn
PERR

La preuve consiste a incorporer le théoréme B (normalisation) dans la démons-
tration de Briend-Duval. Soit 2 un point u-générique et B := B, (r) une petite boule.
Puisque 1 est mélangeante, on a pu(f~"B N B) ~ u(B)? pour n assez grand. Soit
maintenant F,,(B) 'ensemble des branches inverses définies sur B a valeurs dans B.
En utilisant f*;1 = d*u et le fait que les branches inverses sont disjointes, le mélange
fournit Card F,,(B) - u(B)/d* ~ u(B)?, c’est a dire :

1
%Card Fo(B) ~ u(B).

Puisque les exposants de p sont strictement positifs, chaque élément de F,,(B) est
une contraction de B dans B qui fournit un point fixe répulsif p pour f”. Il s’ensuit :

1
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Ainsi, toute valeur d’adhérence u' de dkL" ZpE’Rn 9, vérifie i/ > p1. On obtient finale-
ment p' = p par un argument de masse globale : le nombre de points n-périodiques
est en effet majoré par d* (théoréme de Bezout).

La preuve du théoréme D passe donc par I’étude de d, f™. A cet effet, on montre
a l'aide du théoréme B vu comme un théoréme de distorsion :

Vpe f;"(B), df" ~d, " (2.2)

Cette propriété est immédiate lorsque les exposants de p ne vérifient pas de relation
de résonnance, car alors on peut linéariser les branches inverses. Sinon, un lemme
basé sur la stabilité des applications résonnantes permet d’établir cette approxima-
tion. Maintenant, puisque = est u-générique, on déduit de (2.2) et de la définition
des exposants de Lyapunov :

1 S
glog]/\dpfﬂ ~ 2N+ ... A).
Cela termine la preuve du théoréme D.

Terminons ce chapitre par quelques remarques concernant les bifurcations. Soit
(fo)eer une famille d’endomorphismes dépendant holomorphiquement de ¢ € U, ou
U est un ouvert de C?. La fonction ¢ +— (A1 4 ... 4+ Ag)(c) est plurisousharmonique
et Holder sur U (voir [DS2], [DST7]), et les sommes partielles ¢ — (A + ...+ As)(c)
sont plurisousharmoniques [Ph].

Différentes notions de stabilité entrainent la pluriharmonicité de la somme des ex-
posants. Cette propriété est vérifiée lorsque, sur un ouvert des paramétres, I’ensemble
critique ne rencontre pas le support de u (voir [DS2|, [Ph]) ou lorsque ’ensemble
des cycles répulsifs satisfait un mouvement holomorphe [BB1]. Nous exposerons au
chapitre 6 une question concernant I’étude des familles d’endomorphismes de P2,

Pour les applications de Hénon (k = 2), 'article [BLS2| établit I’équirépartition
des points n-périodiques selles vers la mesure d’équilibre p, ainsi que ’analogue du
théoréme C pour l'exposant positif de u. Cet article montre aussi que la stabilité
structurelle implique I'harmonicité de ’exposant positif.



Chapitre 3

Codage et propriétés stochastiques

Soient (X, g, m) un systéme dynamique ergodique et x € L'(m). Le théoréme de
Birkhoff est ’analogue de la Loi forte des grands nombres en théorie des Probabili-
tés @ si S, (x) désigne Z?:_g x o ¢’, alors

1
Ve X m-p.p., lim —S,(x)(z) = / X dm.
b

n—-+oo N,

Soit maintenant x € L*(m) une observable centrée. Nous dirons que x vérifie le
Théoréme Central Limite (TCL) si %H\Sn(x)b posséde une limite o € R* et :

-si o =0, il existe u € L*(m) telle que y =u —wuog.

- si 0 > 0, alors les sommes de Birkhoff normalisées par o+/n convergent en loi
vers la loi normale AV (0,1) :

1 I >
VieR, lim m<—=35,(x) <t :—/ e 2 du.
n—o0 {0\/5 00 < } 27 J 0

Une méthode pour obtenir le TCL consiste & établir la décroissance exponen-
tielle des corrélations et a utiliser le théoréme de Gordin. Cette approche passe par
I'étude de I'opérateur de Perron-Frobenius. Le TCL fut ainsi établi pour (P, f, u)
et les observables C? [FS|, Holder [DS4] et plurisousharmoniques [DNS|. L’article
|CL] démontre la condition de Gordin pour les fonctions Holder par une approche
géométrique (utiliser erratum de cet article, ainsi que [DS5| pour le controle de
la mesure des voisinages tubulaires de C). Signalons que le travail [DNS] contient
également un Théoreme de Grandes Déviations.

L’objet de ce chapitre est d’établir le Principe d’Invariance Presque Sdr pour
la mesure d’équilibre, on expose ici larticle [D3]. Notre classe d’observables est
constituée des fonctions Holder et des fonctions a singularités logarithmiques. Nous
développons a cet effet une méthode de codage, nos résultats étendent ceux de [PUZ]
établis en dimension k£ = 1.
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Une observable y satisfait le Principe d’Invariance Presque Str s’il existe des
variables aléatoires (S,,), et un mouvement brownien W sur (€2, P) tels que :

- (S1,...,8n) et (S1(x), ..., Sn(x)) ont la méme distribution,

- il existe ¢ > 0 tel que S, = W(n) + o(n'/>=¢) P-p.p..

Cette propriété décrit la loi de (Si(x),---,Sn(x)), qui concerne les trajectoires
du systéme dynamique. Notons que la distribution de W(n) est celle d’'une somme
de n variables aléatoires indépendantes gaussiennes, et que l’erreur o(n'/27¢) dépend
du point générique choisi par rapport a la probabilité P.

Le Principe d’Invariance Presque Str implique de nombreuses propriétés sto-
chastiques reliées au mouvement brownien, comme le Théoreme Central Limite et
la Loi du Logarithme Itéré :

1
Vr € X m-p.p., limsup )(z) =1.

Sn
n—oo 0v/2nloglogn (x

Elle entraine aussi les versions presque-sires de théorémes limites classiques [CG].
Notons que le Principe d’'Invariance Presque Str a été établi pour les difféomor-
phismes Axiome A [DP] et pour les applications Gibbs-Markov [MN], les démons-
trations utilisent ’existence de bonnes partitions séparant les points. Notons que
'article récent [Go] utilise des méthodes spectrales pour montrer cette propriété.

On note ¥ := {1,...,d*}", s le décalage a gauche et P la mesure produit qui
attribue & tout n-cylindre la masse d~*". Nous utiliserons le fait suivant.

Fait : Soient (X, g;, m;)i=12 deux systémes dynamiques. Supposons qu’il existe une
application mesurable w : X1 — Xy telle que g o w = w o g1 et w,my = my. Alors x
vérifie le Principe d’Invariance Presque SUr pour mo si et seulement si x o w vérifie
le Principe d’Invariance Presque Sir pour m;.

Les codages w : ¥ — P¥ que nous allons construire vérifient les relations f ow =
wo s et w,P = u. Ils ne sont pas nécessairement injectifs, toutefois ils présentent
suffisamment de régularité pour transférer a u les propriétés stochastiques de P, ceci
pour de bonnes observables. Nous étudierons le défaut d’injectivité de w au chapitre
4 afin de construire des mesures de grande entropie.

Notons enfin qu'il existe une conjugaison bimesurable entre les systémes (P*, f, i)
et (3,s,P) [Br]. La démonstration utilise le critére de Hoffman-Rudolph [HR], la
régularité de la conjugaison semble difficile a controler.

3.1 Espace de Bernoulli

Nous rappelons certaines propriétés stochastiques du systéme (3, s, P). Notons
A, Tensemble des n-cylindres et E(x|A,,) I'espérance conditionnelle de x € L*(P).
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Nous dirons qu’'une observable x est LP(P)-cylindrique si
x € LP(P) et |x —E(x|An)|p, <ce ™. (3.1)

Ces observables vérifient la décroissance exponentielle des corrélations [Bo2] :

Théoréme (Bowen) : Soient x1, x2 deux observables L*(P)-cylindriques. Alors

/Xl'XzosndP—/deP/deP‘gce_’\”.
> > >

La preuve utilise (3.1) et I'indépendance des coordonnées de 3. Lorsque p > 2, les
observables LP(P)-cylindriques satisfont le Principe d’Invariance Presque Sar [PS] :

Théoréme (Philipp-Stout) : Si une observable x est LP(P)-cylindrique avec p >
2, alors x vérifie le Principe d’Invariance Presque Str.

La preuve est basée sur 'approximation du processus (S, (x)), par une suite de
différence de martingales. Le résultat suivant concerne le Théoréme Central Limite,
ici les moments sont d’ordre 2 et il n’y a pas d’estimation exponentielle [I].

Théoréme (Ibragimov) : Soit x € L*(P). Si la série 3, . |x — E(x|An)l2
converge, alors x vérifie le Théoreme Central Limite.

La preuve consiste a établir la convergence des fonctions caractéristiques des
variables aléatoires. Ce résultat fut employé dans [Sin| pour le flot géodésique en
courbure négative et dans [Bo2| pour les difféeomorphismes Axiome A. Notons que
les théoréemes de Philipp-Stout et d’Ibragimov restent valables plus généralement
pour toute mesure s-invariante Q sur Y vérifiant la condition de mélange :

VE€ A, VFeE A, |QENF) - Q(E)Q(F)| < cQ(E)Q(F) e ",

oui <j<k<letA, = s_iAj_i. Les mesures de Gibbs sur X vérifient cette
propriété, nous utiliserons cette remarque au chapitre 4.

3.2 Théoréme de codage

Nous allons coder la dynamique en utilisant les préimages d’'un point. Soient
V= U>,f"(C) et z € P*\ V. On note z, toute bijection A® — f~"(z) étendue en
une application z, : ¥ — f~"(z) constante sur les n-cylindres. Une suite (2,),>1 est
dite compatible si f o z,41 = z, 0 5. On pose 0, :=2/(5(k — 1)).

Théoréme A : Pour tout § < 0, il existe un ensemble de volume nul Sy C P*
vérifiant la propriété suivante. Pour tout z ¢ Sy, il existe une suite compatible (z,)y,
une suite croissante (G(n)), C X et p > 0 tels que :

1. (zn)n converge P-p.p. vers une application w : ¥ — P*.

2. P(G(n)) >1—cod™ et d(z,,w) < ¢, d™P" sur G(n).



32 Chapitre 3. Codage et propriétés stochastiques

Le point 1 montre que la suite de probabilités (z,).P converge vers w,P. Puisque
(2n)+P est la mesure uniforme sur f~"(z) et que z ¢ V, il vient w,P = p. La
compatibilité de (z,), entraine fow =w o s.

Le point 2 fournit la convergence exponentielle en moyenne des mesures uni-
formes sur f7"(z) vers la mesure p. L’article récent |[DS6]| établit la convergence
exponentielle vers p des préimages d'un point Zariski-générique.

Esquissons maintenant la preuve du théoréme A. Commencons par présenter
la méthode de codage (voir [J] et [PUZ| en dimension k = 1). Soient z ¢ V et
{wy, @ € A} une énumération de f~!(z). Soit (V4)aea une collection de chemins
[0, 1] — P* satisfaisant 7,(0) = 2, 7a(1) = wq et 1,[0,1] NV = (.

Fixons & = (a;);>1 € X. Pour tout n > 1 on définit les chemins v, (&) et les
points z,(&). Pour commencer, posons 7;(@) := 74, et 21(&) := w,,. Supposons
maintenant que v;(&) et z;(&) soient construits pour 1 < j < n. On définit alors
Ynt+1(@) comme le relevé de v,, par f" avec point de départ z,(&). On pose en-
suite z,41(@) := Ypy1(@)(1). Par construction, z, : A, — f~"(z) est une bijection
et foz,41 = 2,0s. De plus, 7, (&) et 2,(&) ne dépendent que du cylindre [ay, ..., ay).

Il s’agit donc de construire de bons chemins (74 )aca assurant la convergence de
I’arbre. Le résultat suivant fournit ces chemins et estime le nombre de n-cylindres tels
que diam ~,, (@) est petit. C’est une version quantifiée du théoréme de Briend-Duval
[BD2|. On note L., la droite complexe de P¥ qui contient z et w.

Théoréme B : Soit § < 6. Il existe un ensemble de volume nul Dy C PF et
p = po > 0 satisfaisant les propriétés suivantes. Pour tout (z,w) € P*\ Dy UV,
il existe un chemin continu v : [0,1] — L., \ V joignant (z,w) et une famille
décroissante de disques topologiques (Ay,)n, C L, tels que pour tout n > n,,, :

1. v[0,1] C A,,.
2. Il existe (1 — d=")d*" branches inverses de " sur A,.

3. Ces branches inverses satisfont diam g,(A,) < cd="".

Nous renvoyons a l'article [D3] pour la démonstration. La difficulté est de construire
une famille décroissante de disque A,, C L, ,, qui n’intersecte pas les valeurs critiques
de f" et pour lesquels on controle le module de Panneau A, \ %An. La valeur de
0, provient de la méthode géométrique utilisée.

Nous donnons maintenant la preuve du théoréme A. Posons Sy := DyU f(Dy) UV,
qui est de volume nul, et appliquons la méthode de codage décrite plus haut a
z & Sp. Fixons pour cela une énumération {w,} de f~!(z) et considérons des chemins
continus (7, )aca donnés par le théoréme B. Ainsi, pour tout « € A et n > n, =
maxn,_,, , il existe au moins (1 — d=%")d*" cylindres [a, ..., a,] tels que :

diam vpq1[aq, ..., an, 0] < cd™ . (3.2)
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On suppose dorénavant que n > n,. On définit les sous-ensembles de X :
B, = {diam y,1]oq, ..., np1] > cd™"} , B(n) :=Upsn B, et G(n) :=X\B(n).

La suite G(n) est croissante et on obtient a 'aide de (3.2) :
Lemme 1 :

1. Card B,, < dFntDq—on,

2. d(zn, 2ps1) < cd™ P sur G(n).

Cela entraine d(z,,, Zm+1) < cd™?™ pour m > n sur G(n). Il s’ensuit que appli-
cation w := lim,, z,,, est bien définie sur G(n) et vérifie :

Va € G(n) , d(z,(a),w(@)) <c,d . (3.3)

Le point 1 et la définition de P fournissent maintenant :
Lemme 2 : P(B,) < d .
Il s’ensuit

P(G(n)) > 1—cpd™", (3.4)

ce qui termine la preuve du théoréme A.

3.3 Conséquences stochastiques

Nous dirons qu'une observable ¢ : P¥ — R U {—oco} est dans la classe U si :

- ¢¥ est Holder sur P,

- Ny == {tb = —oc0} est un sous-ensemble algébrique de P* (éventuellement vide),
- > logd(-,Ny)7, ou 7 > 0.

Cette classe contient les fonctions Holder et les fonctions a singularités logarith-

miques. Un exemple important pour la suite est la fonction log Jac f. Le lemme
suivant montre en particulier que U C LP(u).

Lemme 3 : Soient » €U et p > 1. Alors waM [P dp < k12,

La preuve consiste & estimer U'intégrale sur Ny [r;] \ Ny[rjs1], ot r; :=r/27. On
utilise ici ¢ > logd(-, Ny)" et U'inégalité p (Ny[r]) < cr?.

Nous obtenons les propriétés stochastiques suivantes.
Théoréme C : La mesure j satisfait pour toute observable v € U :

1. La décroissance exponentielle des corrélations.

2. Le Principe d’Invariance Presque Str.
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Ce théoreme est une conséquence du résultat suivant, via les théorémes de Bowen
et de Philipp-Stout énoncés a la section 3.1.

Théoréme D : Soient 1 € U et w un codage donné par le théoreme A. Alors ¥ ow
est LP(P)-cylindrique pour tout p > 1.

La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoréme. Les propriétés
de régularité du codage w (théoréme A) sont ici cruciales.

e Supposons pour commencer que v est Holder. Nous montrons 'estimation
Ix —E(x|An)|, < ce™ en travaillant sur B(n) puis sur G(n). L'estimation sur B(n)
provient de 'inégalité de Jensen et de (3.4) (on note x4 := x - 14) :

_omy\1
X500 — ECusm Al < 21xloe PBO)YP < 2/x|oo (cpd ).

Soit maintenant ¢ = xgm) — E(Xgm)|An) et étudions |¢gwm)lp, |dgm)lp- Puisque
®Bm) = —E(Xgm)|An) sur B(n) et ¢p@) = 0 sur G(n), on déduit de (3.4) :

oy 1/2
|68 |p < TE(Xg(m) | An)l2p - P(B(n))/* < |xlap - (cod™) "™

Il reste a estimer |¢g(,|,- Observons pour cela que pour tout & € G(n) :
bo(m (&) = [ oy K@ = X(9)) dPa(3) + x(@) - Pa(a)a N B(m)
aln,NG(n

ou [al, 1= [, ..., a,] et Pg est la probabilité conditionnelle de P sur [@],,. On déduit
de x =9 ow, de (3.3) et du fait que 1) est Holder (d’exposant h) :

Va € G(n) , oo (@) < (2¢,d )" + x| - Pal(aln 0 B(n)).

On intégre ensuite sur G(n) pour obtenir |pgq|2 < d=""" + |2, cod . Cela ter-
mine la preuve du théoréme B dans le cas Holder.

e Pour le cas général ¢ € U, on ajoute au découpage un voisinage de Ny, :
B(n) =Bn)\N, . G'(n)=Gn)\N, . Ny=w "t (Ny[d ")
On rappelle que ¢ > logd(.,Ny)". L’inégalité de Jensen et le lemme 3 entrainent

. 1/
v, =BG [An)lp < 2l |p < (5 d =" 0e/20- 02y 7

Les estimations suivantes permettent de traiter B'(n) et G'(n).
(i) P(G'(n)) < copd ™0 4 d=m1e/21) < e dmm.,
<nhplogd.

(i2) xazgloo
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La premieére est une conséquence de (3.4) et de p(Ny[r]) < ¢r?, la deuxiéme provient
de x > log d=™("/27) sur N¢. Ces deux inégalités entrainent :

o1
X8/ — EO iy Mallp < 21Xy < nhplogd - (cd™)"".

Soit maintenant ¢ := xg/(n) — E(Xg/(n)|An). Comme dans le cas Holder, (i) fournit
Pestimée pour |pgr(n)e|,- On a ensuite pour tout & € G'(n) :

dow(@ = [ (x(@ = X(3) #PalB) + X(@) Palldla 1)) (35)

Puisque x = ¥ ow et (&, 3) ¢ N, inégalité (1) implique :
x(@) — x(B)] = [log "> (@) — log e"*(B)| < d""/? |e***(@) — (7).

On récupére une puissance négative en utilisant (3.3) et le fait que e¥ est h-Holder :
(@) = x(B) < & (2¢,d )" < cd M,

On termine alors comme dans le cas Holder, en utilisant (i) et (7).
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Chapitre 4

Mesures de grande entropie

Une mesure ergodique v est dite de grande entropie si h, > logd*~'. Nous
commencons par rappeler deux propriétés de localisation pour ces mesures. Les
preuves reposent sur une version localisée du principe variationnel [Bol|. Notons
hiop(A) Tentropie topologique de f relativement a un sous-ensemble A C P*.

Théoréme (Principe variationnel relatif) : Soit v une mesure ergodique telle
que v(A) > 0. Alors son entropie métrique vérifie h, < h,p(A).

La propriété suivante est établie dans [BD2].

Théoréme (Briend-Duval) : Soit v une mesure de grande entropie. Alors v ne
charge pas les sous-ensembles algébriques propres de P*.

La preuve reprend la méthode de Gromov : celle-ci s’adapte et fournit hy,(A) <
log d? pour tout sous-ensemble algébrique A C P* de dimension complexe p. Le
principe variationnel rappelé ci-dessus permet alors de conclure.

Le résultat suivant est dit & de Thélin [dT1]| (k = 2) et & Dinh [Di] (k > 2).

Théoréme (de Thélin, Dinh) : Soit v une mesure de grande entropie. Alors le
support de v est contenu dans celui de la mesure d’équilibre f.

La démonstration utilise la convergence exponentielle de d% f"w vers T : cela
entraine hy,,(A) < logd*~! pour tout compact A ne rencontrant pas le support de
1. On invoque a nouveau le principe variationnel pour conclure.

Nous poursuivons dans ce chapitre I’étude des mesures de grande entropie. Nous
montrons tout d’abord qu’elles sont dilatantes, nous construisons ensuite des exemples
en utilisant la méthode de codage du chapitre 3. Plus précisément, nous montrons la
convergence de suites de probabilités non uniformes sur f~"(z), avec préservation de
I'entropie. Dans le cas des mesures produits sur X, on obtient h, = — > w, log w,,
ot (wy, ..., wg) désignent les poids (proches de d~*) sur les branches inverses de f.
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4.1 Exposants des mesures de grande entropie

Rappelons 'inégalité de Ruelle [R]. On note AT := max{A, 0}.

Théoréme (Ruelle) : Soit f une application de classe C' sur une variété compacte
et v une mesure ergodique. Sotent A, < ... < Ay les exposants distincts de v et
my,...,my leurs multiplicités respectives. Alors h, < miAf + ...+ mgAy .

Ce théoréme fournit h, < 2AT pour tout systéeme (P!, f, ), une mesure d’entro-
pie strictement positive est donc dilatante dans ce contexte.

L’énoncé suivant généralise ce fait en dimension supérieure [D5].

Théoréme A : Soit f un endomorphisme de P* et v une mesure de grande entropie.
Alors les exposants de v sont supérieurs ou égauz a %(hl, —logdt=1) > 0.

Ce résultat a été établi par de Thélin [dT2| sous 'hypothése log Jac f € L(v)
(i.e. la finitude des exposants). Nous vérifions (voir plus bas) que les arguments
s’adaptent dans le cas non intégrable avec d’autres ingrédients. Nous remercions de
Thélin pour nous avoir signalé cette possibilité d’extension.

Le théoréme A est une conséquence du théoréme B ci dessous lorsque v présente
plusieurs exposants. Si v posséde un seul exposant A (de multiplicité 2k), le théoréme
A se déduit directement de I'inégalité de Ruelle.

Théoréme B : Soit f un endomorphisme de P* et v une mesure ergodique. Soient
Ay < ... < Ay les exposants de v et my, ..., my leurs multiplicités. Supposons que
q > 2. Alors h, <logd™™*+Tmi-1 4 QmjA;r + . 2mg AT pour tout 2 < j < q.

La preuve repose dans [dT2| sur la construction de variétés stables relatives et
sur l'estimation de leur volume : elles sont construites dans ce contexte en utilisant
des transformées de graphe pour f~! le long d’orbites v-génériques. Dans le cas
non intégrable, nous utilisons des transformées de graphe pour f : on fait pour cela
appel a la méthode de Hirsch-Pugh-Shub [HPS]|, qui autorise les applications non
injectives, et au théoréme de Newhouse [N1], qui fournit les cartes d’Oseledec-Pesin.
Les estimées de volume s’obtiennent alors comme dans [dT2], la présence possible
de multiplicités ne modifie pas les inégalités.

Notons que Buzzi [Bu| a obtenu un résultat similaire au théoréme B en dyna-
mique réelle, ot le terme log d™ - +™i-1 est remplacé par 1’entropie topologique des
disques immergés de dimension m; + ... +m;_;.

4.2 Construction de mesures de grande entropie
Nous utilisons les codages w du chapitre 3. Dans un premier temps nous observons

que ces applications sont définies presque partout pour des mesures de Gibbs proches
de la mesure standard P. Nous montrons ensuite qu’elles préservent ’entropie en
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étudiant leur défaut d’injectivité. Les propriétés de régularité de w seront & nouveau
cruciales.

Projection des mesures de Gibbs

Soit P, la mesure de Gibbs sur ¥ associée au potentiel Holder ¢ : ¥ — R. C’est
I'unique mesure s-invariante satisfaisant pour tout @ € Y et n > 1 :

Polog,. .., 0] > exp (igposi(d) —nP(gp)) (4.1)

a des constantes multiplicatives pres, ou P(p) désigne la pression de . C’est aussi
I'unique mesure s-invariante telle que

P(gp):/godpw—i—hpv.
s

Notons 7y(p) := P(¢) — |¢|e — logd*? et observons que 74(¢) > 0 implique hp, >
log d*=?. On obtient la version suivante du théoréme A du chapitre 3.

Théoréme C : Pour tout 0 < 0y, il eviste un ensemble de volume nul Sy C P*
vérifiant la propriété suivante. Pour tout z ¢ Sy, il existe une suite compatible
(2n)n, une suite croissante (G(n)), C X et p > 0 tels que pour tout potentiel Hélder
¢ X — R vérifiant 7 := 19(p) >0 :

1. (zn)n converge P,-p.p. vers une application w : ¥ — Pk

2. Py(G(n)) >1—cre™™ etd(zy,w) <c,d " sur G(n).

La preuve repose sur U'estimation P,(B,) < ce ") provenant de la combinai-
son de (4.1) et des résultats de la section 3.2. Les mesures images w,P,, fournissent
des mesures invariantes mélangeantes. Elles vérifient a l'instar de p la décroissance
exponentielle des corrélations et le Principe d’Invariance Presque Str pour les ob-
servables Holder. Observons que ’on peut prendre pour P, une mesure produit dont
les poids (w, ..., wg) sont proches de d=* : cette mesure s’obtient avec le potentiel
o(aq, g, . ..) :=logw,,. On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme D : Soient 0 < 0y et (wq)aca satisfaisant S w, = 1 et w, < d=F0.
Alors, pour tout z ¢ S, il existe une suite compatible (z,), telle que

v, = Z (ﬁwaz) 8y, (ot Uon pose y = zp(ay, ..., o))

frly)== =1

converge vers une mesure f-invariante et mélangeante.
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Le codage préserve ’entropie

Nous montrons dans cette partie que w préserve ’entropie, quitte a bien choisir
z. Soient 0 < 0 et ¢ : X — R un potentiel Holder tel que 79(¢) > 0. L’ensemble Sy
a été introduit au théoréme C.

Théoréme E : Il existe un ensemble de volume nul H C P* satisfaisant la propriété
suivante : hy, p,(f) = hp,(s) pour tout z ¢ Sy U'H.

La preuve consiste a estimer la taille des fibres de w et a appliquer la formule
d’Abramov-Rohlin. Une technique similaire a été employée par Przytycki [Pr] pour
des applications de Riemann définies sur le disque unité.

Soient p > 0 et H C P* un sous-ensemble tel que pour tout z ¢ H et n > 1,
les points de f~"(z) soient d~""-séparés : H est le complémentaire d’un ensemble
postcritique épaissi, sa construction reprend les arguments de Misiurewicz-Przytycki
[MP].

Soient € la partition en points de P* et H (A, |w™'e) entropie conditionnelle de
A, sachant w™te. On dispose de la formule d’addition suivante [AR] (voir également
'article de Ledrappier-Walters [LW]).

Théoréme (Abramov-Rohlin) : hp_(s) = he,p, (f) + lim, oo = H(A, [we).

n
La preuve du théoréme E consiste a controler le terme d’entropie fibrée. Nous
utilisons la majoration suivante : H(A" |w™'e) < sup,cpr log Card Cyy(y), ot

Cn<y) = {(Oél,...,Oén) EA”j 30’62, W(Oél,--.,Oén,O') :y}

Il s’agit de montrer que C,(y) contient essentiellement un seul élément (s’il n’est
pas vide). Soient («, 3) € Cy(y). On peut supposer (a, 5) € G(n) car la P,-mesure
de B(n) est exponentiellement petite (théoréme C). On obtient alors

d(zn(a), 2(B)) < d(zn(@),y) + d(y, 2(8)) < cd™,

ce qui entraine z,(«) = z,() par la séparation des points de f~"(z). La bijectivité
de z, permet de conclure. Nous renvoyons a 'article [D5]| pour les détails techniques.

Observons que le théoréme E entraine hy, p, = — ) wq logw, pour les mesures
produits construites au théoréme D. Il implique également la propriété suivante, ou
M désigne '’ensemble des mesures invariantes.

Corollaire : La fonction d’entropie h : M — [0,log d*] contient dans son image
un intervalle non trivial de la forme [log d* — €, log d*].

Rappelons que d’aprés Newhouse [N2|, la fonction h est semi-continue supérieu-
rement pour toute application C*> d’une variété compacte. Cela montre I'existence
d’une mesure d’entropie maximale, mais n’entraine pas le corollaire.



Chapitre 5

Dimension des mesures dilatantes

La dimension dimy v d’une mesure de probabilité sur une variété M est la borne
inférieure des dimensions de Hausdorff des boréliens de v-mesure totale : ¢’est donc
la dimension de son support borélien. Les dimensions ponctuelles inférieures et su-
périeures de v sont définies par

log v (B, (r - log v (B, (r
Vee M , 0(z):=liminf log V(B (r) , 0(x) :=limsup M
r—0 IOg r r—0 IOg r
On notera d(z) lorsque la limite existe. Young [Y] a montré que les fonctions § et
sont reliées & dimy v de la maniére suivante : si a < §(z) < §(z) < b pour v-presque
tout x € M, alors a < dimy v < b.

On consultera le livre de Pesin [Pe2| pour une introduction a la théorie de la
dimension pour les systémes dynamiques. Nous nous plagons dorénavant dans le
contexte des mesures invariantes. Les fonctions J et § sont constantes v-presque
partout lorsque v est ergodique.

Le théoréme de Brin-Katok [BK]| stipule que l'entropie de v coincide avec la
"dimension dynamique" de v. Plus précisément, notons d,, la distance de Bowen
définie sur M par

dn(,y) := max{d(f(z), f*(y)), 0 < ¢ <n —1}
et soient B, (x,r) les boules correspondantes.

Théoréme (Brin-Katok) : Pour v-presque tout x € M, on a :

1
sup liminf ——logv(B,(z,7)) = h,.

r>0 n—too n

Autrement dit, v(B,(z,7)) ~ e ™" pour r assez petit et n assez grand. Il faut

donc environ e™ boules dynamiques pour recouvrir un borélien de mesure positive.
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Nous rappelons a présent certains résultats concernant la théorie de la dimen-
sion pour les systémes dynamiques. Nous commencons par les difféomorphismes de
variété compactes puis abordons le cas des endomorphismes de P*.

Cas des difféeomorphismes

La dimension des mesures hyperboliques v (sans exposant nul) des difféomor-
phismes de variété compactes M est maintenant bien comprise. Le cas des surfaces
est résolu dans [Y] :

Théoréme (Young) : Soient f un C'T-difféomorphisme d’une surface M et v
une mesure ergodique d’entropie h, > 0. Alors

h, h,
Ve e M v-p.p., 0(x) = Ny

ou Ay < 0 < A\ désignent les exposants de v.

En dimension supérieure, Ledrappier-Young [LY| ont montré la formule suivante
pour la dimension ponctuelle instable. La dimension ponctuelle stable ¢%(x) vérifie
une formule analogue.

Théoréme (Ledrappier-Young) : Soient f un C?-difféomorphisme d’une variété
M et v une mesure ergodique. Alors

u

Ve e M v-p.p., 0“(z) = —+ Z

1=2

hi — hi—

pa (5.1)

ou Ay < ... < A\ désignent les exposants strictement positifs de v et hy < ... < hy
les entropies conditionnelles le long des variétés instables W C ... C W,

Nous renvoyons a |[LY| pour la définition et l'existence des entropies condition-
nelles, cette étape est un point important de la démonstration.

Ledrappier-Young montrent également dans [LY] la relation 6 < §° + §* v-p.p..
La formule de sommation est établie dans l’article [BPS] :

Théoréme (Barreira-Pesin-Schmeling) : Soient f un C'T-difféomorphisme
d’une variété M et v une mesure ergodique. Alors

Ve e M v-p.p., 0(x) =0(z) + d“(x).

La preuve consiste a montrer que toute mesure hyperbolique d’un difféomor-
phisme présente une structure proche de la structure produit.

Cas des endomorphismes de P*

On dispose de la formule suivante en dimension 1 [Max].
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Théoréme (Mané) : Soient f une fraction rationnelle sur P! et v une mesure
dilatante d’exposant A > 0. Alors

Vo € Pt v-p.p. , 6(z) = 2.

La preuve repose sur le caractére conforme des fractions rationnelles. En effet,
cela implique que les boules dynamiques et géométriques coincident :
Vo € Pluv-pp., By(z,r) =~ By(re™™).

La formule provient alors d’une variante du théoréme de Brin-Katok (on peut
prendre indifféremment lim sup ou lim inf dans 1’énoncé).

En dimension k£ > 2, on dispose du résultat suivant (voir par exemple [DD]).

Proposition : Soient f un endomorphisme de P* et v une mesure dilatante d’ex-
posants A\ < ... < Ay. Alors

>=

14 N hV
Vo € Pfvpp., 3F <4(r) <o) < 3
1 k

On identifie ici les boules dynamiques & des branches inverses :
Ve e Prupp. B(x,r) ~ f;”[an(r)]

On utilise ensuite les inclusions By (re™"*') C f; "By, (r)] C By(re™") pour établir
les inégalités mentionnées.

Une formule pour la dimension

La formule proposée ci-dessous généralise celle de Mané. Elle a été formulée par
Binder-de Marco [BAM| pour dimy, i, nous 'étendons ici a la dimension ponctuelle
de p (voir plus loin le corollaire A).

Conjecture : Soient f un endomorphisme de P* et i sa mesure d’équilibre. Alors
log d log d
Y

Vo € P* p-p.p. , §(z)

Cette égalité est cohérente avec (5.1) si 'on conjecture h; = log d' pour les entro-
pies conditionnelles sur les variétés instables relatives. La définition u = T* comme
masse de Monge-Ampére vient renforcer cette proposition de sommation.

Nous obtenons dans les prochaines sections des estimations sur la dimension de
Hausdorff des mesures dilatantes. En particulier, nous obtenons la minoration dans
la conjecture lorsque k = 2.

La section 5.1 donne une majoration basée sur le volume des branches inverses.
La minoration de la section 5.2 passe par une étude de la croissance des sections des
branches inverses, on utilisera pour cela le théoréme de normalisation du chapitre 2.
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5.1 Majoration de la dimension

Théoréme A : Soient f un endomorphisme de P* et v une mesure dilatante. Si
e < ... < )\ désignent les exposants de v et X := A + ...+ A\ leur somme, alors

k
dimy v < 2k — M.
At
Ce résultat est établi dans [DD| pour la mesure p, les arguments s’étendent aux
mesures dilatantes v (notons que 2% —log d* > 0 pour ). Le théoréme A entraine la
caractérisation suivante des endomorphismes de Latteés, cela compléte le théoréme
énoncé au début du chapitre 1.

Corollaire : Un endomorphisme de P¥ est de Lattés si et seulement si sa mesure
d’équilibre vérifie dimy pu = 2k.

En effet, le théoréme A et la minoration des exposants par log v/d montrent que
la maximalité de la dimension implique la minimalité des exposants.

La preuve du théoréme A repose sur le controle du volume des branches inverses,
nous reprenons ici la méthode de [BAM| employée pour les applications polynomiales
de C*. Par ergodicité de v, il suffit de construire pour tout € > 0 un borélien A = A,
vérifiant v(A) > 0 et une constante ¢, > 0 (avec lim,_gc. = 1) tels que

2% — log d*

dimH A < 2k — Ce
A1

(5.2)
Soient A := {2 € O, 7(2) > r} et A := 7(A) (voir le chapitre introductif Outils et
Notations pour la définition de r et les propriétés ci-dessous). Le fait que la fonction
r soit lente entraine pour tout x € A :

(a) f; " est bien définie sur B, (re™").

(b) P = f;"[Ba,(re ")) contient B, (re "M1+2),

(c) m(P) < rPhe2n=,

Observons maintenant que le borélien A est recouvert par au plus d*" branches

inverses (P;)ic; du type P, car f™ est de degré topologique d*". Soit (M;);c; un

maillage de P* de taille re "*1+29. Le point (b) stipule que si M; N A # ), alors
M C UjerP;. On déduit alors de (c) (avec r < 1) :

m (UiEIPi) dkn€72n2
Card J < <
ard s = m(M;) — (Te*nx\l)% (e

2ne)2k

Y

ce qui montre (5.2).
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5.2 Minoration de la dimension ponctuelle

Nous montrons dans [D4] le résultat suivant.
Théoréme B : Soient f un endomorphisme de P* et v une mesure dilatante. Alors

log d*! N h, — log d*~1

P* vop.p. . 5(z) >
Vo € P* v-p.p. , d(x) > N "

La démonstration repose sur une étude de la distribution des branches inverses
de f™ dans P*, cela fera l'objet du théoréme C énoncé a la section 5.2.2. Nous
commencons par énoncer quelques corollaires.

5.2.1 Conséquences du théoréme B

Les deux premiers corollaires concernent la mesure d’équilibre p.

Corollaire A : Soit f un endomorphisme de P*. Alors

logd*~'  logd
Ve € B popp. , Or) >~ 4 2
A A

Ainsi, la minoration de la conjecture est vérifiée pour un endomorphisme de P? :

logd logd
Vo € P? p-p.p. , 6(z) > Of + Of’ .
1 2

La combinaison du théoréme A (majoration) et du corollaire A montre la conjec-
ture pour une classe d’endomorphismes non conformes :

Corollaire B : Soit f un endomorphisme de P*. Si les exposants de sa mesure
d’équilibre vérifient Ay, = log Vdeth_,=...= A1, alors
logd*t logd

g n oga

A1 Ak

dimy, p =

Le dernier corollaire concerne les mesures de grande entropie. Les exposants
d’une telle mesure vérifient %(h,, —logdF=1) < A, < -+ < A\ (chapitre 4). Cette
minoration, combinée avec le théoréme B, fournit les bornes suivantes sur \;.

Corollaire C: Soit f un endomorphisme de P et v une mesure de grande entropie.
1. Alors Ay > (1 —1/k)log V/d.
2. Si de plus h, < (1 + 1/k)logd"1, alors il existe ¢(h,) > 0 tel que

1
M 2 S~ logd™ ) + p(hy).

Le dernier point montre que la borne sur les exposants n’est pas optimale pour les
mesures d’entropie proche de log d*~!. Toutefois, I'existence de telles mesures n’est
pas encore assurée, une amélioration de 6 (chapitre 3) permettrait d’en construire.
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5.2.2 Distribution des branches inverses

Le théoréme B est une conséquence du théoréme suivant : il établit une majo-
ration du nombre de branches inverses de f™ dans les boules génériques de rayon
e~™*%. Soient ¢, la partie entiére de n\,/\; et BA(r) := B,(r) N A.

Théoréme C : Pour tout ¢ > 0, il existe Q. C P* et r > 0 satisfaisant v(Q) > 1—¢
et la propriété suivante. Soit £, C P¥ un ensemble r-séparé maximal. Alors pour tout
x € Q. et n assez grand, la collection de branches inverses

,Pn(x) = {fg_nan(r) y Y € Bge(?ﬂe_n)\k) , DEE, d(p, yn) < 7"}

est bien définie et satisfait Card P, (z) < d*F=D(n—an)ene,

Nous verrons a la fin de cette section comment le théoréme C implique le théo-
reme B. Notons que ’ensemble (). est introduit afin de travailler en dynamique
presque uniforme (boites de Pesin). La preuve du théoréme C utilise le théoréme de
normalisation des branches inverses (chapitre 2) et le lemme de croissance suivant.

Lemme (Croissance des polydisques) : Soit n : D*"1(2) — P* un polydisque
holomorphe borné. Alors aire f™ o nppr-—1 < d®=Dm pour tout m > 1.

On dit que n est borné si son image est contenue dans un ouvert borné d’une
carte affine. On définit airen := ka,l(T) n*wk=1 ot D*~1(r) désigne le domaine de
définition de 7 et w la forme de Fubini-Study sur P* (cette aire compte les multipli-
cités). La preuve du lemme consiste a remplacer w par le courant de Green T' dans
la définition de l'aire, puis & utiliser 'identité f*1T" = d7T'. Cette substitution repose
sur le fait que T est cohomologue a w, les calculs nécessitent des intégrations par
parties. Notons que Dinh [Di] utilise des arguments analogues pour majorer 1’entro-
pie topologique en dehors du support des courants 7.

Le lemme de croissance implique la proposition suivante.

Proposition A : Soient x € Q. et L, l’ensemble des polydisques L, : D¥!1 —
B,(e7™*). Alors aire f™ o L, < d*=D=%) pour tout L, € L,,.

Pour le voir, on applique le lemme & n = f% o L, et m = n — q,. L’entier ¢,
est introduit pour rendre le polydisque borné. En effet, puisque \; est le plus grand
exposant et g,\; >~ n\y, on a f%(B,(e™"*)) C qun(x)(e_")‘k - €M) ~ Bia, @ (1).

La proposition qui suit est basée sur le théoréme de formes normales.

Proposition B : [ existe F,, C L, de cardinal au plus €™ vérifiant : pour tout
P, € P.(x), il existe un (k — 1)-polydisque L,, € F, satisfaisant

La géométrie des branches inverses est en effet trés simple une fois que 1’on
a normalisé¢ : chaque P, € P,(z) s’identifie & un parallélépipéde de dimensions
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e < .. < e ™. Plus précisément le polydisque L, est transverse a la e M-
direction de P,. En pratique, on peut prendre pour la famille F,, une collection
d’hyperplans paralléles aux axes des coordonnées.

Le théoréme C est finalement une conséquence des propositions A, B et du fait

que les branches inverses sont disjointes : ces résultats combinés fournissent la borne
Card P, (z) < dk—D=dn)ene,

Expliquons maintenant comment le théoréeme C implique le théoréme B. Soient
r € Q. et p, == e ™. Puisque la collection P,(x) recouvre la boule générique
BS<(p,) (théoréme C) et que v(P) ~ e ™ pour tout P € P,(x) (théoréme de
Brin-Katok), il vient

v(B(pa)) < Y v(P) < Card Py(z) - e ™.

PePy(x)

Le théoréme de densité entraine alors pour tout x € €2 v-p.p. et n assez grand :
v (By(pn)) < 2Card Py (z) - e ™.
La majoration Card P, (z) < d*~D®=a) (théoréme B) fournit :

1 B logd*~!  h, —logdt!
r—0 log r A1 Ak

Cette estimation est finalement valable v-p.p., car {1 := limsup {2/, est de masse 1.
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Chapitre 6

Perspectives

Nous présentons dans cette partie quelques questions liées aux travaux résumeés.

Endomorphismes partiellement extrémaux

Le chapitre 1 concerne les endomorphismes dont le spectre de Lyapunov de la
mesure d’équilibre est minimal, égal & log v/d. On peut se poser la question suivante.

Décrire les endomorphismes de P* dont une partie du spectre est minimale.

En dimension 2, cela revient a caractériser les endomorphismes d’exposants Ay =
logvd et Ay > logv/d. Dans le cas polynomial, ils pourraient coincider avec les
applications homogénes induisant une fraction de Lattés sur la droite & I'infini. Ces
applications apparaissent dans le probléme des endomorphismes permutables [DS]1]
et sont caractérisées par la sphéricité du bord de leur bassin d’attraction en dehors
d’un nombre fini de cercles [BL1]. Une approche consiste a exhiber une structure
analytique dans le support de p a l'aide des techniques de renormalisation.

Familles d’endomorphismes

L’article [MSS] initie I’étude des bifurcations d’une famille de fractions (fe.)cen
sur la sphére P!. Ces auteurs montrent que le lieu de bifurcation est relié a l'in-
stabilité des points critiques, et & celle du nombre de cycles attractifs. Ils montrent
également que le lieu de bifurcation est d’intérieur vide.

L’exposant de Lyapunov A\. de la mesure p. a été récemment introduit : 1’ar-
ticle [DM] établit que le support du courant Ty := 109\, coincide avec le lieu de
bifurcation. Les travaux [BB1|, [BB2|, [DF] étudient la géométrie de T et de ses
produits Ty;s A ... A Ty En particulier, les deux premiers articles montrent qu’au
voisinage d’un Lattés isolé (ot A. présente un minimum strict), il existe des para-
métres possédant 2d — 2 cycles attractifs ou 2d — 2 cycles neutres, c’est a dire le
maximum autoris¢ (théoréme de Fatou-Shishikura). Les fractions de Lattés isolées
apparaissent donc dans le lieu de bifurcation maximale.
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Par exemple, le probléme suivant se pose en dimension supérieure.
Quelles sont les bifurcations d’un endomorphisme de Lattés isolé de P? 2

Les formules reliant les sommes partielles des exposants aux multiplicateurs des
cycles répulsifs (chapitre 3) sont certainement centrales pour cette question. Signa-
lons qu’il existe sur P? des endomorphismes possédant une infinité de cycles attractifs
[Bd], cela pose d’importantes difficultés pour I’étude en dimension supérieure.

Automorphismes des surfaces K3

L’article [C] est consacré a la dynamique des automorphismes des surfaces K3.
Une telle application posséde une unique mesure d’entropie maximale =TT AT,
ou T et T~ sont des courants laminaires respectivement dilaté et contracté. La
question suivante est due a Cantat.

Caractériser les automorphismes des surfaces K3 possédant une mesure p absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Les exemples connus sont définis sur les surfaces de Kummer et proviennent
d’applications affines sur le tore sous-jacent. Ces applications jouent le role des
endomorphismes de Lattés sur P¥. Une stratégie pour montrer que ce sont les seuls
exemples consiste & établir 'existence d'un feuilletage holomorphe invariant [CF|.

Automorphismes réguliers de C*

Les automorphismes réguliers ont été introduits et étudiés par Sibony [Sib|. Ce
sont des applications polynomiales qui généralisent les automorphismes de Hénon
(k = 2). Soient d et ¢ les degrés algébriques de f et f~'. Il existe des courants
positifs fermés T',, T de bidegré (1,1) sur P* et un entier 1 < p < k — 1 tels que :

T, =dT, , fT-=0T_ et d° =P,

La mesure p = T9 A TP est alors invariante et d’entropie h, = logdP. On sait de
plus qu’elle est mélangante [DS3| et que ses exposants sont non nuls [dT2|. Supposons
les distincts et notons les Ay < ... < A\pp1 < 0 < Ay, < ... < A;. Les formules de
Ledrappier-Young et Barreira-Pesin-Schmeling suggérent la formule suivante.

A-t-on §(x) =>"F 1"/\#1 - Zf:pﬂ l‘i\g_‘s pour p-presque tout © € PF 2

Une premiére étape consiste a identifier les conditionnelles de p sur les variétés
instables W; C ... C W,. Ces mesures devraient coincider avec T. A [W;] (voir
'article de Bedford-Lyubich-Smillie [BLS1| pour le cas k = 2). Il s’agit ensuite de
montrer que leur entropie est égale a log d’. Notons que ce probléme rejoint celui de
I'étude des conditionnelles de u = T pour les endomorphismes de P*.
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