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Td 3 : Produit scalaire

Algébre Semestre 4

Exercice 1

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz - on précisera ’espace préhilbertien (F; (.,.)) dans lequel on
travaille et les vecteurs de E concernés - établir les inégalités suivantes et en étudier les cas d’égalité :

1. V(x1, 22, .. xn) ER™, o1+ 32+ . + 20| < V(22 + 23+ ...+ 22)/?;

11 1
2. Y(z1,22, ., ) € (RL)", (21 + 22+ o + ) (— + — + oo + —) > n?;
T T9 T

n

3. Zf< \/m
4. VM € M,(R), (tr(M))? < n.tr(!M.M);

5. Pour toute fontion f continue et strictement positive sur [a,b], ot a < b € R

/f Ydz). /dyc (b—a)?.

Solution. On rappelle 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Soit (E, (, )) un espace euclidien. Alors
Vz,y € B, [z, y)| < |[=]|-|lyl].

1. Soit £ = R™ muni du produit scalaire usuel. On pose X = (z1,...,2,) et Y =(1,...,1). On a alors

=1
el = ()
Y]] = Zl )2 = v

En appliquant Cauchy-Schwarz au couple (X,Y’), on trouve :

Jun

n

|<XY|—|Z%|<|IXH 1Y]] = va()_ af)?.
=1

=1

-

On a égalité si et seulement si X =0 ou Y = AX, c’est-a-dire 1 = x2... = xy.

1 1
T

2. Soit £ = R™ muni du produit scalaire usuel. On pose X = (\/71,...,1/Tn) et ¥ = (—=

On a alors

:Z\/;cj.lxz
1X|1? = Z\F Z:v

n

IVIE=3 (=) =2,

=1




En appliquant Cauchy-Schwarz (au carré) au couple (X,Y), on trouve :
2 2 2 2 1
(X, V) =n"<||X|*IY|F=(z1+2z2+ ...+ 2p) (—+— + ... + —)
Tl T Tn

Les deux vecteurs X et Y étant non nul, on a égalité si et seulement si il existe A € R tel que X = \Y.
Or

X =AY = Vi, 3 = A

\/E@Vz', Ti= A

On a donc égalité si et seulement si 1 = x9 = ... = .

3. Soit E = R™ muni du produit scalaire usuel. On pose X = (v/1,...,y/n) et Y = (1,...,1). On a
alors

:iﬂ
- ”@>%=<w>tﬁ<nzl>%
Y1l = Zl )7 =

En appliquant Cauchy-Schwarz au couple (X,Y"), on trouve :

!<X,Y>\—Z\f<HXH Hyu—ff(““) /2L

Jun

Les deux vecteurs X et Y étant non nul, on a égalité si et seulement si il existe A € R tel que X = \Y
ce qui est possible que lorsque n = 1.

4. Soit E = ., (R) muni du produit scalaire usuel (A, B) = Tr(*A - B). Soit M € M, (R) et I, la
matrice identité. On a alors
{In, M) = Tr(M)
11all* = Te (1) =
[[M]]* = Te("M - )
En appliquant Cauchy-Schwarz (au carré) au couple (I, M), on trouve :
Te(M)? = [(Ln, M)[> < || L[> - ||M|* = n - Te("M - M).

On a éaglité si et seulement si il existe A € R tel que M = Al,.

5. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] muni du produit scalaire suivant

[ s

1
Soit f € E une fonction strictement positive sur E. Les fonctions /f et W sont bien définies et

continues sur [a, b]. On a alors

1 b 1
<ﬂ,ﬁ>— V@) f(x)dm—b—a

b
V2 = / f(2)de

/ e




En appliquant Cauchy-Schwarz (au carré) au couple (1/f, ), on trouve :

7
Wit = 0= < VAR e = ([ ) ([ hsa).

1
VF

On a égalité si et seulement si il existe A € R tel que /f = A—=, c’est-a-dire si et seulement si f est

une fonction constante.

Exercice 2

Soit u=(1,1,1,1) et v=(1—z,2 —y,y — z,2).
1. Montrer que (u,v) = 1.

2. En utilisant Cauchy-Schwarz, résoudre dans R?* I'équation : (1—2)2+ (z —y)? +(y—2)? +22 = =
Solution. 1. On a (u,v) = (1 —z)+(x —y)+(y—2)+ 2z = 1.

2. En appliquant Cauchy-Schwarz on obtient (u,v)? < [|u|? - ||v||? c’est-a-dire :

2

1§4-((1—x)2+(x—y)2+(y—z)2+22)<:>(1—x)2+(:v—y) +(y—2)

De plus on a égalité si et seulement si il existe A € R tel que v = Au, c’est-a-dire :

l—x=X\ 1 =4\
x =3/4

T—y=2A T =3\
= = qy=1/2

y—z=2A Yy =2\
z=1/4

z=A z=A

L’équation a donc une unique solution (x,y, z) = (3/4,1/2,1/4).

Exercice 3
Soient E = R? et a,b,c,d € R. Pour u = (,y) et v = (2,y’) on pose
o(u,v) = axz’ + byy' + cx'y + dxy’
A quelles conditions sur a, b, ¢, d, a-t-on ¢ un produit scalaire sur R??

Solution. La matrice de ¢ dans la base canonique est ( ) Pour que ¢ soit symétrique on doit

a ¢
d b
donc avoir ¢ = d. Pour que ¢ soit définie positive, on doit avoir

@((é),(é)):a>0 et ¢(<(1]),<(1))):b>0.

2
c c
o(u,u) = ax? + by? + 2cxy = a(x + 53/)2 +(b— E)y2 > 0.

On a donc

2

c
Pour que b soit définie positive, on doit avoir b — — > 0.
a

2
c

Réciproquement, si a,b > 0, ¢ = d et b— — > 0, le raisonnement ci-dessus montre que ¢ est symétrique
a

et définie positive. C’est donc un produit scalaire.
Exercice 4
Soit £ = R2.
1. Prouver que la forme bilinéaire b représentée dans la base canonique Z = (e1,e3) de

. 11 . .
par la matrice B = < 1 2> est un produit scalaire sur F.



2. En déduire que : V(z,y) € R?, |22 + 3y| < V5 - /22 + 22y + 292

Solution. 1. La forme b est symétrique puisque sa matrice représentative est symétrique. Soit u =
< v > €R% Ona
Y
x

b(u,u) = (z,y) - B - < y ) :x2+2y2+2xy:(:c+y)2+y220

et donc b est positive. De plus

z+y=0

b(u,u):0<:>(x+y)2+y2:0<:>{ .
y:

Ce systéme a une unique solution = y = 0 et donc b est définie positive.

2.Soitu:<1)etvz<x>.0na
1 y

bu,v) =x+2y+y+x=2x+3y
b(u,u) = ||ul[* =5
b(v,v) = ||v]||? = 2% + 2% + 2zy.

. 1 .
En appliquant Cauchy-Schwarz dans l'espace (E,b) aux vecteurs u = < 1 ) et v = ( ﬂ?j >, on obtient

donc pour tout (x,y) € R? :
[b(u, v)| < [[ull||v]] <= 2z + 3y| < VB/2? + 2y% + 2y

Exercice 5

Soit E = %1([0,1],R).

1. Prouver que l'application b de E? vers R définie par :

b(f,g) = f /f

est un produit scalaire sur F.

2. Définir la norme || - || issue de b.

3. Prouver que pour tout f de E : |f(0) + fol F(t)dt] < V2- \/f2(0) + fol(f’(t))th.
Solution. Soient f.g,h € €(]0,1],R) et A € R. On a

1
b(f + Ag.h) = (f + Ag)(0) - h(0) + / (f +Ag)'(t) - W' (t)dt
— £(0) - h(0) + Ag(0) /f W(E) + Mg (1) - W (1)t
1
= £(0) - h(0) + Ag(0) /f dt+/\/0 '(t) - W (t)dt

1
_f(o)-h(0)+/0 f’(t)-h’(t)dt+A<g(0)-h(o)+/0 g’(t)-h’(t)dt)
= b(f,h) + A\b(g, h).

De plus b est symétrique puis que

1
b(f.g) = f / £ — 9(0)- £(0) + /O ¢ () - f(t)dt = b(g, )



et donc b est bien une forme bilinéaire symétrique. Montrons que b est définie positive :
1
b(f, ) = f(0) +/ f(6)2dt > 0.
0

De plus, comme les deux termes sont positifs, b(f, f) = 0 si et seulement si f(0) =0 et fol f'(t)%dt = 0.
Comme f'(t)? > 0 pour tout t € [0,1] et f’ est continue sur [0, 1], I'intégral vaut 0 si et seulement si
f(t) = 0 pour tout t € [0,1]. Ainsi f est constante mais comme f(0) = 0, on obtient que f est la
fonction nulle.

2. Soit f € E. On a

1
1]l = \/f(0)2+ /0 f(t)2dt

3. Soit g € F la fonction définie par g(t) =t — 1. On a alors

1 1
b(f.9) = £(0) - 9(0) + / £1t) - g ()t = £(0) + / F(t)dt

1
b(g,9) = llglI* = 9(0)* + / g (t)2dt =2
0

En appliquant Cauchy-Schwarz & f, g on obtient

1 1
b, 9)| < llgll- 1F1] = [£(0) + /0 f’(t)dt|s¢§-\/f<o>2+ /0 f(t)2dt.



Exercice 6

On note E = [2(N;R) I'ensemble des suites réelles “de carré sommable” :

+oo
E={u=(u,) €RY| Zu% converge}.
n=0
1. Soient u et v deux suites de E et ng un entier naturel.

(a) Prouver que :
0 2 no no
2 2
( g ]unvno < g us - g vy
n=0 n=0 n=0

(b) En déduire que la série de terme général w,, - v, est absolument convergente, puis que F est
un espace vectoriel réel.
“+o0o
2. Prouver que I'application (., .) de E? dans R définie par : (u,v) = Z Uy, - Uy, est un produit scalaire

n=0

sur E. L'espace (E;(.,.)) est-il euclidien ?

3. Ecrire l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (Ej;(.,.)) en précisant ses cas d’égalité et définir la
norme euclidienne associée a (., .).

Exercice 7

Soit (E;(.,.)) un espace préhilbertien réel.

1. Soient u et v deux vecteurs non nuls de E. Justifier 'existence et 1'unicité de 6 € [0, 7] tel que :
(u,v) = cos().||ul|.]|v]|. On appelle € la mesure de I’angle géométrique des vecteurs u et v.

2. Une famille (uq,ug, ..., u,) de vecteurs de E est dite a angles obtus (ou obtusangle) si et seulement
si, pour tout ¢ # j on a (u;, u;) < 0. Justifier I'expression : "famille & angles obtus".

3. Soit (u1,us,...,up) une famille & angles obtus. Montrer que pour tout (ai,as,...,a,) € R” on a :

p p
H Z ’az‘qu < H ZQZUZH
1=1 i=1

4. Prouver que, dans un espace euclidien de dimension n, toute famille a angles obtus contient au
plus n 4 1 vecteurs.

[ Indication : Prouver que si (u1, ..., un42) était une famille & angles obtus, alors la famille (u1, ..., un41) serait libre.]

5. Dans E = R? muni du produit scalaire usuel, construire une famille de trois vecteurs unitaires a
angles obtus.

Exercice 8

Soit E' = R? muni du produit scalaire canonique (-, ). Soit f I'endomorphisme de E défini par

f: E — E 1 1
(™ 1) ou A= ( ‘/51 @) .
r= (:Eg) — A ' (ZE2> _ﬁ ﬁ

Montrer que pour tout u,v € E on a (Au, Av) = (u,v).



