Master 1 de Mathématiques 2017-2018
Distributions et analyse de Fourier Université Rennes 1 & ENS Rennes

Controle continu

Vendredi 20 avril 2018 - durée : 2 heures

Sokoskoskokokoskokokoskokokskokox

Les notes de cours personnelles sont autorisées.
Tous les autres documents (dont les notes des TD) sont interdits.
Le soin dans la rédaction et dans la justification des arguments sera pris en compte dans
la note.
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Pour d > 1 et © un ouvert de R?, D(Q) désigne I'ensemble des fonctions C* & support
compact sur et D’'(£2) l'espace des distributions sur €.

S(R?) Tespace de Schwartz des fonctions C*° a décroissance rapide sur R? et S'(R?)
'espace des distributions tempérées sur R?.

Pour f une fonction localement intégrable de {2 dans R, on définie 7y comme la distribution
définie par

(Ty.¢) = / f(@)p(x)de, D).

Questions de cours:

Etant donné deux distributions S et T, quand est il possible de définir leur produit de
convolution 7" * S dans D'(RY) ? Dans ce cas, rappeler la définition de celui-ci et donner
une condition pour que T x S € S'(R?).

Exercice 1 Pour chacune des fonctions f données ci-dessous, dire si elle définit un
élément de D(R) et de S(R), et si Ty est dans S'(R).

a. f(z)=e*"; b. f(z) =e*; c. f(z)=e* sine”.

Exercice 2
On définit T par : (T, ¢) = [ O1¢(x, 2)dz, ¢ € D(R?). (914 est la dérivé partielle de ¢
par rapport a la premiére variable).

1. Montrer que T est dans D'(R?).

2. Montrer que 7' # 0 et déterminer son support ?

3. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f localement intégrable sur R? telle que 7' = Ty.

Exercice 3 1. Dire pourquoi la fonction f : R — C définie par f(x) = € est une

distribution tempérée.

2. Soit € > 0, montrer que la transformée de Fourier de f.(z) = e**~<I*l est donnée par
. . 4 2e
fie) = [ et e rlag = ot
R e+ (1-¢)?

3. Montrer que la limite dans S'(R) de la distribution T} associée & f. est €4y pour une
constante C' a préciser.
4. En déduire la transformée de Fourier de f.



Exercice 4
Pour a € R et f localement intégrable sur R, on pose 7, f(z) = f(z —a). Pour T' € D'(R),
on définit la distribution 7,7 par

(raT,0) = (T, 7_ap) = (T, 0(- +a)), Ve eDR).

1. Soit a > 0 et x € D(R), montrer que la formule

b(x) = " x(z — na)

neL

définit une fonction dans C*°(R).

2. Montrer que si x > 0 sur R et x(z) > 0 pour x € [0,a] alors § > 0 sur R. En déduire
la construction de © € D(R) qui vérifie:

ZTna@(fL‘) =1, zekR

3. Soit T une distribution périodique de période a (c’est a dire 7,7 = T'). Montrer que

(T.¢) =Y (1,07 n¢). V¢ €DR)

nez

4. Soit T une distribution périodique de période a, montrer qu’il existe une constante
C > 0 et un entier & € N tels que

(T,)| <CY  sup  [0%(x+na)l, Y€ DR),

ne’ |a|<k, zeK

ou K est le support de ©.

5. Montrer que les distributions périodiques sont dans S'(R).



