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Le soin dans la rédaction et dans la justification des arguments sera pris en compte dans

la note.
***************

Pour d ≥ 1 et Ω un ouvert de Rd, D(Ω) désigne l’ensemble des fonctions C∞ à support
compact sur Ω et D′(Ω) l’espace des distributions sur Ω.
S(Rd) l’espace de Schwartz des fonctions C∞ à décroissance rapide sur Rd et S ′(Rd)
l’espace des distributions tempérées sur Rd.
Pour f une fonction localement intégrable de Ω dans R, on définie Tf comme la distribution
définie par

〈Tf , ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Questions de cours:
Etant donné deux distributions S et T , quand est il possible de définir leur produit de
convolution T ∗ S dans D′(Rd) ? Dans ce cas, rappeler la définition de celui-ci et donner
une condition pour que T ∗ S ∈ S ′(Rd).
Exercice 1 Pour chacune des fonctions f données ci-dessous, dire si elle définit un
élément de D(R) et de S(R), et si Tf est dans S ′(R).

a. f(x) = e−x
2 ; b. f(x) = ex

2 ; c. f(x) = e−x
2

sin ex
2 .

Exercice 2
On définit T par : 〈T, ϕ〉 =

∫
R ∂1ϕ(x, x3)dx, ϕ ∈ D(R2). (∂1ϕ est la dérivé partielle de ϕ

par rapport à la première variable).
1. Montrer que T est dans D′(R2).
2. Montrer que T 6≡ 0 et déterminer son support ?
3. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f localement intégrable sur R2 telle que T = Tf .

Exercice 3 1. Dire pourquoi la fonction f : R −→ C définie par f(x) = eix est une
distribution tempérée.
2. Soit ε > 0, montrer que la transformée de Fourier de fε(x) = eix−ε |x| est donnée par

f̂ε(ξ) =

∫
R
e−i x ξ eix−ε |x| dξ =

2ε

ε2 + (1− ξ)2
.

3. Montrer que la limite dans S ′(R) de la distribution Tf̂ε associée à f̂ε est Cδ1 pour une
constante C à préciser.
4. En déduire la transformée de Fourier de f .
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Exercice 4
Pour a ∈ R et f localement intégrable sur R, on pose τaf(x) = f(x−a). Pour T ∈ D′(R),
on définit la distribution τaT par

〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉 = 〈T, ϕ(·+ a)〉 , ∀ϕ ∈ D(R) .

1. Soit a > 0 et χ ∈ D(R), montrer que la formule

θ(x) =
∑
n∈Z

χ(x− na)

définit une fonction dans C∞(R).

2. Montrer que si χ ≥ 0 sur R et χ(x) > 0 pour x ∈ [0, a] alors θ > 0 sur R. En déduire
la construction de Θ ∈ D(R) qui vérifie:∑

n∈Z

τnaΘ(x) = 1, x ∈ R.

3. Soit T une distribution périodique de période a (c’est à dire τaT = T ). Montrer que

〈T, ϕ〉 =
∑
n∈Z

〈T,Θτ−naϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(R)

4. Soit T une distribution périodique de période a, montrer qu’il existe une constante
C > 0 et un entier k ∈ N tels que

|〈T, ϕ〉| ≤ C
∑
n∈Z

sup
|α|≤k, x∈K

|∂αϕ(x+ na)|, ∀ϕ ∈ D(R),

où K est le support de Θ.

5. Montrer que les distributions périodiques sont dans S ′(R).
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