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1 Rappels

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Espaces et sous-espaces vectoriels

Définition. (E,+,-) est un IR-espace vectoriel (e.v.) si (E,+) est un groupe commutatif, c’est-a-dire:
Yu,v e B, u+v=v+u.

o Vu,v,weE, u+@w+w)=(u+v)+w.

e 10g € E (“vecteur nul de E”),Yu € E, u+0g =u.

e VuecF, veE, u+v=0g.

et la multiplication par un scalaire, A -u € E pour A € R et u € F, vérifie:
e VueFE, 1l-u=u.
e VAER, Vu,ve E, A-(u+v)=X-u+X v
e VA puelR, Vue E, (A+p) - u=Axut+p-u e A (u-u)=Au)-u.

Exemple.
Vecteurs du plan, de l'espace, de IR"™, de fonctions, de polynémes...

Définition. F C E est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) si muni des mémes lois, (F,+,-) reste un IR-espace vectoriel,
ce qui s’avere vrai si et seulement si:

Op e F
et VAER, Vu,veF, A-u+vekF.
Exemple.
Droites, plans vectoriels...

Propriété. L’intersection de deux s.e.v. est un s.e.v.

Définition. e Somme de sous-espaces vectoriels.
Soit Fi,...,F, n s.ev. de E, leur somme Fy + ... 4+ F, est l’ensemble des vecteurs v € E pouvant s’écrire
V=U1+ ...+ Un, 00 u; € F; pouri=1,...,n. Ce sous-ensemble de E s’avére étre aussi un s.e.v. de E.

e Combinaison linéaire de vecteurs.
Soit H C E un sous-ensemble de vecteurs. Le vecteur v € E est une combinaison linéaire de vecteurs de H si

il peut s’écrire
n
v = E Qg - Ug,
i=1

oun €N, a; € R pouri=1,...,n etu; € H pouri=1,...,n.
A lusage le - est souvent omis et on écrit v = Zaiui.

e Sous-espace engendré.
H étant un sous-ensemble quelconque de vecteurs, l’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de H
s’avére étre un s.e.v. de E, noté < H > et appelé sous-espace engendré par H.

Propriété.
Si Fr, Ea,...,E, sontn s.ev. de E, alors E1+ ...+ E, =< E1U...UE, >.

Définition. e Somme directe de s.e.v.
Soit Fi,...,F, n s.ev. de E. Si pour tout v € Fi + ...+ F,, il existe un unique n-uplet (u1,...,u,) €
Fi X ... X F, (et non seulement au moins un, comme dans la définition ci-dessus de la somme simple) tel que
v=ui+ ...+ up, on dit que F1,..., F, sont en somme directe, ce qui se précise en remplacant Fy + ...+ F,
par Fi1 ® ... F,.
e Sous-espaces supplémentaires.

SiFy®...® F, =F alors Fi, .., F, sont des s.e.v. supplémentaires de E.

Propriété. Casn = 2.
Deuz s.e.v. Fi et Fy sont en somme directe si et seulement si F1 N Fy = {0g}.
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1.2 Bases d’un espace vectoriel en dimension finie

Définition. Dimension finie.
Un e.v. E est dit de dimension finie s’il peut étre engendré par un nombre fini de vecteurs, soit E =< H > pour H

fini. Il est alors plus pratique de décrire ces ensembles H par des familles (finies) (u1,...,un).
Définition. e Le s.e.v. engendré par une famille (u1,...,un) est l’ensemble des vecteurs v € E pouvant s’écrire
V=01Ul + ...+ Qpln, 00 Q1,...,an € R. Il s%écrit < ui,...,un > et correspond a < {u1,... 7un} > avec la

définition de < H > ci-dessus.

e On dit aussi que la famille est génératrice d’un s.e.v. F quand F est son s.e.v. engendré, et simplement
génératrice quand elle engendre tout l'e.v. E.

o Une famille (u1,...,un) est dite libre si, (au,...,a,) étant un n-uplet de réels,
oaur +...+aun =0 —= a1 =...=a, =0.
e Une famille de vecteurs libre et génératrice est une base.

Propriété. Coordonnées d’un vecteur dans une base.

Soit (u1,...,un) une base de E. Pour tout v € E, il existe un unique n-uplet de réels (aa,...,an) tel que v =
a1l + ...+ antn. Ces (ai1,...,an) sont les coordonnées de v dans la base (u1,...,un).

Proposition. Dimension d’un e.v. Soit E un e.v. de dimension finie.

e E admet des bases et elles ont toutes le méme cardinal n, qui est appelé la dimension de E: n =dim E.

Une famille libre de E est alors constituée au plus de n vecteurs.

o Une famille génératrice de E est constituée au moins de n vecteurs.

Une famille de n vecteurs de E est une base de E si et seulement si elle est libre ou elle est génératrice de E.
Tout le langage défini ici pour un e.v. E s’applique aussi & un s.e.v. puisqu’un s.e.v. est lui-méme un e.v.

Propriété. Soit E un e.v. de dimension finie.
e Si F est un s.e.v. de E alors dim F < dim F.
e Si I estun s.e.v. de E et dim F' =dim F alors E = F.
o Si Ei et E> sont des s.e.v. de E, alors dim(E; + E2) = dim E; + dim Es — dim(E1 N E»).

Définition. Rang d’une famille de vecteurs.

Le rang d’une famille (u1,...,un) est la dimension du sous-espace F =< u1,...,un > qu’elle engendre. On peut cal-
culer ce rang en éliminant des vecteurs de cette famille jusqu’a ce qu’elle soit libre. En effet, siun €< u1,...,Un—1 >,
alors F =< uy,...,un >=< U1,...,Un_1 >, €l si (u1,...,uyn) est libre, alors son rang est n.

1.3 Applications linéaires

1.3.1 Définitions - Propriétés

Définition. e Application linéaire de E dans F.
Soit E et F deux e.v. Une application f de E dans F' est dite linéaire si elle vérifie
Vu,v € E, flu+v) = f(u)+ f(v)
et VAER, Yue E, [f(Au)=Af(u).

En pratique, on peut vérifier ces deux propriétés simultanément en vérifiant que VA € R, Vu,v € E, f(Au+v) =
Af(u) + f(v).

e L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).

o SifeL(E,E), on dit que f est un endomorphisme de E.

Exemple.

Homothéties de rapport p € R: f(u) = pu.
Projecteurs: Si E = F @ G, alors la projection p sur F' parallelement & G est 'endomorphisme de F qui a tout
vecteur v € E associe p(v) = u1, ot u1 est déterminé ainsi: Comme la somme est directe, v s’écrit de maniére unique
v=wuy +uz ouu €Fetus €.

Propriété. o Sif,ge L(E,F) alors f+g € L(E,F).

o SifeL(E,F)etge L(F,G) alors gof € L(E,G).

o Si f€ L(E,F) et f bijective alors f~' € L(F, E).

o SifeL(E,F)etAs.ewn deE alors f(A)={veF; Juec A, f(u)=v} est un s.e.v. de F.

o Sifc L(E,F) etBsev deF alors f7*(B)={u€ E; Jvec B, f(u) =v} est un s.e.v. de E.
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1.3.2 Noyaux et Images
Définition. Noyau et image d’une application linéaire f € L(E, F).

o Le noyau ker f est le s.e.v. (voir propriété ci-dessus) f~'({0r}), c’est-a-dire u € ker f < f(u) = Op.
e L%mage Imf est le s.e.v. f(FE).

Proposition. Pour f € L(E,F), (f injective) <= (ker f = {0g}).
Cas de la dimension finie

Propriété. Soit E et F deuz e.v. de dimension finie. Pour f € L(E,F), on a
e dim(ker f) 4+ dim(Imf) = dim E (mais en général, on n’a pas ker f ® Imf = E).
La dimension dim(Imf) est aussi appelée rang de Uapplication et notée rgf = dim(Imf).
e SidimE =dim F alors (f bijective) <= (ker f = {0g}).

e Sie est une base de E, f est entierement définie par les images des vecteurs de e par f.
En effet soit e = (u1,...,un), v € E et (a1,...,an) les coordonnées de v dans e,

f) = flaaur + ... + anun) = a1 f(ur) + ... + anf(un).
Donc f(v) est bien déterminé par les f(ui),..., f(un).

1.4 Matrices et déterminants

1.4.1 Définitions et propriétés des matrices complexes

Définition. e Une matrice compleze (réelle) d’ordre (n,p) est une famille de nombres complezes (réels) indicée
sous la forme M = (mi;) | <; <, - Une présentation conventionnelle de M est la suivante :
1<j<p
mi1 miz - Map
ma1 M2z - Mzp
M =
Mmn1 mMn2 e Mnp

e L’ensemble des matrices complezes (réelles) d’ordre (n, p) est un espace vectoriel noté My, ,(C) (resp. My p(IR)).
Exemple.

Donner des exemples de matrices (2,3), (1,5) et (6, 1), puis déterminer des exemples de matrices extraites pour
chacune de ces matrices.

Définition. e Une matrice complexe d’ordre (n,n) est appelée matrice carrée d’ordre n.
e L’ensemble des matrices complezes (réelles) carrée d’ordre n est appelé My (C) (resp. M, (IR)).

o Soit M = (msj) 4 <i<n € M p(C). On appelle matrice extraite de M une matrice N contenant cer-
1<j<p
taines lignes et certaines colonnes de M, c’est-a-dire qu’il existe I C {1,---,n} et J C {1,---,p} tels que
= (Mij)ier,jes-

e Soit M= (mij) 1<;<n € Mnp(C). On appelle transposée de M la matrice notée "M d’ordre (p,n) telle
1<j<p
quetM:(m/ij) 1<i<p avecm;j:mﬁ pour1<i<petl<j<n,

1<j<n
mii Mmiz e Mip mii Mmiz . Min
M21 Moz -+ My . M21 M2z -+ Map

M = = ‘M=

Mmn1 mMn2 0 Mg mp1 mp2 o Mpn

Exemple.
Transposer les exemples de matrices précédentes.

Définition. Soit une matrice carrée M = (mij)1<ij<n € Mn(C).

e On dit que M est matrice symétrique lorsque "M = M.
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e On dit que M est une matrice diagonale lorsque m;; =0 dés que i # j.
e On dit que M est une matrice triangulaire supérieure ( resp. inférieure) lorsque ms;; = 0 pour i < j (resp.
Jj<i).
e La trace de la matrice M est la somme des termes diagonauz, soit Trace(M) = mi1 + - + Mnn.
Exemple.

Donner des exemples de matrices symétriques, diagonales et triangulaires supérieures, et calculer leurs traces.

Définition. On définit les opérations algébriques suivantes sur les matrices :
o Multiplication par une constante : pour A = (ai;) € Mnp(C) et A € €, alors A = (A.aij) € Mnp(C).
o Addition : pour A = (ai;) et B = (bij) deuz matrices de My »(C), on définit A+ B = (ai; + bi;), matrice de

Mo p(C).
P
o Multiplication : pour A = (ai;) € My p(C) et B = (bij) € My ,(C), on définit A.B = (Z aikbk]) , matrice
k=1
de My o(C).
Exemple.

Donner deux exemples de matrices d’ordre (2,3), puis d’ordre (2,2) et enfin d’ordre (3,1) et effectuer leurs
additions et multiplications lorsque cela est possible.

Remarque.
Attention, méme si les matrices A et B sont carrées, on n’a pas en général, A.B = B.A.

Propriété. e Pour A,B,C € My ,(C), alors A+ B=B+AetA+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C.
o Pour A€ My ,(C), B € Mpq(C) et C € Mg (C), alors AB.C =(A.B).C = A.(B.C).
e Ona'(A+B)="'A+"'B et ‘(A.B) ="'B.'A.

Cas des matrices carrées

Définition. e On appelle matrice identité d’ordre n la matrice diagonale I, telle que :
10 --- 0
o1 --- 0
In - .
0 0 1

e Soit M € My,(C). S’il existe une matrice N telle que M.N = N.M = I,, on dit que M est inversible et

N = M™! est sa matrice inverse.
0 -1 2
e (7 2)

Propriété. Si A € M, (C) et B € M,(C) sont inversibles alors A.B et B.A sont inversibles et (A.B)™* = B™1.A71.

Exemple.

o N

. . . . Lo 1 2
Déterminer, si elles existent, les matrices inverses de A = ( 11 ), B = (

1.4.2 Matrices complexes et applications linéaires

Définition. Soitu € L(E,F), ou E et F sont deuz e.v. de dimensions finies et de bases respectives e = (e1, .., ep) et
f=(f1,-, fn). On appelle matrice de u dans les bases (e, f) la matrice Mat(u, e, f) = (ms;) telle que u(e;) = Z mij fi
i=1

pour tout j € {1,2,..,p}, ce que lon peut encore noter :

u(e1) ule2) --- u(ep)
mii Mmiz .- Mip f
Mat(u,e, f) = ma1 M2z - My f2

Mni1 Mn2 e Mnp f'n
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Attention! La matrice de u dépend des bases choisies.
Exercice.

Soit E = IR3[X] 'ensemble (espace vectoriel) des polynomes réels de degré inférieur ou égal & 3. Soit u Papplication
qui a un polynéme P de E associe P’ (dérivé de P). Montrer que u € L(IR3[X],R2[X]). Déterminer Mat(u,e, f),
otte = (1,X,X% X% et f = (1, X, X?), bases canoniques.

Conséquence.

Soit = un vecteur de E. On associe un vecteur colonne X composé des coordonnées de x dans e et y = u(z) a
pour vecteur colonne Y (coordonnées dans f) tel que Y = A.X.

Exercice.

Soit u € L(IR?) tel que u(e1) = 2.e1 — 6.ea et u(er) = —e1 — 3.e2. Calculer I'image par u du vecteur (1,1).
Retrouver le méme résultat matriciellement.

Propriété. Soitu € L(E,F) etv € L(F,G), ot E,F et G sont des e.v. de dimensions finies et de bases respectives
e, f etg. Alors Mat(vou,e,g) = Mat(v, f,g).Mat(u,e, f).

Définition. Le rang de A, matrice d’ordre (n,p) est le rang de u € L(E, F) (c’est-a-dire la dimension de image de
u) tel que A = Mat(u,e, f).

Proposition. Soit e = (e1,..,ep) et € = (€],..,¢€},) deuz bases d’un e.v. E. Alors il existe une matrice d’ordre p
P
inversible P = (pij)1<i,j<p telle que € = Zpijei pour tout i € {1,2,..,p}. P est la matrice de passage de e dans €',

=1
que l’on peut encore noter

! ! /

el e - €
P11 pi2 . Pip e1
P = P21 P22 P2p €2
Pnl Pn2 °° Dnp €p

Conséquence.

Soit x un vecteur de E, de vecteur colonne X dans e et de vecteur colonne X’ dans e¢’. Alors X = P.X’ soit
encore X' = P~ 1.X.

Conséquence.
Soit u € L(E) et A= Mat(u,e,e), B= Mat(u,e’,e'). Alors B= P~ ' A.P.
Exercice.

Soit E = IR2. Soit e = (e1, e2) base canonique de E et soit f = (f1, f2), avec fi = e1 + ez et fa = e1 — ea.
1. Montrer que f est une base de E et donner la matrice de passage P de e dans f.

2. Soit = un vecteur de coordonnées (2, —3) dans e. Déterminer ses coordonnées dans f.

3. Soit u € L(F) tel que u(e1) = —e1 + 3.e2 et u(ez) = 3.e1 — ea. Déterminer Mat(u,e).

4. Déterminer Mat(u, f).

1.4.3 Déterminant d’une matrice carrée

Définition. Le déterminant d’une matrice carrée est une somme de différents produits de coefficients de la matrice.

Exemple.
Calcul du déterminant d’une matrice (2,2) : A = ( Z ccl )

Propriété. Soit A, B deur matrices carrées d’ordre m.
o det(*M) = det(M) et det(AM) = A" det(M).
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e det(A.B) = det(A).det(B) = det(B.A).

e On ne change rien au déterminant d’une matrice si on rajoute a une ligne (colonne) une combinaison linéaire
des autres lignes (colonnes).

Attention! En général, on n’a pas det(A + B) = det(A) + det(B).

Exemple.

Caleul de det(A), det(B), det(—2.4), det(A+B), det(A.B) et det(B.A) pour A — < i ‘(1) )etB: ( 7:11) 7; )

Définition. On appelle cofacteur de la ligne i et de la colonne j, Aij, d’une matrice carrée M = (mij)i<ij<n est
(=) det(MCD) ot MU est la matrice extraite de M & laquelle on a retiré la ligne i et la colonne j.

Proposition. Le déterminant d’une matrice M = (mi;)1<ij<n est la somme des produits 2 a 2 des éléments d’une
rangée par les cofacteurs correspondants (et ce pour n’importe quelle rangée). Ainsi, avec les notations précédentes :

n n
det(M) = Zmioj.Ain = Z mij,-Dij, pour nimporte quel ligne ig ou colonne jo.
j=1 i=1

Conséquence.

Calcul du déterminant de n’importe quelle matrice par itération de 'utilisation du développement suivant une
rangée, jusqu’a arriver a des déterminants d’ordre 2.

Exemple.
2 -1 5
Calcul de det(A) ou A = 4 0 2
-3 -1 2
Conséquence.
. My M, . . ,
e Soit A = 0 M. ) Oou My, M2 et M3 sont des matrices carrées. Alors det(A) = det(M;) det(Ms).
3

e Soit A matrice diagonale ayant sur sa diagonale les complexes A1, Az, .., An. Alors det(A) = A1 A2... An.

1.4.4 Applications

Déterminant de n vecteurs:

Définition. Le déterminant de n vecteurs (z1,---,xrn) dans une base e = (e1,- -+, en) d’un espace vectoriel E tel que
dim F = n est le déterminant de la matrice des coordonnées des vecteurs dans la base e, soit :

£ X .- I
B ST e1

2 2 2
det(z1, -, an) = P 2P 2P ez
M 2l z{ €n

Propriété. On considére un espace vectoriel E tel que dim E = n.

e Le déterminant de n vecteurs de E dépend de la base de E choisie, mais s’il est non nul dans une base de E,
il est non nul dans n’importe quelle autre base de E.

e Ona (e1, - -,en) base de E <= det(e1,---,en) #0.
Exemple.

Soit E = IR3 et e = (61762,63) base de E. Soit f = (f17f27f3), avec f1 = e +e2+e3 et f2 = e —e2 et
f3 = ea — es. La famille f est-elle une base de E ?

Déterminant d’un endomorphisme:
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Définition. Le déterminant d’un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, est le déterminant de
Mat(u,e), ou e est une base quelconque de E.
Propriété. e Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de la base choiste.

e Siu€ L(E,F)u€ L(F,G) avec E, F et G des espaces vectoriels de méme dimension finie, alors
det(v ou) = det(u o v) = det(u). det(v).

Proposition. e Le rang d’un endomorphisme u, c’est-a-dire la dimension de son image, est également [’ordre
de la plus grande matrice extraite de Mat(u,e) dont le déterminant est non nul (e base quelconque). C’est
aussi le rang de la matrice Mat(u,e).

o Sidet(Mat(u,e)) # 0 alors Ker(u) = {0}, sinon dim(Ker(u)) > 1.

Exemple.
2 -1 5
Déterminer le rang de la matrice A = 4 0 2
8§ —2 12

Inverse d’une matrice:

Définition. On appelle comatrice de la matrice carrée M d’ordre n, la matrice carrée Com(M) d’ordre n telle que
Com(M) = (Aij)i<ij<n, les Aij étant les cofacteurs de la matrice M.

Proposition. Soit A matrice carrée d’ordre n. Alors A.' Com(A) = det(A).L,.

Cas particulier.

Si det(A) # 0, alors A est inversible et A~" = L ‘Com(A).
e

det(A)
Exemple.
2 -1 5
Calculer I'inverse de la matrice A = | 4 0 2 |, apres avoir vérifier que A est bien inversible.
5 -1 7

1.5 Diagonalisation de matrices carrées
1.5.1 Vecteurs et valeurs propres réelles

Définition. Soit E un espace vectoriel. On considére u € L(FE), endomorphisme sur E.

e On dit que A € IR est une valeur propre réelle de u s’il existe un vecteur v € E \ {0} appelé vecteur propre
associé a A tel que u(v) = A.w.

e On appelle spectre des valeurs propres de u l'ensemble de IR constitué par les valeurs propres de w (qui peut
aussi étre 0).

Exemple.
Soit E un espace vectoriel et soit u tel que Vo € E, u(x) = —3z. Déterminer les valeurs et vecteurs propres.

Propriété. Soit E un espace vectoriel et u € L(E). Si X est une valeur propre de u, alors il eziste un sous-espace
vectoriel Ex appelé sous-espace propres associé a A, tel que Vx € Ex, u(z) = A.x.

Exercice.

Soit £ un espace vectoriel et soit E1 et Eo deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = Ey1+ E» et EqE> = {0}.
Soit u l'application tel que Va € E1, u(z) = z et Vo € Es, u(x) = 0. Déterminer les valeurs et sous-espaces propres
de u.

Définition. Soit E un espace vectoriel et w € L(E). On dit que u est un endomorphisme diagonalisable lorsqu’il
existe une base de E constituée de vecteurs propres de u.

Propriété. Soit u € L(E) ou E est un espace vectoriel. Soit Id € L(FE), application identité telle que Yz € E,
Id(z) = x. Alors le sous-espace vectoriel propre associé & une valeur propre A de u est Ex = ker(A.Id — u).
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1.5.2 Cas de la dimension finie et polynéme caractéristique

Définition. Une valeur propre A € R et un vecteur propre X € R™ \ {0} d’une matrice M € M, (IR) vérifient
l’équation matricielle M.X = A.X.

Exemple.

. . 2 -3
Déterminer les valeurs et sous-espaces propres de M = ( 4 6 )

Propriété. Soit u € L(E) ot E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit M la matrice de u dans une base
quelconque de E. Alors les vecteurs et valeurs propres de M sont les mémes que ceux de u.

Définition. On appelle polynéme caractéristique de
1. u € L(E) ot E est un espace vectoriel de dimension n, le polynéme x.(x) = det(u — z.Id), ot z € R.

2. d’une matrice M € My (R), le polynéme xn(z) = det(M — z.1,,), ot z € R.

Exemple.

Déterminer le polynéme caractéristique de M = ( _i _2 )

Propriété. Siu € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension n de base quelconque e = (e1,---,en), et si
M = Mat(u,e), alors xu(xz) = xm(x) pour tout z € R.

Propriété. \ est une valeur propre de u € L(E) ot E est un espace vectoriel de dimension n (respectivement de
M € M, (IR)) si et seulement si le polynéme caractéristique de u (respectivement de M) s’annule en X.

Exemple.
‘s iz 2 -3
Vérifier la propriété pour M = 4 6 |
Propriété. Si M € M, (IR), alors le polynéme caractéristique xn () est un polynéme de degré m, de coefficients
(=)™ pour le degré n, (—1)" " .Tr(M) pour le degré n — 1 et det(M) pour le degré 0.
Exemple.
1 0 -3
Vérifier la propriété pour M = | -2 1 6 |.
-3 -2 1
Conséquence.

Le polynoéme caractéristique xas(z) admet au moins une racine et au plus n dans € = M admet au plus n
valeurs propres dans IR.

Propriété. e Si Ae M,(IR) alors xa = Xta-
e Soit u € L(F) ou E est un espace vectoriel de dimension n, et soit e et f deur bases de E. On note A =
Mat(u,e) et B= Mat(u, f). Alors xa = xB-
1.5.3 Diagonalisation en dimension finie
Propriété. Soit u € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Alors (u diagonalisable) < (Il
existe e base de E telle que Mat(u,e) soit une matrice diagonale) <= (Il existe P € My (IR) inversible telle que
P7'.M.P = D avec D une matrice diagonale)
P
Propriété. On suppose que x. est scindé dans IR, soit xu(\) = H()\ - /\i)m</\i>, les \; étant les p valeurs propres
i=1
réelles de u et les m(\;) leur multiplicité. Alors 1 < dim(E»,) < m(X;).

Théoréme. Soit u € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Alors:
(u diagonalisable) <= (E = Ex, ® Ex, ®..® Ex,,, les i étant les p valeurs propres réelles de u) <= (xu est scindé
dans IR et dim Ex, = m(\;)).

Cas particulier.
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Si A € M, (IR) admet n valeurs propres distinctes alors A est diagonalisable.

Technique de diagonalisation d’une matrice carrée :

Soit A une matrice d’ordre n a diagonaliser.
1. On calcule x4 et on détermine les racines réelles A\; de xa: ce sont les valeurs propres de A.
2. S’ily anracines \; distinctes, alors A est diagonalisable. On détermine une base de vecteurs propres (v1, - -, Ur)
en résolvant les n équations (A — A\;.I,)X; = 0.

3. Sinon, pour chaque racine multiple A;, on détermine la dimension du sous-espace vectoriel propre E); associé
a cette racine : cette dimension est n — rg(A — A;.I,). Si pour toute racine multiple cette dimension est égale
a la multiplicité, alors A est diagonalisable (sinon, elle ne I’est pas). Pour chaque racine multiple \;, une base
de vecteurs propres de Ej; se trouve en résolvant (A — \;.1,,) X = 0.

4. Si A est diagonalisable, si v = (v1,---,v,) est la base de vecteurs propres associés aux valeurs propres
(A1, -+, Ap), alors D = P~ AP, ou encore A= P.D.P~! avec P et D les matrices suivantes :

Vi vy - Un
A0 0
Vi1 vz - Uln €1 0 X - O
P = V21 V22 ot V2n €2 et D= 3
0 O Ap
Uni Un2 e Unn €p
Exemple.
-2 1 1
Diagonaliser la matrice M = 1 -2 1
1 1 -2
1.5.4 Applications de la diagonalisation
Puissances de matrices
Définition. On appelle puissance n-éme d’une matrice carrée M, le produit M"™ = M x M x --- x M, n fois.

Propriété. Si u € L(FE) ot E est un espace vectoriel de dimension finie de base e, et M = Mat(u,e) alors
M"™ = Mat(uowuo---ou,e), ou l'endomorphisme u est composé n fois.

Conséquence.

Si M est une matrice diagonalisable, alors M™ = P.D™.P~1 oli D est la matrice diagonale composée des valeurs
propres de M, P la matrice de passage dans la base des vecteurs propres et ainsi,

AP0 - 0
0 Ay -+ 0
D" =
0 0 - A
Exemple.
1 2 0
Calculer M™ pour M = 0 2 0
-2 -2 -1
Résolution de systémes linéaires
1. Systemes homogenes
anr1 + awxz + .. + aprpy =0
Soit le systeme Sp : a2l_$1 + a22.x2 + - + ‘121?4% =0
an1T1  + ap2z2 + ..+ anpxp =0

C’est un systeme de n équations et p inconnues. On a:
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Sy = A.X = 0 avec A = (as;) matrice d’ordre (n,p).
X vecteur colonne des x;.

L’ensemble solution de Sp est donc un sous-espace vectoriel So = {X, A.X = 0}. Si u application linéaire de
IR? dans IR™ de matrice A dans une base quelconque, alors Sy = ker(u) = dimSy = p — rg(A) et rg(A) =r
est déterminé par 'ordre d’une plus grande matrice carrée A, extraite de A de déterminant non nul.

Les équations et variables utilisées dans A, sont appelées principales (les autres sont appelées non-principales
et Sp s’exprime en écrivant les r variables principales en fonction des p — r variables non-principales.

2. Systémes avec second membre
a1r1 + aper2 + - 4+ apry, =b
Soit le systeme S : a21.x1 + a22,x2 + + a%?xp :.b2
An1T1 +  an2x2 + te + AnpTp = bn
C’est un systeme de n équations et p inconnues. On a:
A = (ai;) matrice d’ordre (n,p).
S <= A.X = B avec X vecteur colonne des x;.
B vecteur colonne des b;
(a) Sin =p et det(A) # 0: Systeme de Cramer.
Le systéme S admet une unique solution S = Xo, ott Xo = A~1.B est un vecteur de IR”.
(b) Sirg(A) =r < p alors ou § =), ou § s’écrit & l'aide des p — r variables non-principales.
Exemple.
r +y = 0 .
Résoudre les systemes (S1): < —z + y = 3, (S2) Tty +z2=0 et
-z + y + z =3
z + y = -2
r +y + 2z = 0
(S3):¢—2x + y + z = 3.
T +y — z = =2

Résolution de systémes homogeénes de suites numériques récurrentes linéaires

1.

Systemes homogenes

Un+1 = Q11Un + @120 + -+ +  Q1p2a

Un4+1 =  Q21Un  + G22Un + -+ a2pZn
Soit le systéme (Sg) :

Zn+4+1 = Ap1Un + Ap2Un + e + AppZn

C’est un systeme de p équations et p inconnues. On a:

A = (a;;) matrice d’ordre (p,p).
t

(Su) <= Equation matricielle X,11 = A.X, avec { X =ty 0my - 20).

Proposition. L’ensemble solution de (Su) est un sous-espace vectoriel H = {A™.Xo, Xo € RP} de dimension
D.

Conséquence.

Si A est diagonalisable (ou si l’on sait calculer A™), alors on connait les expressions de un, Un,..., zn en fonction
de n et de ug, vo et zo.

Exemple.

Déterminer I'expression générale des suites (un)new et (Vn)nemw définies par :

Un+1 3un + v
ot " " avec ug =1, vo = 0.
Un+1 = _2un — Un

Cas des suites récurrentes linéaires

On suppose que (uy) est une suite réelle suivant I’équation de récurrence un4p + aGp—1Untp—1+- -+ ao.un =0,
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ou (ao,---,ap—1) € RP, et avec (uo, -, up—1) € RP. On peut alors écrire que (un) vérifie le systéme de suites
récurrentes suivant :

Un+p = —Qp—-1Un+4p—1 - Ap—-2Un+p—2 - et - A1Un+1 - aoUn
Untp—1 = Un4p—1 + 0 + -+ 0 + 0
Un+1 = 0 + 0 + e + Un+1 + 0

Ce systeme peut encore s’écrire, pour tout n € IN :

Un+4p—1 —ap—1 —Qp—2 *+ —a1 —ao
Untp—2 1 0 o0 0
Xnt1 = AX, avec X, = . et A=
Unp 0 0 .- 1 0

On peut montrer que A est une matrice diagonalisable dans €, dont le polynome caractéristique est 1’équation
caractéristique associée a la suite (u,) : on retrouve les résultats déja obtenus.

Exemple.

En utilisant la résolution d’un systéme matriciel, déterminer I’expression générale de la suite (un)new telle que
4 Upt+2 = DUPR+1 — Un avec up = 0 et ug = 1.



Licence M.A.S.S. deuxiéme année: Algebre S4 14
2 Produits scalaires et applications

On s’intéresse ici a certaines propriétés pouvant étre vérifiées par des espaces vectoriels. En particulier on
revoit de maniere algébrique la notion d’orthogonalité. Dans toute la suite, on supposera que les espaces
vectoriels sont des IR-e.v. c¢’est-a-dire des espaces vectoriels pour lesquels les scalaires sont des réels (et non
des complexes par exemple).

2.1 Le cas de IR"

Ici on suppose que E = IR". C’est un IR-e.v. de dimension n dont on connait une base canonique: e =
(e1,+-+,en) avec e = (1,0,---,1), e = (0,1,0,---,1), ..., e, = (0,0,---,0,1) (Attention! ce ne sont pas
des coordonnées mais les valeurs des m-uplets qui ne dépendent d’aucune base; ces n-uplets correspondent
cependant aux coordonnées dans le cas de la base canonique de IR"). On peut alors définir entre deux
vecteurs © = (21, -+, Zn) et ¥y = (Y1, -, Yn) ce que l'on appelle le produit scalaire “canonique” sur IR"™:

n
<TY >i= Zl’j Yj = T1Y1 + Tay2 + -+ TnYn.
j=1
On peut vérifier sur des exemples dans IR? que:

e Si z et y sont deux vecteurs orthogonaux (au sens géométrique du terme) alors < z,y >= 0 et
réciproquement;

e La norme habituelle d’un vecteur x est /< z,z >;

e Pour deux vecteurs, < x,y >= /< z,x >+/< Y,y > cos(f) ol 0 est 'angle (pas forcément orienté)
entre les deux vecteurs;

e Pour deux vecteurs x et y, si y= est le projeté orthogonal de y sur z, alors < z,y > est l'aire (algébrique)
du parallélogramme défini par y, y~ et y +y~ etona | <z,y > | =<z, >/< yt,yt >

Ces liens entre produit scalaire canonique et géométrie se généralisent sur IR"™. Mais on peut aussi généraliser
la notion de produit scalaire sur IR" et sur d’autres IR-e.v. ce qui permettra de définir un outil trés puissant
avec de nombreuses conséquences.

2.2 Produit scalaire

Définition. Soit E un espace vectoriel. On dit que Uapplication telle que V(x,y) € E? —< xz,y >€ R est
un produit scalaire si:

1. Y(x,y1,12) € B3, Y(A1,A2) € B2, <2, A\1.y1 + Aoty >= A < 2,91 > +Ao < T,92 >;
2. V(z,y) € B?, < a2,y >=<vy,1 >;

3. Vrelk, <x,x>>0;

4. Ve e E, <zr,x>=0<= x=0.

Lorsque l'on peut définir un produit scalaire sur E, on dit que (E,< .,. >) est un espace préhilbertien.
Lorsque E est de dimension finie, alors on dira que (E,< .,.>) est un espace euclidien.

Exemple.

e sur R": pourx = (21, -+, 2,) ety = (Y1, - -, Yn) deux vecteurs de IR", le produit scalaire canonique est
n n

<z,Yy >= ij y; , ou un autre produit scalaire: < z,y >= ij rjy; avecp; >0pouri=1,---,n
j=1 j=1
(& vérifier!).

o sur (% := {(up)nen € RN, 3% W2 < 00}, on peut définir le produit scalaire < u,v >:= 3" uy vy

pour u = (Un)neN € €2 et v = (V) new € £? (justification un peu plus bas...).
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e sur C%([a,b]), ensemble des fonctions réelles continues sur [a,b], on peut définir le produit scalaire
< f,g>= f; f(x) g(x)dx pour f, g € C°([a,b]) (montrer que c’est bien un produit scalaire!).

o sur C%™([—m, 7]), ensemble des fonctions réelles continues sur [—, 7], on peut définir le produit scalaire
< fog>i= = [T f(@) g(a)do pour £, g € COP ([, ).

Théoréme (Théoréme de Cauchy-Schwartz). Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien. Alors :

L. V(z,y) € B, | <my>|<<z,0>/< Y,y >;

2.¥(z,y) € E% (| <zyy>|=<z,0 >/<y,y>) < (x ety sont liés).

P?”OOf. Soit (z,y) € E2. Pour X € IR, par définition du produit scalaire, < = 4+ Ay, 4+ Ay >> 0. Mais < = + Ay, = + Ay >=<
T,z > +2X < z,y > +A% < y,y >., polynéme du second degré en X. Pour qu’un tel polynéme soit positif quelque soient z et y,
il faut que son discriminant soit négatif ou nul. Ce qui revient & écrire que 4 < z,y >2 —4 < z,2 >< y,y >< 0, d’ol I'inégalité
de Cauchy-Schwartz.

Pour montrer le point 2., on reprend le développement précédent qui conduit & écrire que < = + Ay, z + Ay >= 0. D’apres la
propriété 4. du produit scalaire, cela induit que z + Ay = 0, donc = et y sont liés. O

Conséquence.

Soit (E, < .,. >) un espace préhilbertien. AlorsV(z,y) € E?, /< a ty, 2 +y > < /< 1,2 >+/< y,y >
et 'l y a égalité alors x et y sont liés.

Proof. Soit (z,y) € E2. Ona<z+y,z+y>=<z,z>+2 < z,y > + < y,y >, donc d’apres 'Inégalité de Cauchy-Schwartz,
<z+yrty><<zr>+2/< 2,2 >5< Y,y >+ <y,y >< (V< T, >++/< 4,y >)2. En prenant la racine de cette inégalité
(ceci est possible car tout est positif), on obtient bien I'inégalité triangulaire voulue. De plus, s’il y a égalité, cela signifie qu’il
y a égalité dans 'Inégalité de Cauchy-Schwartz, donc x et y sont liés. |

Définition. Si (E, < .,.>) est un espace préhilbertien, alors Uapplication x € E — ||z|| = /< z,z > € R4
est une norme sur E.

Propriété. Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien. Alors ¥(x,y) € E?,
1 lz +yll < [lzll + lyll (inégalité triangulaire) et | < z,y > | < [lz [ly]-
2. lz+yl? =<z +y,x+y>= |z + lyl* +2 <2,y >, donc <,y >= ([l +ylI*> - [lz]> — [ly]]?)-
3. | <ay>1<5(lz*+llyl?).

Remarque.

Attention! le point 2. de la propriété précédente permet de définir un produit scalaire de maniere unique
a partir d’'une norme. Mais toute norme n’est pas issue d’un produit scalaire (en fait c’est méme plutot
I'inverse en général). Par exemple, pour z = (21, -, 2n) € R", ||2|lcc = maxi<i<n(|z;]) est une norme mais
elle ne définit pas un produit scalaire dés la dimension 2 (& montrer...).

Exercice.

Soit (tn)new € £2. On pose U,, = %ZZZO u,. Montrer que (Up)nen € £2.

2.3 Orthogonalité

Définition. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien. Si pour (z,y) € E?, on a < x,y >= 0 alors on dit
que x ety sont orthogonaux.

Théoréme (Théoreme de Pythagore). Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien. Alors :
(llz +yl* = [lel* +[[yll*) <= (x est orthogonal a y).

Proof. Soit (z,y) € E>. na<z+y,z+y>=<z,2>+2< 2,y >+ <y,y> donc<z+yz+y>=<z,z>+<yy>
si et seulement si < z,y >= 0. O

Définition. Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien et soit A C E. On appelle ensemble orthogonal de A
dans E l'ensemble At = {x € E, Ya € A, < x,a >=0} et AL est un sous-espace vectoriel de E.
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PTOOf. 11 faut montrer que AL est bien un s.e.v. de E. Il est bien clair que AL est inclus dans E. Par ailleurs 0 € AL, car
< 0,z >= 0 pour tout € E. Enfin, si z, y € AL, et si A € IR, alors & + Ay € AL, car pour tout a € A, < = + \y,a >=<

z,a >+ < y,a >=0 puisque < z,a >=0 et < y,a >= 0 du fait que z, y € AL, O
Exemple.

Soit E = IR"™ et < .,. > le produit scalaire canonique sur E. Soit a = (a1, --,a,) € E. Déterminer
at ={a}*.

Propriété. Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et soit A C E. Alors :

1. EY = {0};

2. An At c {0};

3. si AC BCE, alors B+ C A*;

4. AcC (AHt.
P’I"OOf. 1. Sia € EL, alors Vo € E, < x,a >= 0. En particulier, pour & = a, on obtient < a,a >= 0, ce qui n’est possible
que si a = 0. Dans 'autre sens, on vérifie aisément que < 0,z >= 0 pour tout = € FE.
2. Sia € AN AL, alors a € A. Mais on a aussi a € A+, ce qui signifie que Vz € A, < z,a >= 0, donc en particulier pour
x = a, ce qui signifie que a =0. Si0¢ A, AN AL+ =0.

3. Siz € Bt alors Vy € B, < x,y >= 0. Mais comme A C B, on a donc Vy € A, < x,y >= 0, ce qui signifie que z € A+.
4. Sia € A, alors Yy € AL tel que < a,y >= 0. Mais pour tout = € (A1)L, alors Vy € AL, < z,y >= 0. Donc forcément

ac (AL O
Définition. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien. On dit qu’une famille (e1,---,e,) € E™ est une
famille orthogonale de E si e; # 0 pour tout i =1,---,n et pour tout i # j, < e;,e; >= 0. De plus, si pour
tout 1, ||e;|| = 1, alors on dit que (e1,---,e,) est une famille orthonormale de E.
Exemple.

1. Soit E = IR® et < .,. > le produit scalaire canonique sur E. Déterminer une base orthonormale

e = (e}, e, eh) de E qui ne soit pas la base canonique e = (e, ez, e3) (on donnera les coordonnées de
e’ dans e, ainsi que la matrice de passage P).

2. Exemple important: soit e = (ex)ren telle que eg = 1 et pour k € IN*, eqr, = /2 cos(kz) et egp_ =
V2 sin(kz). Alors cette famille est orthonormale dans Co2™ ([—, 7]) muni du produit scalaire < f, g >=

= 7 F(t)g(t)dt.

Propriété. Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien.
1. Une famille orthogonale (e1,---,e,) € E™ est une famille libre de E;

2. Si E est de dimension n, alors une famille orthogonale (respectivement orthonormale) (e1,- -+, e,) de
E est une base dite orthogonale (resp. orthonormale) de E.

P?”OOf. 1. Soit (e1, - -,en) € E™ une famille orthogonale. Alors V(A1,---,An) € IR™ tel que Aie1 + -+ Anen, = 0, on a
<ej,Ae1+ -+ Anen >= Ai|le;||? = 0 donc \; = 0 pour tout s = 1,---,n car |le;|| # 0. La famille est bien libre.
2. C’est clair car dans un espace de dimension n toute famille libre de n vecteurs est une base. O

Théoréme (Procédé d’othogonalisation de Gram-Schmidt). Soit (E, < .,. >) un espace euclidien (donc de
dimension finie). Il existe une base orthonormale de E.

Proof. On sait quil existe une base (e1,---,en) € E® de E. On peut donc déja choisir u; = ej/||le1|| comme premier
vecteur. Ensuite ea— < wui,e2 > uj est orthogonal & up, mais n’est pas un vecteur nul (car ez et u1 ne sont pas liés). Ainsi
uz = (e2— < ui,e2 > ui)/||lea— < u1, ez > ui|| est orthogonal & u1 et de norme 1. On itére le procédé: par exemple pour us,
on choisit ug = (e3— < ui,e3 > ui— < uz,e3 > uz)/|les— < ui,ez > ur— < uz, ez > uz|...

Extension.

Le procédé de Gram-Schmidt s’étend aux espaces préhilbertiens de dimension dénombrable pour perme-
ttre de définir une famille orthonormale & partir d’une famille libre.
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Propriété. Soit (E,< .,.>) un espace euclidien de dimension n et soit (eq,- -, ey) une base orthonormale
de E. Alors pour tout x € E, © = Z?=1 <xz,e; > ej. De plus si (x1,---,x,) est une famille de vecteurs de
E, alors la matrice (< ;,x; >)1<i j<n est appelée Matrice de Gram et

det((< T, T >)1§i,j§n) = |dete(1'1, e ,zn)|2.

P’I"OOf. On vérifie aisément que x = ;:1 < w,e; > ej car = est décomposable de fagon unique dans (e1,---,ep), donc
T = Z;'L=1 aje; et donc < z,e; >= o pour tout i car (e1,--+,en) est orthonormale. Comme pour tout ¢ = 1,---,n,
T; = Z;:l < zi,e; > ej,ona< x,r; >= Z:zl ZZ/II < zj, e >< xj, e >< ek, e >= Zzzl < zj, e >< Tj,ep >.
Mais ‘dete(xl,-~~,:cn)|2 = dete [t(x1,~~-,xn)(z1,~~-,a}n)] = dete[(zzzl < @i, e >< x5, e > )”} car < x;,ep > est la
kéme coordonnée de x; dans e. O
Exercice.

Soit M = (mypg)1<pq<n la matrice carrée telle que my,, = (e?*7 —1)/(p + ¢). Montrer que det(M) > 0.
Propriété. Soit (E, < .,. >) un espace euclidien (donc de dimension finie) et soit A un s.e.v. de E. Alors:

e AD AL =E;

o dimA + dimA+ = dimFE;

o A= (ALt

Proof. 1. En premier lieu, comme vu précédemment, A N AL = {0}. De plus, si (e1,---, ep) est une base orthonormale de A
(que lon sait construire), alors il est aussi possible de trouver (ep+1,---,en) telle que (e1,- -, en) soit une base de E (que 'on
suppose de dimension n). Mais e; € A+ pour p+ 1 < i < n car < e;, e; >= 0 pour 1 < j < p. Par suite, tout x peut s’écrire
dans (e1,---,en) donc comme la somme d’un vecteur de A et d’un vecteur de A+, D’ott E = A+ AL,

2. Cela se déduit immédiatement de la preuve précédente.

3. On sait déja que A C (A1)L, mais comme dim A+ = n — dim A4, on en déduit que dim(A+)+ = n — dim AL = dim A. Or
deux s.e.v. de E de méme dimension et tels que 'un soit inclus dans I'autre sont égaux. O

Remarque.

Le premier point de la remarque précédente n’est pas nécessairement vrai en dimension non finie: ’orthogonal
n’est pas forcément un supplémentaire. Ainsi si on considéere E = IR[X] I'ensemble des polynémes & coef-
ficients réels et si on prend pour produit scalaire le produit scalaire tel que pour P(X) = £=0 ar X" et
QIX) = i Xk, < P,Q >:= g‘za)o((p”) axby alors on peut montrer que 'hyperplan (pourquoi?) H
engendré par (14 X, 1+ X2 - 1+ X",--+) est tel que H+ = {0} (pourquoi?).

Propriété. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Pour a € E,
on définit, s’il existe, le vecteur o' € F tel que:

— / = 1 — = ] =
la—all:= inf {lla - o]} = inf {d(a,2)} = d(a, F).

Si a' existe, alors a —a' € F*, a' est unique et on dira que a' est le projeté orthogonal de a sur F, noté
pr(a).
Proof. Si a' existe, alors pour tout = € F et A € R, |la —a’ + Az||2 = |la — d'|]? + |Mz||?2 + 2 < a — a’, Az >. Mais

d’apres la définition de o/, on a |la — a’ 4+ Az||2 > |la — a/||?. Par suite, 0 < ||Az||2 +2 < a — a’, \x > soit pour tout A > 0,
Mzl > 2| < @’ — a,z > |. Par passage & la limite lorsque A — 0T, on a donc 2| < @’ —a,z > | = 0. Ainsi a — a’ € FL.

Montrons que a’ est unique. Soit a” € F\ {a'} vérifiant ||a — /|| = |la — a”|. Mais ||la — a”’||? = |la —a’ +a’ —ad”|? =
lla —a’||? + ||a’ — a”||?, le produit scalaire < a — a’,a’ —a” >=0car a—a’ € F+ et o’ —a” € F. Dol la contradiction, car
alors ||a’ — a”'|| = 0. O

Théoréme. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien et soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que E =
F @ F* (toujours vérifié si E est euclidien de dimension finie ou si F est lui-méme de dimension finie).
Alors pour tout a € E il existe un unique projeté orthogonal de a sur F, qui vérifie a = pr(a) + ppi(a).

Proof. Soit (e1,---, ep) une base orthonormale de F'. On peut alors construire (ep+1, ) une famille orthonormale de vecteurs
telle que (e;); soit une base orthonormale de E. D’ol, comme dans la preuve précédente, (ep+1,-) est une base orthonormale de
FL et E=F @ FL. Donc pour tout a € E, a s’écrit de maniére unique a = ap +apL otar € Fetap, € F+. Mais a — ap
est la projection orthogonale sur F+ car a — (a —ar) € (F+)+ = F. On en déduit bien que ar = pr(a) et apr = ppi(a). O
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Propriété. Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie tel que (e1,---,ep) base orthonormale de F. Alors pour tout a € E, pp(a) = > p_; < a,ex > e et

pri(a) =a—>7%_, <a,e, > ey.

Proof. On sait tout d’abord que comme pr(a) € F alors pr(a) = Zle a;e;. Pour que pr(a) soit bien le projeté orthogonal

de a sur F, alors a—pp(a) € FL, ce qui est équivalent au fait que < a —pg(a),e; >= 0 pour tout i = 1,-- -, p. En conséquence
comme la base (e1,---,ep) est orthonormale, < a,i > —a; < e;,e; >= 0 pour tout ¢ = 1,---,p, donc a; =< a,e; > et ainsi
pr(a) = le < a,e; >e;. O
Exercice.

Soit £ = IR"™ muni du produit scalaire canonique, X = (z1,---,z,) € EetY = (y1,--- ,yn) € E. Déterminer

ap € R tel que ag = mf {Z — a)?}, puis (a1, b1) € R? tels que (a1, b;) = @ infle{Z yi — (a-x; + b))}
)€

Propriété. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien et soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finte. Alors Uapplication v € E — pp(x) € F est une application linéaire et vérifie |pp(x)| < ||z|: elle est
donc continue.

P'I“OOf. Du fait de I’écriture de la projection orthogonale de pr dans une base orthonormale de F', on en déduit que pr est une
application linéaire (du fait de linéarité du produit scalaire). DE plus, on a ||z||? = ||pr()||? + ||lppL (z)]|?> d’aprés Pythagore,
d’ott |lpr ()] < ||| O

3 Une application en analyse: les séries de Fourier

3.1 Introduction

L’origine des séries de Fourier se trouve a la fin du XVIIIeme siécle et au début du XIXeme siecle avec
la résolution de problémes de physique: les oscillations d’une corde (étudié notamment par Bernoulli) et la
conduction de la chaleur (étudié notamment par Fourier). Dans les deux cas, des polyndmes trigonométriques
permettent de trouver des solutions a ces équations.

En termes mathématiques, les séries de Fourier donnent un exemple intéressant d’approximation convergente
d’une fonction suffisamment réguliére sur un compact par une suite de polynémes trigonométriques. Nous
nous intéresserons plutot ici a une vision algébrique des séries de Fourier, permettant d’obtenir une base
orthonormale dans un espace de dimension infinie. Ici nous nous placerons de le cadre des fonctions a valeurs
réelles, mais il est possible de tout écrire a ’aide d’exponentielles complexes pour des fonctions a valeurs
complexes.

3.2 Coefficients de Fourier

Définition. Soit f € C°P™([—m,7]), ensemble des fonctions réelles continues par morceauzs sur [—m,7|. On
peut définir:
1 /™ 1 [
e Les coefficients de Fourier réels de f: an(f) := — f(t) cos(nt)dt et b,(f) = — f(t)sin(nt)dt
™ J_x L
pour n € IN.

e Le polynome trigonométrique d’ordre n associé a f: S’}n)(a:) = aoéf) + Z(ak(f) cos(kx) + b (f) sin(kz)).
k=1

Exercice.
Calculer les coefficients de Fourier de f telle que f(z) = x sur [—m, 7.

Propriété. Pour f € COP™([—, ),

o si f est paire, on a b,(f) =0 et a,(f) = g/” f(t) cos(nt)dt
T Jo

o si f est impaire, on a a,(f) =0 et by(f) = 2 /7T f(t) sin(nt)dt
T Jo
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PTOOf. La preuve est immédiate. Par exemple, si f est paire avec le changement de variable ¢’ = —t,

an(f / F () cos(nt)d / f(t) cos(nt)dt + — / £ () cos(nt)dt
1 / / / 1 1 / ’ ’ 1 "
= = / f(=t") cos(—nt")dt’ + p / f(t) cos(nt)dt = p / f(t") cos(nt")dt" + p / f(t) cos(nt)dt
™ - 0 -7
2 / f(t) cos(nt)dt.
T Jo

Proposition. Si f € CO([—m, 7)) et < f1, fo >= % f f1(t) f2(t)dt, alors S ) est la projection orthogonale
de f sur Py, le sous-espace vectoriel de CO([—T(',TFD engendre par (ek)ogkggn, ot e = (eg)reN est telle que
eo = 1/V/2 et pour k € IN*, eqr, = cos(kx) et ea—1 = sin(kx), et ainsi VP € Py, || f — Sj(cn)H <|If-=P|.

O

P'I“OOf. On montre d’abord que la famille e = (eg)xenN est une famille orthonormale pour le produit scalaire (pour ce faire,
on utilise des formules trigonométriques comme 2 cos(p) cos(q) = cos(p + q) cos(p — q) ou bien 2sin? z = 1 — cos(2z)). Ensuite,

on utilise la formule de la projection sur une base orthonormale: Pp, (f) = ijo < f,e; > e;. Enfin, par définition de la

projection orthogonale, VP € Py, ||f — S || <|If = PJ. =
Exercice.

Calculer les coefficients de Fourier de Sj(cn)

Proposition. Si f € COP™([—x, ), alors les séries Y. |ar(f)|? et 3. [be(f)|* sont convergentes.

Proof. On a ||S(n)||2 = Zj 0 < fiej > ;12 Zj’io < frej >2=a2(f)/2+ Z ) + b2 (f). Mais pour tout n € N,
grace a Pythagore, ||Pp, 2 < 2 < oo car f continue par morceaux sur [—, 7. Donc les séries a? ) et b2

n n ’Vl
convergent.

Proposition (Théoréme de Riemann-Lebesgue). Si f € Co?"([—n, 7)), alors a,(f) — 0 etb,(f) — 0.

n—-+oo n—+oo

Proof. Comme f est continue par morceaux, alors E a2 (f) + b2 (f) < oo d’out le résultat. O

Théoréme (Théoréme de Bessel). Si f € CO([—x,7]) alors:

s

+o0
3laolNP+ Y (las(NP + () = 3 [ 170t
k=1

—T

Proof. 1l est clair d’aprés la proposition précédente que ||pn(f)||? < ||f]|% et que ceci est vrai également quand n — co. Pour
montrer 1’égalité, il nous faut utiliser un résultat annexe, ’approximation uniforme de toute fonction continue par un polynéme
trigonométrique (on connait mieux un tel résultat pour les polynoémes; c’est le Théoréme de Stone-Weierstrass). Donc pour tout
[ continue sur [—, 7], il existe une suite (Qn (f))n telle que pour limp 0 || f=Qn (f)llco = limn—oo SUPze[—r ] [f —Q@n(f)] = 0.
Donc pour € > 0, il existe Ng € IN, tel que pour tout n > No, ||f — Qn(f)|lcc < €. Mais ||g]lco > |lg|| (avec la norme associée
au produit scalaire). Or ||f — pn(f)|| < [|f — Qn(f)|| car pn(f) est la projection orthogonale de f sur Pp et Qn(f) € Pn.
On en déduit donc que ||f — pn(f)|] < e: il y a bien convergence de p,(f) vers f pour la norme associée au produit scalaire
(convergence quadratique). O

Exercice.
Appliquer ce résultat a la fonction f telle que f(x) =« sur [~ 7]. En déduire la valeur de Y7~ | 75.

Théoréme (Théoréme de Parceval). Si f, g € CO([—m,7]) alors:

L ao(F)aol) + z (@x(arle) + b0 oule) = = [ g0t =< .9 >

Proof. On utilise le fait que zy = %(352 + 142 — (z —y)?). On applique le Théoréme de Bessel ci-dessus pour les fonctions f, g
et f — g et comme on a une convergence absolue on peut sommer les séries. O
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3.3 Convergence des séries de Fourier

Définition. Pour f € COP™([—m, ),

(o)
o La série de Fourier associée a f est Sy(x) := &oéf) + Z(ak(f) cos(kx) 4 br(f) sin(kx)) (Attention!
k=1
cetle série n’existe pas forcément (méme si f est continue), mais on peut montrer qu’elle existe presque
partout).

e Une fonction f sur [—m, 7| est dite développable en série de Fourier si f(x) = S¢(x) pour tout x €
[—m, 7.

Théoréme (Théoréme de Dirichlet). Si f € C1P"([—x,7]) (donc de classe C* par morceaus sur [—m, 7))
alors:

1. La série S§(x) de Fourier de f converge sur [—m,].

fEh) + fa7)

2. Vz € R, on a Sf(x) = ou f(z~) (resp. f(zT)) désigne la limite a gauche (resp. d

;
droite) de f en x. ?
Proof. Trop difficile & montrer en quelques lignes! O
Exercice.
Appliquer ce résultat a la fonction f telle que f(z) = z sur [—m, 7]. En déduire la valeur de > 57, S,

Théoréme. Si f € CP™([—m, 7)) et continue sur [—m,m| alors:
1. Les séries Yy |ar(f)| et > |be(f)| sont convergentes.

2. La série Sy(x) de Fourier de f converge normalement (donc uniformément) vers f sur [—m, 7|, ¢’est-
a-dire que pour tout x € [—m,m],

Fla) = P8 S (@) costha) + be() sin(hr).

k=1

Proof. a/ Par IPP, on a [an(f)| = [ba(f)|/n et [ba(f)] = lan(f)|/n. Ainsi, S337 (lax(H] + [bx(N)) = Do (a(F)] +

ISR N N 1/2 N 1/2
1b.()])/k. Mais d'aprés Cauchy-Schwartz, SN (lar () + s ()0 /k < (SN, 1782) 2 @ 0N la(f) P+ (7)12)) 2.
Ainsi en utilisant le Théoréme de Bessel pour f” et le fait que »  1/k? converge, on a bien montré que Ezil(\ak (O + 16k ()
converge.
b/ C’est juste un cas particulier du Théoréme de Dirichlet lorsque f est continue (et alors f(x) = (f(zT) + f(z7))/2). O

Exercice.
Appliquer ce résultat a la fonction f telle que f(z) = max(0,sinx) sur [—m,7].
Conséquence.
Si on appelle E I'ensemble des fonctions continues et de classe C! par morceaux sur [—, 7], alors la famille
e = (ep)ren telle que eg = 1 et pour k € IN*, egp = /2 cos(kx) et egr_1 = /2 sin(kx) est une sorte de

base orthonormale de F (la notion de base s’entend ici au sens hilbertien, voir en L3...). On a bien alors
=2 kew < frex > e

Toute cette étude est également aisément transposable & un intervalle [a,b] (au lieu de [—7,7]) en rem-
plagant cos(kz) et sin(kz) par cos(Z= kx) et sin(Z= kx)

Remarque.

La convergence des séries de Fourier est restée longtemps mystérieuse. Kolmogorov (mathématicien
russe) avait montré en 1925 que I'on peut construire une fonction intégrable dont la série de Fourier diverge
presque partout. Il a fallu attendre Carlesson (mathématicien suédois) en 1966 pour que soit montrée la
convergence (presque partout) des séries de Fourier pour des fonctions continues (et plus généralement pour
des fonctions de carrés intégrables).
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4 Formes linéaires et espace dual

Dans toute la suite on note F un IR-espace vectoriel.

4.1 Premiéres définitions et propriétés

Définition. On appelle forme linéaire une application linéaire de E dans IR. L’ensemble de toutes les
formes linéaires de E dans R, encore noté E* = L(E,R) est appelé lespace dual de E.

Exemple.
1. Dans le cas ot E = IR et E = IR?, déterminer explicitement E*.

2. Si E =C%[a,b]) alors 'application f € E f; f(t)dt est une forme linéaire.

Définition. Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel H de E admettant un supplémentaire de di-
mension 1, c¢’est-a-dire que E = H & D avec dimD = 1.

Exemple.

Dans le cas ot E = IR"™ muni du produit scalaire canonique, montrer que pour tout a € F non nul alors
a* est un hyperplan de E. Réciproquement, montrer que tout hyperplan de E est de la forme a*, ou a € E
est non nul.

Propriété. (H hyperplan de E) <= (H noyau d’une forme linéaire non nulle de E*).

Proof. = Soit D = Vect(a). Alors pour tout = € E, il exsite un unique couple (y,\) € H x IR tel que = = y + Aa. On pose
¢(x) = A. Alors ¢ est bien une forme linéaire. De plus ker ¢ = H.
<= On suppose donc que H = ker f, ot f est une forme lindaire. Soit a ¢ H. On note D = Vect(a). Pour tout =z € E,

z =z — f(z)a/f(a) + f(z)a/f(a). Mais f(:): — f(x)a/f(a)) = 0 donc z — f(z)a/f(a) € H. De plus f(z)a/f(a) € D. Donc
E = H + D. De plus par définition de D, HN D = {0}. D’ot E = H @ D. O

Remarque.
L’équation d’un hyperplan H est donc celle issue du fait que H est le noyau d’une forme linéaire.

Propriété. Deux formes linéaires non nulles ayant le méme noyau sont proportionnelles.

Proof. Soit ¢1 et ¢2 deux formes linéaires ayant le méme noyau. Soit a ¢ ker ¢1. Alors comme dans la preuve précédente,
pour tout z € E, z = z — ¢1(z)a/d1(a) + ¢1(z)a/¢1(a). On sait que = — ¢1(z)a/p1(a) € ker 1 donc on a également

z — ¢1(x)a/p1(a) € ker 2. Aussi pour tout = € E, ¢2(z) = 0+ ¢2 (¢1(x)a/¢1(a)) = (czbg(a)/qﬁl(a))d)l(x): les deux formes
linéaires sont bien proportionnelles. O
4.2 Notion d’orthogonalité pour les formes linéaires

Définition. Pourx € E et f € E*, on note < f*,x >:= f*(x) (Attention ce n’est pas un produit scalaire!).
On dit que x € E et u* € E* sont orthogonaux si < f* o >= f*(x) = 0 (donc si x est dans ’hyperplan
noyau de f*).

Plus généralement, pour tout A C E et A* C E* (pas nécessairement des s.e.v.), on dit que A et A* sont
orthogonauz si V(x, f*) € A x A*, < f*,x >= f*(x) =0.

Propriété. Pour tout A C E et A* C E* (pas nécessairement des s.e.v.),

At = {f* e E* Ve e A, < f*,x >= 0} est un s.e.v. de E*;
Al = {x e E Vf*e A", < f* x >= 0} est un s.e.v. de E.

P'I“OOf. A partir de maintenant, toutes les démonstrations peuvent étre calquées sur celles du chapitre précédent concernant le
s.e.v. orthogonal. O

Propriété. Pour tout A, B C E et A*, B* C E* (pas nécessairement des s.e.v.),

e si A C B, alors BX C A+, et si A* C B*, alors B*- c A**.
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o AC (ANt et A* C (A*H)L.
Exemple.
Déterminer E+ et E*L.
Propriété. On suppose ici que E est de dimension finie n.

1. dimE* =n.
2. Pour e = (e1, -, en) base de E, si pour tout i,j = 1,---,n, fr(e;) = dij, alors (f{,---, f) est une
base de E* appelée base duale de e.

3. Pour F et F* s.e.v. respectivement de E et E*, dimF+ = dimE — dimF et dimF**+ = dimE* — dimF*.
4. Pour tout A C E et A* C E* (pas nécessairement des s.e.v.), (AL)L = Vect(A) et (A*1)+ = Vect(A*).

5. Soit F un s.e.v. de E de dimension 1 < p <n. Alors il existe n —p formes linéaires fi,---, f;_, de
E* telles que

n—p
F= () ker f;.
=1

Proof. 1/ il est clair que E* = £(E,IR). Or en dimension finie, dim £(E, F) = dim E dimF donc ici on a bien dim E* = n.
2/ on voit aisément que si Z:.;l Aif7 = 0 alors pour tout j = 1,---,n, Z?:l Xiff(ej) = 0, ce qui entraine que pour tout
j=1,---,n, Aj = 0. Ce sont donc bien n vecteurs libres et comme la dimension de E* est n, cela forme une base de £*.

3/ Si on suppose que m = dim F, (e1,---,em) base de F, alors F- = {f*, f*(ej) =0 pour tout j € {1,---,m}}. Donc F est
le noyau de toute forme linéaire de F'- et F'- est un ensemble de formes linéaires dont 'image est de dimension dim E — dim F,
donc dim F+ = dim E — dim F.

4/ Tl est clair d’apres 3/ que dim(AL)L = Vect(A), et on sait que A C (A+)L. Donc (A1)L = Vect(A).

5/ Soit (e1,---,ep) basede F, (ep+1,- -, en) d’autres vecteurs telles que (e1, - - -, en) base de E. On peut alors noter (f;,---, fr)
la base duale de (e1,- -, epn). Alors pour tout x € F, il existe un unique p-uplet (A1,---,\p) telle que x = Zle Aie;. Mais il
est clair que pour tout j =p+1,---,n, f]’.‘ () =0 car f]’.‘ (e;) = 0 pour tout ¢ = 1,---,p. En conséquence, z € ker f]’.‘. Comme
ker f7, d'ou F' C ﬂy:p-H ker f*. Mais comme les
ker f7. O

cela est vrai pour tout j =p+1,---,n, on a pour tout x € F, z € ﬂ?:p_H

. n . n
J7 forme une base duale, dim ﬂi:p+1 ker f* = p, donc on a bien F = ﬂi:p+1

Conséquence.

Une conséquence de la derniere propriété est le fait que tout s.e.v. d’un e.v. de dimension finie peut
s’écrire comme un systéeme de n — p équations (par exemple, on savait déja qu’en dimension 3, un plan
vectoriel est représenté par une équation et une droite vectorielle par 2 équations...).

Propriété. Si (E, < -,- >) est un espace préhilbertien, alors pour tout x € E, ¢, : y € E =< x,y > est
une forme linéaire de E*. De plus, l'application linéaire u : x € E — ¢, € E* est injective, donc E est
isomorphe a u(E), s.e.v. de E* (en dimension finie, u(E) = E*).

Proof. Soit x € E. Alors d’aprés les propriétés du produit scalaire, ¢5(0) = 0 et pour tout (A1,)2) € IR2, pour tout
(y1,y2) € E?, Gx(A1y1 + Aoy2) =< 2, A1y1 + Aoy2 >= A1 < z,y1 > +A2 < 2,92 >= MNPz (Y1) + A2z (y2). ¢a est bien une
forme linéaire.

Pour montrer que u est injective, il suffit de montrer que keru = {Og=}. Mais keru = {z € E, ¢, = 0}. Mais si ¢, = 0 alors
nécessairement < z,y >= 0 pour tout y € E, donc en particulier pour y = x et on en déduit que x = 0. Ainsi u est bien
injective.

On a dim F = dimu(F) + dim(ker ), donc dim E = dimu(E): d’ou le fait que E est isomorphe & u(E). |

Conséquence.

Une conséquence de la derniére propriété est le fait que dans un espace préhilbertien de dimension finie
(et méme pour des espaces de dimension infinis appelés espaces de Hilbert) toute forme linéaire s’écrit de
maniere unique comme un produit scalaire par rapport a un vecteur: c’est le théoreme de représentation de
Riesz...
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5 Application linéaire adjointe et réduction des matrices symétriques
et orthogonales

5.1 Adjoint d’une application linéaire

Propriété. Si (E,< -,- >) est un espace euclidien (de dimension finie) et u une application linéaire de E
dans E, alors il existe une unique application linéaire notée u* et appelée application linéaire adjointe de u
telle que

<u(x),y >=<z,u"(y) > pourtoutx,y € E. (1)

De plus, si e est une base orthonormale de E, alors M, (u*) = ‘M, (u).

P'I“OOf. On se place dans une base orthonormale (e1,---,e,) de E. Alors u(e;) = ZZ:I ug;er et pour tout endomorphisme
vde E, v(e;) = Z:zl vgi€ek. Donc si x = Z:Zl Tre, et y = ZZ=1 Yrek, alors < u(z),y >= Z;.lzl yj(Z?=1 xluﬂ) et
< z,v(y) >= Z?:l xi(Z;:I yivij). Par suite, < u(z),y >=< z,v(y) > Zi].:ciyj(uj'i —v3;) = 0. Il suffit donc de
considérer v tel que v;; = uj; pour que pour tout x et y, < u(x),y >=< z,v(y) >. De plus v = u* est unique. O

Définition. Plus généralement, si E est préhilbertien, on appellera aussi u* application linéaire adjointe de
u st elle existe une solution au probléeme (1).

Remarque.

Pour un espace de Hilbert, c’est-a-dire un espace préhilbertien complet (toutes les suites de Cauchy sont
convergentes), alors il existe toujours un adjoint & un endomorphisme (ceci se montre grace au théoreme de
représentation de Riesz).

Propriété. Si (E,< -,- >) est un espace préhilbertien, si u et v sont des applications linéaires de E dans
FE admettant des adjoints u* et v*, alors:

*

o (u*)* =u et (upv)* = vju*;
o siu est un isomorphisme, alors u* en est également un et (u*)~1 = (u=1)*.

Proof. e On a pour tout (z,y) € E?, < u(z),y >=< z,u*(y) >. Par définition, on a < z,u*(y) >=< (u*)*(z),y >. Donc
< u(z),y >=< (u*)*(x),y >, soit pour tout z,y € E, < u(z) — (v*)*(x),y >= 0. Donc pour tout z € E, u(z) — (u*)*(z) est
orthogonal & E, donc u(z) — (u*)*(z) = {0} et ainsi u(z) = (v*)*(x).

De méme, pour tout (z,y) € E?, < (uov)(z),y >=< z, (ugv)*(y) >. Mais < (uov)(z),y >=< u(v(z)),y >=< v(z),u*(y) >=<
z,v* (u*(y)) > par définition de u* et v*. Donc < =, (ugv)*(y) >=< z,v*(u*(y)) > pour tout z,y € E? et on conclut comme
précédemment.

e On a ker(u) = {0}. Soit y € ker(u*). Alors < u(x),y >=< z,u*(y) >= 0 pour tout x € E. Donc y est orthogonal &
Im(u) = E car u est un isomorphisme, donc y = 0. |

Définition. Siu = u* on dit que u est symétrique (on dit parfois aussi auto-adjoint). Ceci se dit également
en dimension finie pour une matrice carrée: M est symétrique si M =M.

5.2 Application linéaire orthogonale dans un espace euclidien

Ici nous nous contenterons de travailler dans un espaces euclidien E de dimension n.

Définition. Soit (E, < -,- >) un espace euclidien. On dit qu’une application linéaire u de E dans E est
orthogonale (on dit aussi que u est une isométrie vectorielle) si

lu(x)]l = l|lz|| pour tout x € E. (2)

Propriété. Siwu est orthogonale alors u est un isomorphisme.

Proof. Onawu(z) =0 <= |ju(z)| = 0 d’apres une des propriétés de base vérifiées par les normes. Or, si u est orthogonale, alors
[lu(z)|| = 0 = ||z||, donc également « = 0. Ainsi keru = {0}: u est bien un endomorphisme injectif donc un isomorphisme. [
Exemple.

Symétrie orthogonale: si F est un s.e.v. de E tel que E = F @ F1, on définit la symétrie orthogonale
sur F par sp(x) = x pour tout z € F et sp(xr) = —z pour z € F. On peut montrer que sp = 2pr — Id.

Proposition. Pour une application linéaire v de E dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes:
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1. u est orthogonale.

2. Pour tout (z,y) € E?, < u(x),u(y) >=< x,y >.

3. uju = wou* = Idg.

4. u transforme toute base orthonormale en une autre base orthonormale.

Proof. 1.=52. Pour 2,y € E, [u(z + p)|I? = u() + u@)ll® = [u@IP + [u@)I® +2 < u(z), u(y) >= 2] + Iyl +2 <
u(z),u(y) > car u est lindaire et est une isométrie. Par ailleurs, ||z + y||?> = ||z||? + ||ly||®> + 2 < z,y >. Mais on a également
|lu(x + y)||2 = ||z + y||? car u est une isométrie, donc < u(x),u(y) >=< z,y >.

2.<=3. Par définition u* est telle que < z,u(y) >=< y,u*(z) >. On peut appliquer ceci & u(z) plutét qu'a = et on a
< u(z),u(y) >=< y,u*(u(z)) >. Mais d’apres 2., < u(z),u(y) >=< z,y > donc pour tout z,y € F, < y,u*(u(z)) >=< z,y >,
soit < y,u*(u(x)) —x >=0. On a vu un peu plus haut que cela induit que pour tout = € E, u*(u(x)) — z = 0, donc on a bien
uju = uou* = Idg.

2.=4. Pour (e;);cs une base orthonormale de E, alors < u(e;),u(e;) >=< e;,e; >, donc si i # j, < u(e;),u(ej) >=0 et si
i =7, <u(ei),u(e;) >=1: la famille (u(e;));ecs est bien une base orthonormale.

4.=>1. Si (u(e;))scr est une base orthonormale quand (e;);c; est une base orthonormale de E, alors pourz € E, z = )

ier Y€

avec (a;);es une famille de réels, donc u(z) = Z aju(e;) car u est linéaire et

iel
lu(z)||? = <Ziel aiu(ei),ziej aiu(ei)> = Zi,jel oo < ule;),u(e;) >= Zie] a2 car (u(e;));er est une base orthonor-
male. De la méme maniere, |z|? = <Z¢e]aiei’ziezaiei> = Zije[aiai < e,€e5 >= Ziela?’ Donc on a bien
[lu(z)|| = ||z|| pour tout € E: u est orthogonale. O

Définition. On appelle matrice orthogonale de M,,(IR) une matrice P telle que P~ = 'P. Une matrice
orthogonale est celle d’une application linéaire orthogonale dans une base orthonormale.

Propriété. Soit (F, < .,.>) un espace euclidien de dimension n et de base orthonormale e. Soit €' une autre
base orthonormale de E. Alors si P est la matrice de passage de e dans €', on a P~ =P et |det P| = 1
(car 'P P =1,): P est une matrice orthogonale.

P 7”00f. D’apres les propriétés précédentes, on peut toujours écrire que P est la matrice dans e d’'un endomorphisme orthogonal
(car e’ est une autre base orthonormale). Soit u* I’endomorphisme adjoint de u. Alors on sait que sa matrice est ! P (voir plus
haut). De plus comme u est orthogonal, u* u = uu* = Id donc en se plagant dans la base e, alors PP = P'P = [,,: on en
déduit que P~! = tP. De plus, comme det *P P = det(* P) det(P) = det?(P) = det(I,) = 1, on a bien |det P| = 1. O

Exercice.

Déterminer 1’ensemble des matrices orthogonales en dimension 2 (on distinguera deux cas, suivant le
signe du déterminant).

5.3 Diagonalisation des matrices symétriques

Dans tout ce qui suit nous donnerons les résultats pour les matrices symétriques, mais ils sont également
valables pour les applications linéaires symétriques.

Propriété. Soit M € M, (IR), matrice symétrique. Alors M n’admet que des valeurs propres réelles et le
P

polynéme caractéristique de M est scindé dans IR[X] (c’est-a-dire que xpr(N\) = H(Al —A)™, ou les A; sont
i=1

les valeurs propres, les m; étant leur multiplicité).

P1”00f. OnaM = tM car M est symétrique. Si A est une valeur propre de M, alors il existe X un vecteur colonne non nul tel que
MX =XX. Dou'MMX =MMX = A2X car M est réelle, et ainsi ‘X "M M X = X2*X X, soit ‘(M X)M X = A2'X X.
Or pour Y = (y1,-*,Yn) € €™ un vecteur colonne alors 'Y Y = Z?:l lyi|? € Ry, dou A2 = {(M X) (M X)/*X X € Ry
(car X X > 0). Donc A € R. De ceci on en déduit également que x s est bien scindé dans IR car si ce n’était pas le cas, cela
signifierait qu’il existe des valeurs propres complexes non réelles. O

Propriété. Soit M € M, (IR), matrice symétrique. Alors si A1 et Ay sont deux valeurs propres distinctes
de M, leurs sous-espaces propres associés sont orthogonaux dans IR™.

P’I"OOf. Soit z1 € ker (M — A1 In) et zo € ker (M — Ao In) deux vecteurs non nuls. Soit également u tel que M soit la matrice
de u dans une base de E. Alors u(z1) = A1z1 et u(z2) = Aax2. Mais comme u = u* alors < u(z1),z2 >= A1 < z1,22 >=<
z1,u(z2) >= A2 < 21,22 >. Du fait que A1 # A2, on en déduit que < z1,z2 >= 0, donc z;1 et x2 sont orthogonaux. O
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Théoreme. Soit M € M, (IR), matrice symétrique. Alors il existe une base orthonormale de E constituée
de vecteurs propres de M, c’est-a-dire que

€L €L
E=ker(M—=M1I,) @ - ®ker (M -\, 1)

Ainsi, il existe une matrice P orthogonale telle que D = *P.M.P, ot D est la matrice diagonale constituée
des valeurs propres de M sur la diagonale.

. . P . . . mi mp
P’FOOf. On sait déja (voir le cours général sur la diagonalisation) que E = ker (M -\ In) B - Pker (M —Ap In> ou les

m; sont les différentes multiplicités des A;. Si les m; sont égaux a 1, il n’y a pas de probléme. Mais si par exemple m; = 2 alors
pour X € ker (M — A In)2 non nul, alors (M -\ In)QX = 0, soit encore * (M — A In) (M -\ In)X = 0 du fait que M et I,
soit symétrique, et en multipliant par *X & droite on obtient que * X* (Mf)\i In) (Mf i In)X =0, dou || (Mf)\i In)X||2 =0
(car pour tout vecteur colonne réel Y de taille n, 'Y Y = ||Y||? la norme canonique sur IR™) et donc (M — A In)X = 0: ainsi
X € ker (M -\ In). On a donc ker (M — A In)2 = ker (M — A In) (Vinclusion inverse est toujours vérifiée).

. . /2
Plus généralement, si m; est paire, avec la méme méthode, lorsque X € ker (M -\ In)mI alors X € ker (M -\ In>m1/ . Si
m; est impaire, on doit multiplier une fois par * (M -\ In) 3 gauche avant de multiplier par *X pour qu’ainsi on aboutisse

i i+1)/2
au fait que lorsque X € ker (M W In)m alors X € ker (M Y In)(m +1)/

ker (M — i In)mi = ker (M -\ In). Par conséquent M est diagonalisable dans IR: il existe P une matrice de passage réelle

. Donc par itération, d’une maniere générale,

telle que D = P~ M P soit une matrice diagonale. Enfin, grace & la propriété précédente on déduit que les sous-espaces propres
sont orthogonaux entre eux: la matrice est donc diagonalisable dans une base orthonormale.

Enfin, on sait que M est la matrice de u dans une base orthonormale. On vient de voir que u (ou M) est diagonalisable dans
une autre base orthonormale, donc la matrice P de changement de base permet de passer d’une base orthonormale & une autre.

D’apres la sous-section précédente on sait que P est donc une matrice orthogonale et donc P~—1 =tP, O
Exemple.
13 —4 2
Diagonaliser dans une base orthonormale la matrice A = -4 13 -2
2 =2 10

5.4 Réduction des matrices orthogonales

Propriété. Siu est une application linéaire orthogonale (une isométrie vectorielle) dans un espace euclidien
alors il existe un s.e.v. F de dimension 1 ou 2 stable par uw. Plus généralement, on peut écrire que E = F é_a
é_a F,, ou les (F;) sont des s.e.v. de dimension 1 ou 2 stables par u.

Proof. Soit a un vecteur propre associé & une valeur propre réelle de u (si elle existe). Alors F = Vect(a) convient (donc F
s.e.v. de dim=1).

Sinon, s’il n’existe pas de valeur propre réelle, on considere v = u+u*. Alors v est symétrique donc v admet des valeurs propres
réelles. Soit a un vecteur propre réel de v. Alors u(a)+u*(a) = Aa. Comme u est orthogonal, u*u = Id donc a+u?(a) = Au(a)
soit u2(a) = Au(a) — a. De ceci on en déduit que F' = Vect(a, u(a)) est stable par u.

Pour montrer la décomposition on utilise une récurrence. En effet la proposition est vraie en dimension 1 et 2. supposons
qu’elle est vraie en dimension n et n 4+ 1 et montrons qu’elle est alors vraie en dimension n + 2. Soit F; un s.e.v. de
dimension 1 ou 2 stable par u. Alors Fll est également stable par u (car si x € Fy et y € F1L alors < z,y >= 0 mais
< z,y >=< u(z),u(y) > car u orthogonal, donc < u(z),u(y) >= 0 et u(z) € F1). De plus u restreint & Fj- (c’est-a-dire
'application vy : x € Fi- ~— u(z) € Fj-) est aussi une isométrie. Donc comme Fj- est de dimension n ou n + 1 on peut utiliser
la formule de récurrence et ainsi décomposer Ff‘ comme somme directe orthogonale de s.e.v. de dimension 1 ou 2. Enfin, il

1
suffit d’écrire £ = I} @ Ff- pour conclure. O

Proposition. Si M est une matrice orthogonale alors il existe une base orthonormale e de E telle que:

Ay -0~ 0 0 ---0--- 0

0 0 0 0
o 0o 4, 0 0 0
M= 0 0 0O +1 ---0--- 0
0 : 0 0 0

0 -0~ 0 0 0 +1

cosf; —siné; )

ou les A; sont des matrices de la forme A; := ( sinf;  cosf,
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Proof. 1l est facile de voir que si A est une valeur propre et « un vecteur propre associé non nul alors || f(z)| = |A|||z]| = ||z]]
donc [A| = 1. Si dim F; = 1 alors A\; = £1. Si dim F; = 2, alors u restreint & F; peut avoir pour matrice dans F; une matrice
cosf; —sinéb; .
de type ( sin 6, cos 0 , seule type de matrice dont le module des valeurs propres est 1. O
Exemple.
-7 —4 4
Réduire la matrice A := — 4 —8 —1 | et en déduire quelle est la transformation géométrique de
-4 -1 -8

R? dans IR? associée A cette matrice.

6 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

6.1 Définition et premieres propriétés

Définition. Soit E un espace vectoriel. Une application v : (z,y) € E? — 9(z,y) € R est une forme
bilinéaire symétrique si :

1. Yz € E, Y(y1,y2) € B2, Y(A1,X2) € R?, ¥(x, \y1 + Aaya) = Mb(x, y1) + Aatb(w, y2)
2. V(z,y) € E%, ¥(z,y) = ¥(y,x).

On peut associer de maniére unique & ¥ une application ® : x € E — ®(x) := ¢(x,z) € R appelée forme
quadratique et telle que:

1.Vz e E, VAER, ®(\-z) = \2®(z);
2. V(z,y) € E?, ®(x +y) = ®(x) + P(y) + 2¢(z,y).

Propriété. Réciproquement également: a toute forme quadratique on peut associer une unique forme
bilinéaire symétrique.

Proof. Ceci est évident du fait de la derniére propriété: V(z,y) € E2, ®(z +y) = ®(z) + ®(y) + 2¢(x,y), donc ¥(x,y) =
(@@ +y) - &(z) — 2(y)). m

Exemple.

Pour E = IR®, avec z = (x1,x2,23) et y = (y1,%2,y3), considérer les formes bilinéaires symétriques
V1(z,y) =21 y1 + T2 Y2 + 23 Y3 et Ya(2,y) = T2 Y2 — 371 - Yo.

Définition. On dit que (z,y) € E? sont 1-orthogonauz si ¢ (x,y) = 0.
Exemple.

En reprenant I'exemple précédent, déterminer des vecteurs i1 et 1s-orthogonaux au vecteur v = (1,1, 1).
Définition. On dit qu’une forme quadratique ® sur E est :

e positive, si Vo € E, ®(x) > 0;

o définie, siVx € E, (®(xz) =0);

e dégénérée si ker & := {x e E,VyeE, Y(x,y) = 0}, qui est un s.e.v. de E, n’est pas réduit au vecteur
nul. <= (r =0).

Exemple.
En reprenant ’exemple précédent, étudier si ¥ et 12 sont définies ou/et positive.
Propriété. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit e = (e1,---,e,) une base de E.
e Pour (z,y) € E? de coordonnées (z1,--+,xy,) et (y1,-++,yn) dans la base E,

ZZ P(es, e5)] ziy; et P(x ZZ Y(es, e;) xixj:Z[ (e3)] x+2 Z V(es, e5)] zixj.

=1 j=1 i=1 j=1 =1 1<i<j<n
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e Réciproquement, toute forme quadratique s’écrit :

O(x) = E Qi 5, ou oy € IR pour tout 1,5 =1,---,n, avec a5 = ;.
1<i<j<n

Proof. e On écrit = = Z?:l Tie; et y = Z;Zl zjej, dou YP(z,y) = Z?Zl E?Zl[w(ei,ej)] z;y; d’apres la propriété de
bilinéarité. Ensuite, il suffit d’écrire ®(z) = ¢(z, z).

e Ceci est une conséquence de ce qui précede, et de la symétrie. O
Conséquence.
Soit F un espace vectoriel de dimension finie et soit e = (e, --,e,) une base de E. On définit la

matrice symétrique M (®) = (¥(e;, €5))1<i,j<n € MIR). Alors si (x,y) € E? ont pour matrice colonne de
coordonnées X et Y dans e, on a :

P(x,y) ="X - My ()Y et ®(z)="X-M(P)- X.

6.2 Application linéaire symétrique associée
On suppose ici que E est un espace euclidien muni du produit scalaire < -, - >.

Propriété. Pour toute forme quadratique sur E, il existe une unique application linéaire symétrique u telle
que pour tout x € IE, ®(x) =< z,u(z) >. De plus, Y(x,y) =< x,u(y) > pour tout x, y € E.

PTOOf. Pour y € E, © € E — ¢(z,y) est une forme linéaire de E (du fait de linéarité de ¢. On sait donc d’apres le
Théoréme de représentation de Riesz, qu’il existe z € E, tel que Va € E, ¢(z,y) =< x,z >. Donc pour tout y il existe
un tel z; notons z = u(y). D’apres la bilinéarité de ¢, u est une application linéaire (pour tout z € E, tout yi,y2 € E et
A2 € R, on a @(z,y1) + ¢(x, A2y2) = d(x, y1) + Aed(z, y2) =< z, u(y1) + A2 < z,u(y2) >=< z,u(y1) + A2u(y2) >, mais aussi
o(x,y1) + o(x, Aoy2) = oz, y1 + Aay2) =< z,u(y1 + A2y2) >, donc < z,u(y1) + u(y2) >=< x,u(y1 + y2) > et comme cela est
vrai pour tout € E, alors u(y1) + u(y2) = u(y1 + y2)). Il ne reste plus qu’a montrer que u est unique. Mais si pour tout
z € E, tout y € E, < z,u(y) >=< z,u/(y) > alors < z,u(y) — v/(y) >= 0 et comme cela est vrai pour tout = € IR, alors
u(y) = v/ (y) pour tout y € E. u est bien unique. |

Propriété. Dans toute base e de E, la matrice de ® dans e est également la matrice de u dans e.
Conséquence.

Une conséquence de ceci est que 1'espace vectoriel constitué par I’ensemble des formes quadratiques sur
E (pourquoi est-ce un e.v.?) est isomorphe a I’ensemble des applications linéaires symétriques de E.

Exercice.

Soit E un espace euclidien et v une application linéaire de E dans E (pas forcément symétrique). Montrer
que Papplication ¢ : € E —< x,u(x) > est une forme quadratique sur F et déterminer I’application linéaire
symétrique associée a q.

6.3 Reéduction des formes quadratiques

Proposition. Dans E un espace vectoriel de dimension n, il existe une base orthonormale e (constitué de
vecteurs propres de M.(®)) et des n réels (A\;i)i1<i<n € BBr™ (valeurs propres de M.(®) pouvant étre prises
égales), tels que pour x € E de coordonnées (x1,---,xy,) dans e,

O(z) = i)‘i -3
i=1

Proof. On utilise la représentation ®(X) = *X M(®) X et comme M.(P) est symétrique, on peut la diagonaliser dans
une base orthonormale, d’ott M.(®) = P D!P avec P une matrice orthogonale et D une matrice diagonale réelle, donc
®(X)=tXPD!PX et ainsi avec Y = *PX, on obtient ®(X) =Y DY. O

Corollaire. Avec les mémes hypothéses et notations que précédemment, ® est positive si et seulement si
toutes les valeurs propres de M (D) sont positives et @ est définie positive si et seulement si toutes les valeurs
propres de M(®) sont strictement positives.
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Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension n et ® une forme quadratique sur E. On appelle
signature de ® le couple signature(®) = (p,q) € IN? tel que p (respectivement q) est le nombre de valeurs
propres de M (®) strictement positives (respectivement négatives).

Propriété. Si signature(®) = (p,q) est tel que p+ q < n alors O est dégénérée.
Exemple.

Reprendre Pexemple des formes bilinéaires symétriques de IR, 1, (r,y) =x1-y1 +x2-y2 + x3 - ys et
Yo(w,y) = 22 - Y2 — 371 - Ya.

Propriété. I existe un autre procédé pour réduire une forme quadratique dans un espace euclidien directe-
. . . - o PR o
ment & partir de son expression sous la forme ®(x) = Zlgigg‘gn oyj Tz le procédé d’orthogonalisation de

Gauss. Celui-ci consiste a rassembler tous les termes se rapportant a x1, puis d’écrire

n

n n
15 2 Qqj 2
2 J J
a1xy] + E Q1,15 = 0&11(1‘1 + E l‘j) — ( E J,‘j) .
; — 2011 — 2011
Jj=2 Jj=2 Jj=2

On recommence ensuite avec xo et ainsi de suite...

6.4 Application aux coniques

-,

Soit (O,;,j) un repere orthonormé du plan. Soit (a,b,c,d,e, f) € IR®. On appelle conique C un l’ensemble
des points M (x,y) tels que :

a2 4+2-z-y+c-yP+d-z+e-y+f=0.
On associe a C la forme quadratique :
@(xf—kyf)za-x2+26-x~y+c-y2.

Apres avoir réduit la forme quadratique (on détermine ses valeurs propres A1 et A2) par un changement de
variable lié a un changement de base orthonormale, puis avec un changement de repere, si A\; # 0 et Ay #£ 0,

on en arrive a :
(M(z',y') €C) <= M\ -(2))?+ X2 (¥)? + k=0, avec k € R,

ot 2’ et y' sont des fonctions affines de x et y. Alors :

1. si signature(®) = (2,0) ou signature(®) = (0,2), C peut étre une ellipse (k < 0), un point (k = 0) ou
0 (k> 0).

2. si signature(®) = (0, 2), C peut étre une ellipse (k > 0), un point (k = 0) ou @ (k < 0).

3. si signature(®) = (1,1), C peut étre une hyperbole (k # 0) ou deux droites (k = 0).

4. si signature(®) = (1,0), ou signature(®) = (0, 1), on reprend la réduction de la forme quadratique et
on montre que C peut étre une parabole, deux droites paralleles, une droite ou 0.

6.5 Application a optimisation des fonctions a plusieurs variables



