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Exercice I. On considére I'application
T:DR) — R
& 1
p — (T,p):= lim (np(0) - jz_:l w(ﬁ) :
1) Montrer que T' définit une distribution d’ordre inférieur a un.

On a

(T, ) :=ne(0 Zg&( )Zzn:up Uj 1= @(0)_90<-l2)-
j=1

La formule des accroissements finis fournit
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La série de terme général u; est donc majorée par une somme de Riemann convergente
(puisque d’indice 2). Elle est donc convergente de limite (T, p). Comme chaque T), est
linéaire en @, il en va de méme pour la limite

(T, ) = lim Zu]

n—-+o0o

qui est ainsi une forme linéaire sur D(R). De plus, pour tout compact K C R et toute
fonction test ¢ € D(R) dont le support est contenu dans K, on a

* 1
(T, )| < C sup |¢(z)], ng

zeK
ce qui indique que T est d’ordre inférieur a un.
2) Déterminer le support de T
Soit ¢; € D(R) vérifiant (pour j > 2)

1) ] 1 1
i|=] =1, SU - C - s
%<ﬂ PPe = G+ -1

On obtient alors

(T, ¢5) = ¢; (;) =1



Comme le support de T est un fermé, cela implique

o0

K = {O}U{U le} C suppT .

j=1
Soit alors ¢ € D(R) vérifiant suppgﬂf( = (. Comme (T,,,p) =0, on récupére a la limite
(T, @) =0 ce qui donne suppT = K.

3) En testant T' contre ¢, () := p?xx(p*z) pour p € N et x(-) bien choisi, prouver que T
est une distribution d’ordre un.

On choisit pour x(-) une fonction plateau qui est de classe C*° sur R, qui est positive, qui
vaut 1 sur] —1,1] et 0 pour 2 < |z|. On a alors

supp pp C] — 2,2, sup |op(x)| =sup |yx(y)| = Cy < +oo.
zeR yER

Par ailleurs, pour n > p, on a

(Tnopdl 2D 521 / - = [(Toep)| > —2>0p
i=p 7 P p

Si la distribution T était d’ordre 0, associé au compact K = [—2,2], on pourrait trouver
une constante Ci telle que

Vo € D(R); suppy C [-2,2], |T,¢)| <Ck S[HIQJQ] ()]
re|—2,

Mais cette majoration est contredite par la famille {¢p}, pour p > Ck Cy.

Exercice II. Soit Q un ouvert de R% On se donne ¢ € D(Q). On considére les énoncés
a) et b) suivants :

a) (T, ¢) =0; b) ¢T = 0 au sens de D'(Q).

1) Montrer que b) implique a).

On suppose b). Soit alors x € D(R) une fonction plateau qui vaut 1 sur un voisinage du
support de p. On teste T contre x ce qui donne

(¢T',x) = (T, ox) = (T, ) =0,
c’est a dire a).
2) Montrer que a) n’implique pas b).

Il suffit de fournir un contre-exemple. On prend T = & et ¢ = x avec X ajusté comme d
la correction de la question 3) de ’exercice I. Pour ces choiz, on obtient

(T, @) = (6, x) = —x"(0) = 0.



Par contre
(X8, x(@)) = (3. 2x3(@)) = (80, x*(x)) — (80, 20x (2)x(2)) = —1 £ 0.
On a donc a) sans avoir b).

Exercice III. On admet que :

VM eRY, Elg& \/F/ e4zs dx = 1. (1)

Etant donné e € R¥ , on considére la distribution 7, de D'(R) qui est associée & la fonction
localement intégrable f. définie par :

fe: R — R
1

e
2V/ime

1) Soit ¢ € D(R). Justifier l'existence de 1 € C*(R) tel que ¢(z) = ¢(0) + 2z (z). Donner
une condition nécessaire et suffisante (impliquant ¢) sous laquelle ¢ € D(R).
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1l suffit de remarquer que

pla) = o0 +a [ Hunydt, vl = [ S dr

ot Y est de classe C*° et est a support compact si et seulement si p(0) = 0.

2) On fixe ¢ € D(R). Montrer qu’il est possible de trouver M € R tel que :

VeeRL, (T.,¢) = e T dx—i——/ e iE x) dz + O(Ve).

2\/171
On ajuste M de fagon a ce que suppyp C [—M, M]. En utilisant la question II1.1) suivie
d’une intégration par parties, on obtient

~i d:v—i—

(Tsa@>:2\/l? 2\/;

S
m

= 2\/7 e iz da:—ﬁ _M(?z(e 4is)1/}(x) dx

'/i€ M 22
- em d:c+—/ e 1= ) (x) dx
2\/177 N, Vi)

ce qui fournit le résultat puisque la derniére ligne est un O(\/€).



3) En déduire que la famille (7}). converge dans D'(R) vers la masse de Dirac en 0.

L’identité du II1.2) se traduit par

Tp) = 2L [V 5 aar 0(v8)

N

ce qui apres passage a la limite (£ — 0) utilisant (1) fournit
Jim (Tz, ) = ¢(0) = (do, ).

Exercice IV. Soit p € D(R) vérifiant /Q(y)dy = 1. Etant donné ¢ € D(R), on pose :

VeeR, (@)= o) - ([ p)dy) ela)

1) Montrer que ? admet une primitive ¥ € D(R).
1l suffit de poser
x
U(z) ::/ WY(t) dt.
—0o0

1l est clair que ¥ € C®°(R). Par ailleurs, il existe R € Ry tel que suppy C [—R, R]| et
supp o C [—R, R]. On a alors par construction ¥(x) =0 pour x < —R, tandis que

Ve>R, o ¥(r)= /Rw(y)dy - (/R p(y)dy) (/R oy)dy) = 0.

Ainsi U est a support compact.

2) Soit R € D'(R) vérifiant R’ = 0 au sens des distributions. Montrer qu’il existe une
constante C' € R telle que R s’identifie a la fonction constante égale a C.

C’est un corollaire du IV.1). On calcule

0=(R,¥)=—(R, V) = —(R, o) + (/

#(y)dy) (R, o)
R

ce qui implique que R s’identifie a la fonction constante égale & C' = (R, o).

3) Soit T' € D'(R?) vérifiant 9., T = 0.

3.a) Prouver que pour tout ¢ € D(R) il existe une unique constante S(¢) telle que :
VeeD®), (Tp@i) =S [ pla)ds.

On fize b € D(R) et on considére lapplication S de D(R) dans R définie par

o S(p) = (T, p@).



C’est une distribution vérifiant

<8x157 90> = —<S, am1(p> = _<T7 836190 ®¢> = <ax1T790®1/}> =0.

D’aprés la question IV.2), il existe une constante S(v) telle que S s’identifie d la fonction
constante égale a S(1)).

3.b) En déduire que l'application ¢ +— S(1)) est une distribution et que T'=1® S.

Soit ¢ € D(R) d’intégrale 1 dont le support est dans le compact K. Pour tout compact K
de R et pour tout 1 € D(R) a support dans K, il existe un entier p tel que

(T, @¥)| = [S(W)] < Cg i SUP SUPrerxi |03 (1) Ogzp(a2)|
a|xsp
< Ok(p) sup sup [952¢(x2)|.
|a2|SP IQEK

Ainsi S est une distribution d’ordre inférieur a p et on a

(1@ 8,0@¢) = (1,0)(5,¢9) = (T, @¢).
Comme D(R) x D(R) est dense dans D(R?), cela implique T =1® S.

Exercice V. On considére la fonction f: R — R qui a x associe e
1) Montrer que f définit une distribution tempérée Ty € S'(R).
La fonction f est bornée donc dans S'(R).

2) Ecrire une équation différentielle satisfaite par la fonction f, et en déduire une équation
satisfaite dans S'(IR) par sa transformée de Fourier Ty = F(T) = f.

On a
F(@) — i f(z) = 0

ce qui coté Fourier conduit a

iEf(€) + () =o. (2)

3) En utilisant 'exercice IV, prouver l'existence d’une constante ¢ € C telle que :
N g2
V¢ eR, Tp(§) =ce 2.
ie2 o
La distribution R := e%f(f) vérifie
g2 s A
R =e7 (i£f(§)+ [(§) =0.

On applique la question IV.2) aux distribitions Re R et Im R pour récupérer R = ¢ pour
un certain ¢ € C.



4) On admet que :

(z)x
.7-'( %> V2 67, /e = x—24\fe i,
R

o £ .
En testant T’ contre e™2°, déterminer la valeur de c.

Soit a calculer

N 2 (+i)e? i
e ) = [ ol Ve
2

2

= (T}, F(e™ 7)) = V2 (Ty,e 7)) = V2 /
i)

:\/27r/e_<1+2> de = /27 24 VTe's.

dx

D’on Uon déduit ¢ = /27 €' .
5) Soit ¢ € D(R). Etablir que :

VeeRy, (/) elss =

On remarque que

Hf(z/e),p)srs = <f(§f(~’v/5))vf71¢>scs = (f(£€)), L /emgsﬁ(ﬂf)d@&,s

2w
—ie2e2 1 C o 2& R
— <C€ )%@(*5»8’78 = % Re 16735 @(—5) dg

6) Quelle est la limite au sens de S'(R) de la famille f(x/¢e)/e lorsque ¢ tend vers 0 par
valeurs positives 7

La famille {v.}. définie via

2
2§
€3

UE(&) =e @(*5)’ € E]Ov 1]

converge ponctuellement vers $(—&). Elle est uniformément bornée selon

[0:(6)| < |&(=6)| € L(R).
Le théoreme de convergence dominé fournit

1 282 282

lim 7/6—25 T (=€) de = lim 1/6‘“ 2 p(€) d§

e=0+ 2 e=0+ 27

_ % /R p(€) de = F1(2)(0) = (0).



La limite de f(xz/e)/e dans S8'(R) lorsque ¢ tend vers 0 est donc ¢ dp.

Exercice VI. Soit P € R[ X}, -+, X4] un polynoéme & d variables. On suppose P # 0. En
remplagant X; par d,,, on obtient un opérateur différentiel P(9) & coefficients constants.

1) Montrer qu’une distribution & support compact T € &'(R) vérifiant P(9)T = 0 est
nécessairement nulle.

C6té Fourier, cela donne P(i€)T =0 ot T(€) est une fonction de classe C* en tant que
transformée de Fourier de T € E'(R). L’ensemble des zéros de P(-) est isolé. En effet,
dans le cas contraire, la fonction P(-) est nulle sur le voisinage d’un point & et, par
analycité, sur R? tout entier de sorte que P=0 puis P = 0 en contradiction avec les
hypothéses. Par conséquent T est nulle sur un ensemble dense, et donc sur R tout entier
par continuité. Ainsi T = 0.

2) On suppose de plus que P ne s’annule qu’a lorigine de R?. Montrer que les solutions
tempérées T € S'(R) de I’équation P(9)T = 0 sont toutes polyndmiales.

Coté Fourier, cela donne P(zf)f’ =0 o cette fois-ci T' est une distribution dans S'. Soit
alors ¢ € S(R) dont le support est dans R?\ {0}. On a

(P(i)T, P(i€)p) = (0, P(i)p) = 0 = (T, p(£)).

Ainsi suppT = {0} ce qui implique (voir le cours) que T est une somme de dérivées de
masses de Dirac en zéro. Aprés Fourier inverse, cela donne un polynome.



