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Question de cours. On se place sur R𝑁 avec 𝑁 ∈ N*.

Q1. Soit 𝑆 ∈ 𝒟′(R𝑁 ), 𝑇 ∈ ℰ ′(R𝑁 ) et 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑁 ). On rappelle que :

∀𝜙 ∈ 𝒟(R𝑁 ) , ⟨𝑆, 𝜙⟩ = ⟨𝑆, 𝜙⟩ , 𝜙(𝑥) = 𝜙(−𝑥) .

Etant donné 𝑥 ∈ R𝑁 , donner la définition de 𝑆 * 𝜙(𝑥) puis de 𝑇 * 𝑆 :

𝑆 * 𝜙(𝑥) = ⟨𝑆, 𝜙(𝑥− ·)⟩ = ⟨𝑆, 𝜙(𝑥+ ·)⟩ ⟨𝑇 * 𝑆, 𝜙⟩ = ⟨𝑇, 𝑆 * 𝜙⟩ .

Q2. On note 𝑇 la transformation de Fourier de 𝑇 ∈ 𝒮 ′(R𝑁 ) . Etant donnés 𝑇 ∈ 𝒮 ′(R𝑁 )
et 𝜙 ∈ 𝒮(R𝑁 ), rappeler la définition de :

⟨𝑇 , 𝜙⟩ = ⟨𝑇, 𝜙⟩ ℱ(𝜙)(𝜉) ≡ 𝜙(𝜉) =
∫︁
R𝑁

𝑒−𝑖 𝑥·𝜉 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 .

Exercice I. Résoudre dans 𝒮 ′(R) l’équation différentielle 𝑢′ + 𝑢 = 𝛿0.

Cela implique :

(𝑒𝑥 𝑢)′ = 𝑒𝑥 𝛿0 = 𝛿0 .

ce qui donne dans 𝒟′(R) :

∃𝐶 ∈ R ; 𝑢(𝑥) = 𝑒−𝑥 𝐻(𝑥) + 𝐶 𝑒−𝑥 .

Comme 𝑒−𝑥 n’est pas à croissance sous-polynômiale lorsque 𝑥 → −∞, la condition
supplémentaire 𝑢 ∈ 𝒮 ′(R) impose 𝐶 = 0.

Exercice II. Etant donnés (𝑎, 𝑏) ∈ R2, 𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟(R2) et 𝜙(𝑥) ∈ 𝒟(R), calculer :

⟨𝛿′
𝑎 ⊗ 𝛿′

𝑏, 𝜓⟩ = 𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ⟨𝛿′

𝑎 * 𝛿′
𝑏, 𝜙⟩ = 𝜙′′(𝑎+ 𝑏) .

Exercice III. On rappelle que

ℱ(𝛿0) = 1 , ℱ−1𝑇 = 1
(2𝜋)𝑁

̃︂ℱ𝑇 .
Calculer la transformée de Fourier des distributions tempérées 𝑢 ∈ 𝒮 ′(R) qui sont associées
aux fonctions suivantes :

III.1) 𝑢(𝑥) = 𝛿
(𝑘)
0 avec 𝑘 ∈ N.

�̂�(𝜉) = (𝑖 𝜉)𝑘 .



Puisque 𝛿(𝑘)
0 ∈ ℰ ′(R), on peut utiliser la formule :

𝛿
(𝑘)
0 (𝜉) = ⟨𝛿(𝑘)

0 , 𝑒−𝑖 𝜉 𝑥⟩ = ⟨𝛿0, (−1)𝑘 𝜕𝑘
𝑥(𝑒−𝑖 𝜉 𝑥)⟩ = (𝑖 𝜉)𝑘 ⟨𝛿0, 𝑒

−𝑖 𝜉 𝑥⟩ = (𝑖 𝜉)𝑘 .

III.2) 𝑢(𝑥) = 𝑥𝑘 avec 𝑘 ∈ N.

�̂�(𝜉) = 2𝜋 𝑖𝑘 𝜕𝑘
𝑥𝛿0 .

De la question III.1), on a

𝛿
(𝑘)
0 = ℱ−1(︀

(𝑖 𝜉)𝑘)︀
= 1

2𝜋
˜ℱ
(︀
(𝑖 𝜉)𝑘

)︀
,

ce qui conduit à
ℱ(𝜉𝑘) = 2𝜋 (−𝑖)𝑘 ̃︂

𝛿
(𝑘)
0 = 2𝜋 𝑖𝑘 𝛿(𝑘)

0 .

Exercice IV. Il existe une suite de polynômes qui converge vers 𝛿0 au sens de 𝒮 ′(R).
Indication : A l’aide de l’exercice II, interpréter cette affirmation côté Fourier.

OUI - NON

Soit (𝑃𝑛)𝑛 une telle suite de polynômes. Alors :

𝑃𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝛼𝑘 𝜕

(𝑘)
𝑥 𝛿0

doit converger vers 1 au sens de 𝒮 ′(R). Autrement dit :

∀𝜙 ∈ 𝒮 ′(R) , lim
𝑛→+∞

⟨𝑃𝑛, 𝜙⟩ = ⟨1, 𝜙⟩ =
∫︁
R
𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 .

On obtient une contradiction en prenant une fonction test 𝜙 ∈ 𝒟′(R) vérifiant

supp 𝜙 ∩ {0} = ∅ ,
∫︁
R
𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 ̸= 0 .

Exercice V. Soit 𝑇 ∈ ℰ ′(R) et 𝜙 ∈ 𝒮(R). On suppose que 𝑇 * 𝜙 ≡ 0. Alors 𝑇 est la
distribution nulle (𝑇 ≡ 0) ou 𝜙 est la fonction nulle (𝜙 ≡ 0).

OUI - NON

Côté Fourier, on doit avoir 𝑇 𝜙 ≡ 0. Il s’agit donc d’ajuster 𝑇 et 𝜙 de façon à ce que

𝑇 ̸≡ 0 , 𝜙 ̸≡ 0 , supp𝑇 ∩ supp𝜙 = ∅ .



Mais comme 𝑇 est à support compact, la fonction 𝑇 est analytique. Soit elle vaut zéro,
soit ses zéros sont isolés. Dans le premier cas, on a 𝑇 ≡ 0. Dans le second cas, on a
𝜙 = 0 sur un sous-ensemble dense (en dehors des zéros de 𝑇 ), et donc 𝜙 ≡ 0 puis 𝜙 ≡ 0
sur R tout entier.

L’hypothèse 𝑇 ∈ ℰ ′(R) joue un rôle essentiel. La conclusion est différente si on suppose
seulement 𝑇 ∈ 𝒟′(R). Par exemple, pour 𝑇 = 1 et 𝜙 = ℱ−1𝜓 où 𝜓 est n’importe quelle
fonction dont le support est disjoint de {0}, on a 𝑇 *𝜙 ≡ 0 sans pour autant avoir 𝑇 ≡ 0
ou 𝜙 ≡ 0.

Exercice VI. La distribution

𝑇 = 𝑖
∑︁
𝑛∈N

𝑒𝑛 𝑒𝑖 𝑒𝑛
𝛿𝑛(𝑥) +

∑︁
𝑛∈N

𝑒𝑖 𝑒𝑥
𝛿′

𝑛(𝑥) ∈ 𝒟′(R)

est tempérée.

OUI - NON

Cela se voit difficilement par un calcul direct. Par contre, on peut observer que :

𝑇 = 𝑖
∑︁
𝑛∈N

𝑒𝑥 𝑒𝑖 𝑒𝑥
𝛿𝑛(𝑥) +

∑︁
𝑛∈N

𝑒𝑖 𝑒𝑥
𝛿′

𝑛(𝑥)

puis que 𝑇 = 𝜕𝑥𝑆 avec :
𝑆 =

∑︁
𝑛∈N

𝑒𝑖 𝑒𝑥
𝛿𝑛(𝑥) .

Comme 𝒮 ′ est stable sous l’action des dérivations, il suffit d’établir que 𝑆 ∈ 𝒮 ′. Cela
résulte de l’inégalité

|⟨𝑆, 𝜙⟩| ≤ |𝜙(0)| +
(︁ ∑︁

𝑛∈N*

1
𝑛2

)︁
sup
𝑥∈R

𝑥2 |𝜙(𝑥)| ≤ 𝐶 𝒩2(𝜙)

qui fait apparaître à droite un controle par une semi-norme de 𝜙 dans 𝒮(R).


