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Dans le cas d’une réponse par OUI ou par NON, on demande d’entourer la bonne réponse
(ou de barrer la mauvaise réponse). Si c’est OUI, donner une preuve. Si c’est NON,
fournir un contre-exemple.

Question de cours. Soit Ω un cône ouvert de R𝑁 avec 𝑁 ∈ N*. On fixe 𝛽 ∈ R. Etant
donné 𝜆 ∈ R*

+, on note 𝑀𝜆 l’homothétie de R𝑁 de rapport 𝜆. Donner la définition de ce
qu’est une distribution homogène de degré 𝛽.

𝑇 ∘ 𝑀𝜆 = 𝜆𝛽 𝑇 .

Exercice I. Il n’existe pas de distribution 𝑇 ∈ 𝒟′(R) et de fonction 𝜙 ∈ 𝒟(R) vérifiant
à la fois supp 𝑇 = {0} et 𝜙(0) = 𝜙′(0) = 0 mais ⟨𝑇, 𝜙⟩ ≠ 0.

NON

Soit 𝜒 ∈ 𝒞∞
𝑐 (R) vérifiant 𝜒 ≡ 1 sur un voisinage de 0. On prend 𝜙(𝑥) = 𝑥2 𝜒(𝑥) et

𝑇 = 𝛿
′′
0 . On a alors supp 𝑇 = {0} et 𝜙(0) = 𝜙′(0) = 0 mais :

⟨𝛿′′
0 , 𝑥2 𝜒(𝑥)⟩ = ⟨𝛿0,

(︀
𝑥2 𝜒(𝑥)

)︀′′
⟩ = ⟨𝛿0, 2 𝜒 + 4 𝑥 𝜒′ + 𝑥2 𝜒′′⟩ = 2 .

Exercice II. Déterminer la limite dans 𝒟′(R) de la suite de distributions suivantes :

lim
𝑛−→+∞

𝑛2 (𝛿1/𝑛 + 𝛿−1/𝑛 − 2 𝛿0) = 𝛿
′′
0 .

Exercice III. La fonction qui à (𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∖ {0} associe 𝑓(𝑥, 𝑦) := (𝑥 + 𝑖 𝑦)−1 s’étend
en une distribution d’ordre 0 sur R2.

OUI

Etant donné 𝜙 ∈ 𝒞∞
𝑐 (R2) avec supp 𝜙 ⊂ 𝐵(0, 𝑅] , on pose :

⟨𝑇, 𝜙⟩ :=
∫︁
R+

∫︁
S1

𝑒−𝑖 𝜃 𝜙(𝑟 𝑒𝑖 𝜃) 𝑑𝑟 𝑑𝜃 , |⟨𝑇, 𝜙⟩| ≤ 4 𝜋 𝑅 ‖ 𝜙 ‖∞ .

Ainsi 𝑇 est une distribution d’ordre 0 qui (après passage en coordonnées polaires) coincide
avec 𝑓 sur R2 ∖ {0}.



Exercice IV. Soit 𝐻 : R −→ R la fonction d’Heaviside qui vaut 0 pour 𝑥 < 0 et 1 pour
𝑥 > 0. Calculer au sens des distributions ce que vaut :

On utilise la formule de Leibniz :{︁ 𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆

}︁ (︁
𝐻(𝑥) 𝑒𝜆 𝑥

)︁
= 𝑒𝜆 𝑥 𝐻 ′(𝑥) + 𝜆 𝑒𝜆 𝑥 𝐻(𝑥) − 𝜆 𝑒𝜆 𝑥 𝐻(𝑥) = 𝑒𝜆 𝑥 𝛿0 = 𝛿0 .

Exercice V. Etant donné 𝜙 ∈ 𝒟(R), on pose :

⟨𝑇, 𝜙⟩ =
∫︁ ∫︁

R2
𝑒−𝑥2−𝑦2

𝜙
(︀
sin (𝑥 𝑦)

)︀
𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Donner sans justification ce que vaut le support de 𝑇 .

supp 𝑇 = [−1, 1] .

Exercice VI. On travaille dans 𝒟′(R). Soit 𝛿 la masse de Dirac en 0 et 𝐻 la fonction
d’Heaviside (qui vaut 0 pour 𝑥 < 0 et 1 pour 0 ≤ 𝑥).

VI.1. Calculer les produits de convolution suivants :

𝛿′ * 1 = (𝛿 * 1)′ = 1′ = 0 .

𝛿′ * 𝐻 = (𝛿 * 𝐻)′ = 𝐻 ′ = 𝛿 .

VI.2. A-t’on la propriété d’associativité : (1 * 𝛿′) * 𝐻 = 1 * (𝛿′ * 𝐻) ?

NON

En utilisant la question VI.1, on obtient :

(1 * 𝛿′) * 𝐻 = 0 * 𝐻 = 0 , 1 * (𝛿′ * 𝐻) = 1 * 𝛿 = 1 .


