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Corrigé

Exercice 1. Question de cours. Soit (u,),cy une suite réelle.
1. Rappeler la définition de la suite est majorée
2. Rappeler la définition la suite est convergente

3. A partir de ces deux définitions, donner une démonstration de la proposition suivante :
Si la suite est convergente, elle est magjorée.

1. Dire qu’une suite (u,) est majorée signifie qu’il existe un réel M tel que pour tout entier n, on a u, < M,
ou encore

IMER,YneEN, u, < M.

2. Dire qu’une suite (u,) est convergente signifie qu’il existe un réel ¢ tel que
Ve >0,3IN,VneN, (n> N = |u, —{| <e¢).

3. Supposons que (u,) converge et soit ¢ sa limite. Choisissons ¢ = 1 dans la définition 2. On peut trou-
ver un entier N tel que pour tout entier n > N, on a |u, — ¢ < ¢, dou u, < ¢ +¢e = £+ 1. Soit
M = sup{ug,...,un,f+ 1}. On a alors u,, < M pour tout entier n. Donc (u,) est majorée.

Exercice 2. )
On pose uy = u; = 0 et u, = (Inn)» pour tout entier n tel que n > 1. Démontrer que la suite
(un)nen est convergente et déterminer sa limite.

En passant par la forme exponentielle, on obtient u, = exp[ZIn(Inn)]. On a limlnn = 4oo, donc
n

limIn(Inn) = 400 et comme lim 2 = 0, on obtient une forme indéterminée 0 x cc.
n n

Pour lever 'indétermination, on peut remarquer que In(lnn) tend vers +oo moins vite que n; pour cela,

Inz In(Inn) Inn .

on peut utiliser la limite lim = 0, puis écrire %ln(ln n) = oa ot

on a alors limlnl(linn) =0 et
T——+00 n nn

In

lim 22 = 0, donc lim 2 In(Inn) = 0. Comme lim expx = 1, on obtient lim u, = 1.
n n z—0 n

Exercice 3. Soit f la fonction numérique définie sur |0, +oo[ par f(z) = 3(z + 1). On considére
la suite (u,)nen définie par :

U = 3
{ un+1 = f(u,) pour tout n appartenant a N

1. Etudier les variations de f sur l’intervalle |0, +ool.
2. Déterminer les points fixes de f sur |0, +o0].

3. Sur le schéma gradué, dessiner le graphe de la fonction f, sa tangente au point d’abscisse
x =1 et les premieres marches de 1’escalier permettant de visualiser les premiers termes
de la suite.

4. Démontrer que pour tout n appartenant a N, on a : u, > 1.
5. Montrer que la suite (u,)y est décroissante.

6. La suite (u,)y est-elle convergente et si oui, quelle est sa limite ?

1. La fonction f est dérivable et on a pour tout # > 0, f'(z) = §(1 — %) ; d’'ott f'(z) > 0 pour z > 1 et
f(xz) <0 pour 0 < z < 1. La fonction f est donc décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1, +oo.
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2. Un point fixe de f est un réel z du domaine de définition de f tel que f(z) = x, c’est-a-dire %(x + %) = .

Cette équation est équivalente a % = z, c’est-a-dire 2 = 1; comme z > 0, la seule solution est z = 1. La

fonction f a donc un seul point fixe qui est égal a 1.

3. La tangente en 1 est horizontale. Pour x petit, la fonction se comporte a peu prés comme z +— % et pour

x grand, comme x — %
X

<
<)

4. On sait que f(1) = 1 et que f est croissante sur I = [1,4o0[, donc pour tout > 1, on f(z) > 1.
L’intervalle I est conservé par f. On sait qu’alors, si ug € I, la suite reste dans I. C’est le cas puisque
ug = 3, donc u, > 1 pour tout n.
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5. Soit n € N. on a upy1 — up = %(un + i) — Uy, = %(—un + i) = %(
Upt+1 — Uy < 0. La suite est donc décroissante.

Autre méthode. On a u; = %(3 + %) = %, donc u; < ug. Soit n € N. Supposons que up+1 < u,. Comme
1 < upy1 et comme f est croissante sur [1,4+00[, on a f(upt1) < f(uy), donc upto < upy1. Par récurrence

sur n, on obtient u,y1 < u, pour tout n, c’est-a-dire que la suite est décroisante.

); comme u, > 1, on obtient

5. La suite est décroissante et minorée par 1. Elle est donc convergente (et sa limite est supérieure ou égale
a 1). Sa limite est un point fixe de f, donc ne peut étre que 1. On a lim u,, = 1.
n

Exercice 4.
Déterminer la nature convergente ou divergente de chacune des séries E u, dont le terme
général u,, est donné pour n € N* par :

o _ (n))? _( L e
@ w=rnm ® @ = Gagp)
@ w= (&) = (~1)"cos (1)



(a) La suite a tous ses termes positifs et pour tout n € N*, on a 0 < u,, < ﬁ Le terme de droite v,, = ﬁ

est le terme général d’une série de Riemann d’exposant %; cette série est convergente puisque % > 1. Par
comparaison, la série ) u, est donc convergente.

(On peut aussi voir que lim ¥ = 1 et utiliser le théoreme de comparaison de deux suites a termes positifs
n n

équivalents).
(b) La suite a tous ses termes strictement positifs. On peut donc essayer d’utiliser la régle de d’Alembert. On

o Gnil _ (eED2 @0 (ne41)? unpr _ _ (+3)°
i = CEAD) (D2~ @A entY) = @ DesD)
Un+4+1 __

On en déduit que la suite (“Z—:l) converge et que liTILn - = i. Comme 0 < % < 1, la série converge d’apres
la regle de d’Alembert.
(c) Les termes de la suite sont tous positifs a partir du rang n = 6. On peut donc essayer d’utiliser la regle de

. En mettant les termes prépondérants en facteur

1
Cauchy. On a (un)% = n2j§1 = %(llj%) Donc la suite ((un)%) converge et sa limite est 0. Comme 0 < 1,
la regle de Cauchy montre que la série converge.
(d) La série est alternée. On a |u,| = ﬁ, donc la suite (|u,|) converge vers 0; d’autre part, la suite

(1++/n) est positive et croissante, donc ﬁ est décroissante. Le critere des séries alternées montre que la

série est convergente.

(e) Puisque lim ; = 0 et lim cosz = 1, on a limcos () = 1, d’ott lim |u,| = 1. La suite (u,) ne converge
n M z—0 n n n

pas vers 0, donc la série est grossierement divergente.



