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Exercice 1. Soient (uy)nen €t (vp)neny deux suites réelles. On suppose que lirf U, = 400 et
n—-roo

lim v, = +oo.
n—-+00

On a lim wu,v, = +o0o.
n—-+o0o

Démonstration

On veut montrer que pour tout M > 0, il existe un ng tel que pour tout n > ng, on ait u,v, > M.
Fixons M > 0, arbitrairement grand.

Par définition, dire que lirf Uy = +oo signifie que pour tout M; > 0, il existe un n; tel que pour tout
n—-roo

n > ni, on ait u, > My ; en considérant M; = v/ M, on voit qu’on peut choisir un n; tel que pour tout
n > ny, on ait u, > v M. De méme, lim v, = 400, donc on peut choisir un ns tel que pour tout n > no,

n—-+00
on ait v, > VM.
Posons ng = max(ni,ng). Alors pour tout n > ng, on a uyv, > VM X VM = M, ce qui donne le résultat.

Erreurs et difficultés rencontrées. - Le texte n’est pas compris : on demandait une démonstration a partir

des définitions et non simplement quelque chose du genre ”on sait que si lim wu, = +oo = lim wv,, alors
n—-—+0o0o n—-+00
lim wu,v, = +00 X +00 = +00”.
n——+o00
- La définition de lirf Uy, = +00 est trop souvent fantaisiste.
n—-roo

- Plus délicat : on obtient comme ci-dessus "pour n > ng, u,v, > MoM:” ; puis "on pose M = MyM;, etc
..” Mais ceci ne répond pas a la question : c’est M qui est arbitraire et pas My et M ; il faut donc choisir
My et M, en fonction de M et pas l'inverse.

Exercice 2. Pour chacune des suites ci-dessous, dire si elle converge ou non et démontrer votre
affirmation.

1. La suite (wy,)nen telle que pour tout n € N, w,, = (1 + (721)71 )™

Pour tout n, on a wy, = (3)?" = (§)". Comme J > 1, la suite géométrique (ws,) (de raison §) diverge.

Si (wy,) convergeait vers une limite réelle ¢, ce serait aussi le cas de la sous-suite (wa,). Donc (wy,) ne
converge pas.

Erreurs et difficultés rencontrées. - On arrive a écrire : 7 lirf (=)"=0!car | -1 <1”
n—-+0oo
(autre version 7 lim (—1)" = +o0, car | —1| > 17 ).
n—-—+00
- On écrit : "pour n pair, lim w, = +o0” (au lieu de lim wy, = +00) et pour n impair,
n—-—+00 n—-—+00

lim w, =0" (aulieu de lim wsg,+1 = 0) et on force la conclusion en disant ” (w,) ne converge pas,
n—-+00 n—-+o0o

car elle a deux limites”.
- Plus subtil : ”la suite (1 + %) ne converge pas, donc ((1+ %)”) ne converge pas” ; ceci revient
a dire que si ((1+ #)”) convergeait, (1+ %) convergerait aussi; mais si par exemple, as, = —

1
2
et agn+1 = —3, la suite ((1+ a,)") converge mais la suite (1 + a,) ne converge pas.



2. La suite (v,)nen+ telle que pour tout n € N*, v, = (3" + 2”)%

On a une forme indéterminée (+00). En mettant en facteur le terme prépondérant 3" dans

la parentheése, on obtient v, = 3[1 + (%)"]%, puis en passant a la forme exponentielle, v, =
3exp[LIn(1+ (2)")].Ona lim (2)" = 0 (suite géométrique de raison 2 € [0, 1[) et lim In (1 + z) = 0,
n—+00 z—0
donc lim In(1+4(3)") = 0 dott lim 2In(1+(3)") = 0; comme limexpz = 1, on obtient
n—+o00 n—+0o0o z—0
lim v, = 3.
n—-+00
Erreurs et difficultés rencontrées. -7 lim [21n(1+ (3)")] =0, parce que lim In(1+ (2)") = +oo et
n—+oo " n——+00
n 'emporte sur In” (variante : ”parce que lim B2 — 4 00”) : attention ceci veut dire lim 12 =0,
—+o0 T n—+oo M
5N 1nun _ Inun, _
d’ou, quand nll)I}_l Up = 400, nErEOO v = 0 et non pas ngrfm = =0.

3. La suite (u,)nen+ telle que pour tout n € N*, u,, = \/n + % — \/ _

n

Ici, on a une forme indéterminée +o0o — (400). En multipliant par la quantité conjuguée, on obtient
2
Uy = ———"———. Comme le numérateur % converge vers 0 et le dénominateur \/ n+ % + \/ n
Nty /n—

tend vers —|—oo ona lim wu,=0~0.
n—-+4o0o

Erreurs et difficultés rencontrées. On écrit ” lim L =0, donc lim (/n+ 1 = lim /n (¥), don
n—-+oo " n—-+00 n n—-+00

lim wu, = hm (\f —/n) =07, i.e. on remplace 4/n % par \/n, qui a la méme limite, mais ne

n—-4o00
lui est pas égal

Exercice 3. Soit (uy,),ecn une suite réelle. Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est
vraie et dans ce cas, démontrer le résultat, ou fausse et dans ce cas donner un contre-exemple.

1. Si la suite (u,) converge, on a lirf (Upt1 — up) = 0.
n—-roo

Vraie : si lim w, = ¢ (avec £ € R), on a aussi lim up41 =4, dot lim (upt1 —up) =€ —0=0.
n—+oo n—+o0o n—+o0o

2. Si lim (upt+1 — u,) =0, la suite (u,) converge.
n—+00

Fausse. Prendre par exemple la suite (u,,) définie par u,, = \/n pour tout entier n ; on a lir_irrl Uy = +00
n—> (o0}

donc la suite (u,) ne converge pas. Cependant, 0 < up11 —uy =vVn+1—+/n= \/7+\f f’ donc
lim (upy1 —uy) =0.

n—-+00

Autre contre-exemple : (u,) = (Inn).



