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Exercice 1. On se donne deux réels z € R et y € R. On considere
I'ensemble E = {z,y}. Comme a l'usuel, on note "max (x,y)” le ma-
jorant de E. Montrer que :

r+y+|r—yl
. .

max (z, ) =

La formule est symétrique en x et y. Il suffit donc de traiter le cas
x <y. On a alors max (z,y) =y et par ailleurs :
r+y+le—yl r+yt+y-—z
2 B 2

Probleme. Un étudiant loue une chambre pour trois ans. On lui
propose deux types de contrats de location (un contrat de location
s’appelle aussi un bail).

- Contrat A : Un loyer de 200 euros pour le premier mois puis une
augmentation de cing euros par mois jusqu’a la fin du bail.

- Contrat B : Un loyer de 200 euros pour le premier mois puis une
augmentation de deux pour cent par mois jusqu’a la fin du bail.

On note u, (resp. v,) le montant (en euros) du loyer a payer dans le
cadre du contrat A (resp. B) a l'issue du n®™ mois. On a ainsi u; = 200
et v = 200.

On note U,, (resp. V,,) la somme totale (en euros) déboursée dans le
cadre du contrat A (resp. B) a l'issue du n*™ mois. On a ainsi :

Un:u1+"'+un7 Vn:U1+"'+Un.

1. Calculer pour chacun des deux contrats A et B le loyer a payer a
lissue du 2™ mois :

U9 = 205 Vg = 204 .

2. Déterminer les deux réels a € R et b € R qui sont ajustés de facon
a ce que Upt, = Uy + a et v, = bo,.

a=5 b=1,02.
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3. Soit n € N*. Exprimer u,, et v, en fonction de n.

Par récurrence sur l'entier n, en utilisant le 2., on obtient :
U, =200 +5(n—1) v, = (1,02)"1 x 200.

u
4. Identifier, lorsque n tend vers 400, la limite du quotient nil

Un—f—l

D’apres ce qui précéde, on a :
1
Un+1 _ + i > n .
Uner (L,02)7 200 (L,02)"
La Proposition 4.2 du cours, cas (iii), donne :
1
li =0
oo (1,02)"
La Proposition 4.5 du cours, cas (i) appliquée avec p =1 et ¢ = 1,02,
conduit a :

I -
im — =
n—s-+o0 (1, 02)”

Finalement :
un+1

0.

lim =0.

n—teo Upy

Autrement dit, pour n trés grand, le loyer v, devient beaucoup plus
élevé que le loyer u, !

5. Soit n € N*. Exprimer U, et 'V, en fonction de n.

U, =200 + (200 4 5) + - - - + [200 + 5 (n — 1)]
=200n+5 1424+ (n—1)]
=200n+5n (n—1)/2.

V, =200 [141,02+4 -+ (1,02)" ]

1—(1,02)" 4
=200 X ————— =10" [(1,02)" —1].
6. Quel est le contrat qui s’avere le plus avantageux une fois les 36
mois écoulés (a justifier par le calcul) ¢

On trouve Uszg = 10350 > Vz6. C’est donc le contrat B qui est le
plus avantageux sur la durée (3 ans) impliquée. Il faut attendre plus
longtemps pour que le contrat A devienne le plus intéressant.



