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Nom : Prénom :

Exercice 1 (changement de bases).
Soit 𝜑 la forme bilinéaire dont la matrice par rapport à la base canonique est ( 1 2

2 6 ). Soit
la base ℬ = {

(︀−2
1
)︀

, ( 1
0 )}. Déterminer la matrice de 𝜑 par rapport à la base ℬ.

Réponse :
(︃

2 0
0 1

)︃
.

On note ℬ = (𝑓1, 𝑓2). Pour trouver la matrice recherchée, une première méthode consiste
à calculer ses coefficients 𝑎𝑖𝑗 := 𝜑(𝑓𝑖, 𝑓𝑗). Par exemple, on trouve :

𝑎11 = 𝜑(
(︀−2

1
)︀

,
(︀−2

1
)︀
) = (−2, 1)

(︃
1 2
2 6

)︃(︀−2
1
)︀

= (−2, 1) ( 0
2 ) = 2.

On fait de même avec

𝑎12 = 𝑎21 = 𝜑(
(︀−2

1
)︀

, ( 1
0 )) = 0, 𝜑(( 1

0 ) , ( 1
0 )) = 1.

Une seconde méthode (en fait équivalente) consiste à utiliser la formule (vue en cours)
qui implique la matrice de passage, à savoir :(︃

2 0
0 1

)︃
=
(︃

−2 1
1 0

)︃𝑇 (︃
1 2
2 6

)︃(︃
−2 1
1 0

)︃

Exercice 2 (encore un changement de bases).
On considère la forme quadratique 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 −4𝑥𝑦+𝑦2. On pose 𝑥′ = 𝑦 et 𝑦′ = −𝑥+2𝑦.
Que devient la forme quadratique 𝑞 exprimée en terme de (𝑥′, 𝑦′) ?

Réponse : 𝑞(𝑥′, 𝑦′) = −3𝑥′2 + 𝑦′2.



Pour trouver cette réponse, il faut d’abord exprimer (𝑥, 𝑦) en fonction de (𝑥′, 𝑦′). Cela
revient à résoudre un système de deux équations à deux inconnues qui donne 𝑥 = 2𝑥′ − 𝑦′

et 𝑦 = 𝑥′. Cela se voit aussi par inversion de matrice :

( 𝑥
𝑦 ) =

(︀ 0 1
−1 2

)︀−1 (︁ 𝑥′

𝑦′

)︁
=
(︀ 2 −1

1 0
)︀ (︁

𝑥′

𝑦′

)︁
.

Après substitution dans la formule pour 𝑞, on récupère :

𝑞(𝑥′, 𝑦′) = (2𝑥′ − 𝑦′)2 − 4(2𝑥′ − 𝑦′)𝑥′ + (𝑥′)2 = −3𝑥′2 + 𝑦′2.

Exercice 3 (Est-ce un produit scalaire ?).
Dans R3, on regarde la forme bilinéaire suivante

𝜑(𝑢⃗, 𝑣⃗) = 𝑢1𝑣1 − 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1 + 𝑢1𝑣3 + 𝑢3𝑣1

3.1. Déterminer la forme quadratique 𝑞 associée 𝜑.

Réponse : 𝑞(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑢2
1 − 2𝑢1𝑢2 + 2𝑢1𝑢3.

3.2. Décomposer cette forme quadratique 𝑞 selon l’algorithme de Gauss.

Réponse : 𝑞(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢1 − 𝑢2 + 𝑢3)2 − (𝑢2 − 𝑢3)2.

3.3. Trouver un vecteur 𝑢⃗ avec 𝑢⃗ ̸=
(︁ 0

0
0

)︁
tel que 𝜑(𝑢⃗, 𝑣⃗) = 0 pour tout vecteur 𝑣⃗.

Réponse : 𝑢⃗ =
(︁ 0

1
1

)︁
, par exemple.

Exercice 4 (rang et signature d’une forme quadratique).
Dans R3 on définit une forme quadratique par 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑧2 − 4𝑥𝑦 − 2𝑦𝑧.

1.1. Décomposer cette forme quadratique selon l’algorithme de Gauss.

Réponse : 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 − 𝑦)2 − (𝑦 + 𝑧)2 + 4𝑧2

1.2. Déterminez le rang et la signature de cette forme :

Réponse : rang(𝑞) =3 signature(𝑞) =(2, 1)

1.2. Déterminez (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 (avec (𝑥, 𝑦, 𝑧) ̸= (0, 0, 0)) tel que 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0

Réponse : (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 1)

Exercice 5 (un exemple plus abstrait d’une forme bilinéaire).



On note R2[𝑋] l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus 2. Sur cet espace on
définit une forme bilinéaire 𝜑 par

𝜑(𝑃, 𝑄) = 𝑃 (2) × 𝑄(2).

Par exemple, pour 𝑃 = 𝑋2 −1 et 𝑄 = −𝑋 +5 on obtient 𝜑(𝑃, 𝑄) = (22 −1) ·(−2+5) = 9.
Dans ce qui suit, justifiez très brièvement vos réponses.

5.1. La forme 𝜑 est-elle symétrique ?
Réponse : Oui

5.2. La forme 𝜑 est-elle positive ?
Réponse : oui car 𝜑(𝑃, 𝑃 ) = 𝑃 (2)2 > 0 pour tout polynôme 𝑃

5.3. La forme 𝜑 est-elle non-dégénerée ?
Réponse : non : par exemple pour 𝑃 (𝑋) = 𝑋 − 2 on a 𝜑(𝑃, 𝑄) = 0 pour tout 𝑄

5.4. La forme 𝜑 est-elle un produit scalaire ?
Réponse : non, puisqu’elle est dégénerée.

Par exemple pour 𝑃 (𝑋) = 𝑋 − 2 ̸= 0 on a 𝜑(𝑃, 𝑃 ) = 0.

Exercice 6 (Méthode de Gram-Schmidt).
On munit R2 du produit scalaire 𝜑 dont la matrice dans la base canonique est

(︁
1 −1

−1 5

)︁
.

On considère la base ℬ = {⃗𝑏1, 𝑏⃗2} avec 𝑏⃗1 = ( 1
1 ) et 𝑏⃗2 = ( 3

1 ).
Utiliser la méthode de Gram-Schmidt pour transformer la base ℬ en une base {𝑣⃗1, 𝑣⃗2}
qui est orthonormée pour le produit scalaire induit par 𝜑.

Réponse : 𝑣1 =
(︃

1
2
1
2

)︃
, 𝑣2 =

(︃
1
0

)︃
Attention ici à ne pas utiliser le produit scalaire usuel, associé à la base canonique !

On rappelle que :

𝜑
(︀
(𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′)

)︀
= (𝑥, 𝑦)

(︃
1 −1

−1 5

)︃(︃
𝑥′

𝑦′

)︃
= 𝑥𝑥′ − 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦 + 5𝑦𝑦′.

Pour obtenir 𝑣⃗1, on normalise 𝑏⃗1 selon 𝜑 ce qui donne

𝑣⃗1 = 𝑏⃗1√︁
𝜑(⃗𝑏1, 𝑏⃗1)

= 1
2

(︃
1
1

)︃
.



Pour obtenir 𝑣⃗2, on commence par projeter 𝑏⃗2 sur l’orthogonal de 𝑣⃗1 (au sens de 𝜑)
suivant la formule :

𝑐⃗2 := 𝑏⃗2 − 𝜑(⃗𝑏2, 𝑣⃗1) 𝑣⃗1 =
(︃

3
1

)︃
−
(︃

1
1

)︃
=
(︃

2
0

)︃
.

Puis on normalise 𝑐⃗2 pour récupérer :

𝑣⃗2 = 𝑐⃗2√︀
𝜑(𝑐⃗2, 𝑐⃗2)

= 1√
4

(︃
2
0

)︃
=
(︃

1
0

)︃
.


