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1 Rappels

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1. On dit que H est un espace de Hilbert s’il et linéaire ! et muni d’un produit
scalaire (-,-), c’est-a-dire une application H x H — C qui vérifie :

— linéarité a gauche;

— symétrie hermitienne (donc semi-linéarité a droite) ;

— caractere défini positif.

Un produit scalaire (-,-) étant donné, on considére la norme associée || - | donnée par
||| := +/(x, z), qui vérifie :

— el = [ [|ull;

— llu+oll < lull + [Jvll;

— lull = 0 et [lul = 0] = [u=0].

Ezercice 1.2. Trouver une CNS pour qu’une norme soit issue d’un produit scalaire. Réponse :
il faut et il suffit que la norme vérifie I’égalité du parallélogramme.

Propriété 1.3 (inégalité de Cauchy—Schwarz). |(u,v)| < ||ul|||v]]

Définition 1.4. — On dit que H est complet si toute suite de Cauchy est convergente
(dans H).

— On dit que H est séparable s’il existe une partie dénombrable dense dans H.

Ezemple 1.5. Les espaces suivants sont complets : o
— CY, muni du produit scalaire (u,v) := Zszl ukvki(ofl u=(u',...,u

— (%(N), muni du produit scalaire (u,v) := 372 ; uFvk;
— L%(Q) ot © C RY, muni du produit scalaire (u,v) := [, u(x)v(z)dz;

I

1. Comprendre : espace vectoriel.



— HYQ), I = 0,1,2,..., défini par I'ensemble des u € L2(Q),D% € L2(Q) V]|a| = 1
(note?) avec D; := —i% et la notations multi-indicielle. On munit cet espace du
J
produit scalaire (u,v) := (u, v)r2 + 3|q=(D%u, D*v)1 2.

2 Opérateurs fermés

Définition 2.1. A, D C H. On dit que A est fermé si :
V(fa) € DA, [fa = f et Afa — g] = [f € D(A) et Af =]
Théoréme 2.2. Supposons que A~™' existe. Alors A est fermé ssi A™! est fermé.

Démonstration. Soit U : H®H — H & H définie par U(f, g) := (g, f). Ona G(A™!) = UG(A)
et comme U est une isométrie on a G(A) fermé ssi G(A™1) fermé. O

Théoréme 2.3. Si l'opérateur A est fermé alors N'(A) est fermé.

Démonstration. Soit f, € N(A) qui converge vers f. Or, f, — f et Af, =0 donc comme A
est fermé on a f € D(A) et Af =0 donc f € N(A). O

Théoréme 2.4 (Banach). Soit A fermé. On suppose de plus que D(A) est un sous-espace
fermé de H ; alors A est borné. En particulier, si D(A) = H alors A € B.

Remarque 2.5. Cela explique donc pourquoi 'on va s’intéresser au cas ou D(A) est dense.
Corollaire 2.6. A fermé, A~ existe et R(A) fermé. Alors A~ est borné.

Démonstration. On a D(A™!) = R(A); par un théoréme précédent, A~! est fermé donc
D(A™!) est fermé et on utilise le théoréme précédent. O

Théoréme 2.7. Si A est fermé et ||Af| > c||f|| avec ¢ > 0 Vf € D(A) alors R(A) est un
sous-espace (fermé).

Démonstration. ||Af|| > c||f| donc A™! existe et |[Ag| < L||g|| Vg € D(A™!) = R(A) donc
A~ est borné, donc fermé donc D(A™1) = R(A) est fermé (avec B = A~1, si f,, — f alors
Bf, — g (car de Cauchy car B borné) donc comme B est fermé on a f € D(B) et g = Bf. O

Définition 2.8. Supposons que G(A) n’est pas fermé; G(A) 'est, mais est-ce le graphe d’'un
opérateur B? On veut donc que (z,y1) = (x,52) = w1 = y2 et y1 = Bx. Cela est donc
équivalent & (0,y) € G(A) <= y = 0. Finalement, G(A) = G(B) et B =: A s’appelle
Uadhérence de A.

Remarque 2.9. Que veut dire (0,y) € G(A)? Cest (xn,yn) — (0,y) avec y, = Ax, (et
xn € D(A). Si A admet une adhérence, on a donc y, = 0; c’est en fait exactement la définition
d’un opérateur qui admet une adhérence (donnée juste apres celle d'un opérateur fermé).

Remarque 2.10. Soit A une extension fermée de A (en particulier, G(A4) C G(A). L’opérateur

A est la plus petite extension fermée de A. En effet, G(A) = G(A) C G(A).

Tous les opérateurs « pas trop pathologiques » admettent une fermeture. On introduit
l’adhérence pour distinguer ’extension la plus naturelle.

Ezemple 2.11 (Retour sur un exemple précédent). Opérateur A défini sur C'[0,1] C L2(0,1)
par Af = —if’. Vérifier que A admet une adhérence et calculer A.

2. Clest équivalent de mettre |a| <1 si £ est bien choisi.



3 Opérateurs adjoints

Rappelons que si A € B(H) alors il existe un unique opérateur borné A* tel que (Af,g) =
(f,A*g) Vf,g € H. Que faire pour les opérateurs non bornés? On suppose que A est défini sur
D(A) qui est dense dans H.

Définition 3.1. On dit que g € D(A*) si g« € H,(Af,9) = (f,g9+) Vf € D(A). On définit
alors A*g := g,.

Remarque 3.2. L’élément ¢g* est unique en vertu de la densité de D(A).
Propriété 3.3. Lopérateur A* est linéaire et fermé.

Démonstration. La linéarité découle des propriétés du produit scalaire. Pour la fermeture, il
suffit de vérifier que si g, — g et si A*g, — h alors g € D(A*) et A*g = h. D’aprés ces
hypotheses et par continuité du produit scalaire, on a Vf € D(A), (Af,g) = (f, h). O

Propriété 3.4. Si A C B alors B* C A*.

Soit W : H @& H — H @ H lisométrie définie par W(f,g) := (—g, f).

Remarque 3.5. L'ensemble (WG(A))*L est un graphe : si (0,h) y est alors Vf € D(A), (0,h) L
(—Af, f) donc (0, Af) + (h, f) = 0 donc h € D(A)* = {0} car D(A) est dense.

On a en fait le théoréme suivant.
Théoréme 3.6. (I/VQ(A))L = G(A*).

Démonstration. On a (g,h) L WG(A) ssi —(g9, Af)+ (h,f) =0Vf € D(A) ssi g € D(A*) et
h=A*g! O

Théoréme 3.7. Si A existe alors A" = A*.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les graphes sont égaux. Or, G(A*) = (WG(A))* =
L —\\ L —k
(WG(A)) = (WG(4))” =G(4). O

Théoréme 3.8. On a la décomposition orthogonale H = R(A) & N (A*).

Démonstration. y € N'(A*). Alors (Ax,y) = (x, A*y) = 0 donc y € D(A)*.
Si y est orthogonal & R(A) alors (Az,y) = 0 Vo € D(A). Or, (Az,y) = (z,y«) et y. =0
donc y € D(A*) et A*y =y, = 0. O

Remarque 3.9. On a donc 'égalité traditionnelle D(A*) = R(A)*L.

Théoréme 3.10. (On rappelle que D(A) est dense dans H ). On a D(A*) dense dans H ssi A
existe. Sous cette hypothése, on a (A*)* = A.

Remarque 3.11. Ce théoréme fournit donc un moyen de déterminer si A admet une adhérence,
et si c’est le cas de déterminer cette adhérence.

Lemme 3.12. (WG(B))* est un graphe <= D(B) = H.
1

I

Démonstration. Rappelons que la premiere condition est équivalente a (0, h) € (WG(B))
h =0. (z,Bx) € G(B) et donc (—Bz,x) € WG(B). Ainsi, (0,h) L (—Bz,z) <= (h,z) =
on conclut en remarquant que [(h,z) =0 Vz € D(B) = h=0] <= D(B)=H.

oL



Démonstration du théoréme. On reconsidere W (f,g) = (—g, f), qui vérifie W2 = —id (dans
H O H). On a WG(A*) = W((WG(A))L). De manitre générale, on a W (M)t = (WM)*
(VM,V isométrie W). Ainsi, on obtient WG(A*) = (W(WG(A)))*+ = (W2G(A))*+ = G(A)*.
Ainsi, G(A) = (WG(A*))*.

Posons B := A*. G(A) = (WG(A*))* est un graphe <= D(A*) = H par le lemme, et on
a déja vu que G(A) est un graphe ssi A admet une adhérence.

Ainsi, I'opérateur A* admet un adjoint A** := (A*)*. On a G(A**) = (WG(A*))* = G(A)

(théoréeme 3.6), ce qui est bien stir équivalent a A** = A. O

Exemple 3.13. Reconsidérer notre exemple A := —iL dans L2(0,1) avec D(A) = C[0, 1].

4 L’algébre B = B(H)

4.1 Définitions et premiere propriétés

Un opérateur A est dans B ssi ||Af]| < c||f]] Vf € H. L’espace B est linéaire, stable par
adjonction et par composition. Quels sont sont ses idéaux stables par adjonction (du coup
forcément bilateres) ?

Théoréme 4.1. Si & est un idéal alors Gy C & C &4 ou & est l'idéal des opérateurs de
rang fini et G est l'idéal des opérateurs compacts.

On rappelle que A € & si dimR(A) < o0, et que A € G est compact si pour toute partie
M bornée la partie AM est relativement compacte.

Proposition 4.2. L’opérateur A est compact ssi Vf, — 0, Af, = 0.

Démonstration. Supposons f, — 0 et supposons, quitte & extraire, que |Af,|| > ¢ > 0. Or,
(fn) est bornée donc comme A est compact, quitte & extraire on peut supposer que Af, = g.
Or, Af, = 0 (hé oui :-) ) donc on a g = 0, en particulier |Af,|| — 0 ce qui est absurde.
Considérons maintenant une suite (f,,) bornée. Ainsi, elle est faiblement compacte donc
quitte & extraire on peut supposer qu’elle converge faiblement vers un élément f. Ainsi, par
hypothése on sait que Af, = Af; c’est gagné! O

Théoréme 4.3. Si A, € S et ||A— A,|| = 0 alors A est compact.

Démonstration. Soit M une partie bornée (de norme < ¢). Pour f € M,|[(A — A,)f| <
I|A — A, f]| ; pour € > 0, on peut choisir n assez grand pour que ||[A — A,| < e. Ainsi, {A,f}
est un e-réseau compact pour Af donc est compact. (On peut aussi utiliser la précompacité.)

Autre démo. Soit f, = 0. On a ||Af,]l < [[(A—Aw) full + | Amfnll. On sait que Ve, IN, n >
N = ||Afu|l < e. Choisissons m tel que ||[A — A,,|| < e. Choisissons maintenant n tel que
|Am frll < € (possible car A, est compact). Ainsi, si ||f.|| < ¢ (elle est bornée car faible-
ment convergente) on obtient ||Ang|| < (¢ + 1)e. Ceci pour tout €, donc on récupére bien la
convergence. U

Remarque 4.4. En particulier, une limite uniforme d’opérateurs de rang fini est compacte et
I'ensemble G, est fermé.

Remarque 4.5. Si la topologie est plus faible, I’adhérence est plus forte : 'adhérence de & est
B tout entier.



Propriété 4.6. L’ensemble & est stable par multiplication par des éléments de B.

Démonstration. Montrons que si A est compact et B borné alors BA est compact. Si (fy)
converge faiblement vers 0 alors (Af,) converge fortement vers 0 donc (BAf,) aussi et c’est
gagné. De plus, (Bf,) converge aussi faiblement vers 0 et donc (AB f,,) converge faiblement. [

Théoréme 4.7. Si A est compact alors A* aussi.

Démonstration. L’opérateur A est compact donc A*A et AA* aussi. Ainsi, si (f,) converge
faiblement vers 0 alors (AA* f,,) converge fortement vers 0, donc en particulier (AA* f,,, f,) =
| A* f4]|? — 0 d.e. (A*f,,) converge faiblement vers 0. O

4.2 Théoréeme spectral pour les opérateurs compacts autoadjoints

Soit A un opérateurs autoadjoint. Tout d’abord, remarquons que les valeurs propres (c’est-
a-dire les A € C telles que 3¢ # 0, Ap = A¢@) sont réelles, et des vecteurs propres associées a des
valeurs propres différentes sont orthogonaux. Notons —A\] < —A; < -+ <0<+ <A < AT
les valeurs propres de A. Remarquons que ’espace propre associé & une valeurs propre non nulle
est de dimension finie (raisonner par 'absurde et utiliser la transformation de la convergence
faible en convergence forte).

On a également :

Af =2 N oo = D A (fodn )
n=1 n=1
Remarque 4.8. En dimension finie, il existe une transformation U unitaire telle que AU =
Udiag(A1, ..., An).

Si A est de plus positif, alors il reste seulement Af = >0° | AF(f, ;)i et on peut définir
G(A)f == S0 d(N)(f, &) )b, par exemple avec ¢ := /. Ainsi, il existe B > 0 tel que
B? = A on note B = VA.

Remarque 4.9. En fait, la racine existe pour tout opérateur positif (non forcément compact)
et on va méme utiliser ce résultat tout de suite.

4.3 Décomposition polaire

Soit A € B. L’opérateur A* A est autoadjoint positif : on peut donc considérer |A| := VvV A* A,
qui est autoadjoint. De plus, ||Af||? = (A*Af, f) = (JA*f, f) = |||A|f||? donc on obtient :

[ASI = 1AL

En particulier, N'(A4) = N(|A]). Or, R(A*) ® N(A) = H donc (par orthogonalité) on a
R(A*) = R(|A]).

Théoréme 4.10. [l existe W : R(A*) — R(A) isométrie bijective telle que A = W|A| (on
prolonge W a tout lespace par W|pr4) = 0).

Remarque 4.11. L’opérateur W joue le réle du e? dans z = ¢%|z|. C’est donc I’analogue de la
décomposition polaire !



Démonstration. (Construction). Si f € R(]A]) alors il existe x tel que f = |A|z. On définit
alors W par W f := Az (bien définie car N (A) = N(JA]). On a donc W : R(|A]) — R(A)

et |[Wf| = ||[Az|| = |||A|z] = ||f]| donc W est une isométrie, qui est bien surjective par
construction. Finalement, on a Az = W f = W|A|z et c’est gagné! On conclut par le théoréme
de prolongement des isométries. O

4.4 Comparaison des deux sections précédentes

Soit A compact. On a |A|¢, = A (|A])én (cf. décomposition de Popérateur autoadjoint
Al

Définition 4.12. s,(A4) := M\ (|A]) = VA (A*A) sont les valeurs singuliéres de A.

Ona Af =W|A|f =320 M(A])(f, dn)W ¢y, ; notons 1, := We,. Alors on obtient (c’est
la représentation de Schmidt) :

AF =S su(A)(f260)n
n=0

Remarque 4.13. L’opérateur A n’est pas a priori autoadjoint !

On peut appliquer ce résultat aux résultats suivants.

Fermeture des opérateurs de rang fini.

Théoréme 4.14. 57 A € & alors il existe des A,, € &gy qui convergent uniformément vers A.
Autrement dit, I’adhérence des opérateurs de rang fini est l’ensemble des opérateurs compacts.

Démonstration. On reprend les notations précédentes. Notons :

N

ANT = Z sn(A)(f, dn)¥n
n=0
On a [[(A—=AN)fII? = |55 Sn(fs n)tn||? done par le théoréme de Pythagore on obtient

Yoo Sal(f0n)1? < 5301 Xonsn [(fr 0n)|? < 534411 f]|? et en conclut car les valeurs singulieres
convergent vers 0. 0

Expression de 1’adjoint. On a :

o0

A'g =" 5u(A)(g, ¥n)Pn
n=0
En effet, (Af,g) = 3 su(f, ¢n)(¥n, g) = (f, A*g) et c’est bon :-)

Remarque 4.15. On trouve donc l'adjoint en « inversant » W, comme c’est le cas pour les
complexes.

De part cette formule pour A*, on a donc A* ¢, = Sy, donc AA* ¢, = s2,1,,. Rappelons
que par définition, on avait A* A, = s2¢,. Ainsi, on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.16. AA* et A*A possédent les mémes valeurs propres.



4.5 Propriétés des valeurs singulieres

Soit A compact. Ses valeurs singuliéres sont les valeurs propres de |A| = v/ A*A, ou encore
les racines carrés des valeurs propres de A*A. La suite (s,) décroit, est positive et converge
vers 0.

Théoréme 4.17. On a s1(A) = ||A].

Démonstration. On a Af = 3= su(f, ¢n)tn donc [|Af|* = X s3|(f,dn)* < s I(f, 0n)* <
s2||£]1? donc ||A]| < s1. En considérant Ag; = s11p1 on obtient |A¢;|| = s1 donc c’est gagné :)
O

Théoréme 4.18. On a s,(A) = sp(A%).
Démonstration. Les valeurs propres non nulles de AA* et de A* A sont les mémes (déja vu). O

Remarque 4.19. On écrit A =3, o 8n(, &n)Pn.-

4.6 Principe du min-max
Définition 4.20. Si L est une partie de H, son défaut est défini par Def(L) := L*.

Théoréme 4.21 (Principe du min-max). Soit A un opérateur compact autoadjoint. Alors :

)\1:|1:+1(A) = min I?é‘i( £ALT)
dlm(Def(L))<"Hf|| 1

Démonstration. (On démontre dans le cas +.) On écrit A =Y A\ (-, o0)db — S AL (-, 6,,) 5, -
Notons L, := vect(¢],...,¢; ). Pour f € L,, on a

(AF, ) =D ALI(F om) TP >A+Z|f,<z>m 2= AP
m=1

donc le max est plus grand (on prend L := L;-, et donc on a Def(L) = L,, et dim Def(L) < n).
De plus si f € LL on a (Af f) < Zm<n+1)‘ +1|(f7 ¢m)|2 < >‘n+1 (f’ ¢m)|2 < >‘n+1||f||2

Finalement, on a bien /\n |1 qui est supérieur ou égal au minmax.

Supposons que I'inégalité est stricte. Il existe donc L avec dim Def(L) < n tel que A >
max ger, | f|=1(Af, ). En prenant f € L,y1 N L (on a dim Ly =n+ 1 et dim L+ <n)ona
donc (Af, f) < An41 par la premiere inégalité de cette démonstration. C’est une contradiction
avec A, > max. O

Soit maintenant 7' compact (par forcément autoadjoint) et A := T*T. On obtient donc 3
AT = Aa (T°T) = i max 7]
Def(L)<n || f||=1

donc en en déduit :
sn(T) = min max 1711l
Def(L)<n | f||=1

En découlent quelques propriétés.

3. On omet d’écrire dim.



Propriété 4.22. Avec B € B, on a s,(BT) < ||B||sn(T) > sp,(T'B).

Démonstration. La premiere inégalité est triviale, et on obtient 'autre en passant a 1’adjoint.

O
Théoréme 4.23. s,41(T) = mingg x<y, |7 — K|
Démonstration. Soit rg K < n;on a

w1 (T) < Tf| = T-K)f|<|T-K
sn(T) < max [Tf] = max [I( A<l |
Ifll=1 Ifll=1

et on peut passer au minimum (& inf).

En écrivant la relation de Schmidt pour 'opérateur T" (i.e. T' = 3" sn (-, ¢pn)¥n) €t en posant
K=Ky =351 5m( Om)¥m, ona: (T—K)f=35,11Sm(f; m)¥m puis [[(T - K)f|I? =
S st S5l (F o) = 52, £ et done [[(T — K)F] < swia[l£] et done |7 — K| < sp4a(T).
C’est gagné! (Et c’est bien un min;-) ) O

Corollaire 4.24. Soient T1 et Ty deux opérateurs compacts. On a :
Snamy1(T1 + 1) < 5,(T1) + 5 (T2)

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que si rg/K; < n—1et rgKs < m — 1 alors
rg(Ky + K2) <n+m — 2. Ainsi :

Snpm—1(T1 +To) < ||Th + T — Ky — Ko < ||Th — Ku|| + [| T2 — Ko

Or, on peut choisir K tel que ||T7 — K1|| = s,(T1) et ||T2 — K2|| = sm(12) : on déduit alors le
corollaire de I'inégalité précédente. O

Corollaire 4.25. Si T, T" sont compacts alors |s,(T) — s, (T")| < ||T' —T"||.

5 Idéaux de Schatten—von Neumann

5.1 Définitions et premieres propriétés

Rappelons que &g € & C 6, C B; les idéaux, notés &), sont les idéaux les « plus
importants ».

Définition 5.1. Pour p > 0, on dit que T" opérateur compact appartient & &, (on dit de classe
p) si:

o0

z sP(T) < oo

n=1
L’idéal &4 s’appelle I'idéal de Hilbert—Schmidt, et &; est 'ensemble des opérateurs d trace.
Remarque 5.2. Ces idéaux sont un peu comme les espaces ¢(N*).
Définition 5.3. Si p > 1, on définit la norme de T € &), par ||T||) := 372 b (T).

Remarque 5.4. C’est bien une norme. Si toutefois p < 1, || - ||, définit une quasi-norme, c’est-
a~dire |11 + Ta|| < ¢p(|T1|lp + |72]|p). (On a donc ¢, =1sip > 1.)



Propriété 5.5. Sips >p1 ona &g C 6, C6,, C 6 et siT € &y, alors || T||p, < ||T|p,-

pP2—P1

22— P2—p1

Démonstration. SiT € &), ,onay, sh? =3 sbrsh>P1 < (3" sPl)s; P2 <3 sPI(3-sPr) 1 =
14P2=P1_P2

(o) =

Propriété 5.6. SiT € &, alors T* € G,,.

Démonstration. Les valeurs singuliéres sont les mémes :-) O

Propriété 5.7. Si B; € B et T € &, alors | Bi1T Bzl < ||Billl|T||p||Bz||-
Démonstration. On a vu que s,(B1TB2) < ||B1||sn(T)| B2]- O

Théoréme 5.8. L’espace &) est linéaire, de Banach sip > 1. Il est méme séparable et en fait
So y est dense.

Démonstration partielle. 11 suffit de montrer que si T; € &, alors T1 +T15 € &,,. On utilise pour
cela I'inégalité suivante (c’est un théoréme précédent) :

Son(T1 + T3) < sop—1(T1 4+ T2) < s,(T1) + sn(T3)

On conclut en utilisant le fait que #P est stable par somme. O

5.2 Inégalité de Holder

Théoréme 5.9. Sip,q > 1 sont conjugués, si'T € &, et Q € &y alors :

TR < 1Tl Qllq

Démonstration partielle. La preuve utilise 'inégalité suivante :

> sk(TQ) < sk(T)sk(Q)

k<r k<r

C’est trivial pour r = 1 car s; est la norme. Cela reste vrai si r > 2 mais c’est plus dur :-)
Fort de cette inégalité, en utilisant 1’'inégalité de Holder classique on obtient

q

B =

S s@Q) < [ Ys@r) [ si(@)

k<r k<r k<r

donc en faisant tendre r vers l'infini on conclut. O

5.3 Opérateurs a trace
5.3.1 Préliminaires

Rappelons que les opérateurs a trace sont les éléments de &1, c’est-a-dire les opérateurs T
qui vérifient Y o2 ; s, (T) < 0.

Lemme 5.10. On suppose qu’il existe une base orthonormée (BO) (gy) telle que 3" ||Tgn|? <
o0o. Alors T € G.
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Démonstration. Soit f, — 0. On va montrer que T* f,, = 0.

On a |[T*full?> = S04 [(T* fr, gm)|? (égalité de Parseval) = 3, |(fn, Tgm)>. Chaque
terme de la somme converge vers 0 quand n — oo (car (fy,) converge faiblement vers 0); on
peut majorer chaque terme par || f,|/?|Tgm||? et on conclut par convergence dominée car (f;,)
est bornée (on obtient donc une majoration indépendante de n par le terme général d’une série
convergente). O

Théoréme 5.11. Si T € B est positif et s’il existe une BO (gy,,) telle que > (Tgn, gn) < 00
alors T' € &y et pour tout BO (hy,) on a > (Thy, hy) = ||T1.

Démonstration. Par hypothese, on a donc 3 |[vVTgn||> < oo donc VT est compact donc T
également.
On peut donc écrire T = >"7°_ 1 A (v, Gm ) o Ainsi,

Thn—ZA i, i)

t (Thi, hn) =, )\m|(hn,¢n)|2 et donc :

>_(Thn, ) Z Al (s $m)
En permutant (c’est 1égitime car les termes sont positifs), on obtient

Z(Thmhn) = z:Arn”d’mH2 = Z)‘m = ||TH1

En considérant d’abord h,, = g, puis une BO (h,,) quelconque on conclut. O

Théoréme 5.12. Soit T € &4 et soient (gy), (hy) deux familles orthonormées (par forcément
des bases). Alors :

> (Tgn, hn)| < [IT1

Démonstration. Ecrivons T = 32°°_, s,(-, ¢m)tm (attention, ce n’est pas la méme chose que
dans la preuve précédente). On a donc

= Z Sm(gn> dm)¥m
(Tgn, hn) = Z $m(Gns @m) (Y, )
[(Tgn, hn)| < Zsm‘(gmfﬁm” | (Yms ha)|

d’oli en sommant en n et en permutant les sommes (on a le droit car les termes sont positifs)
et en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz :

Z|<Tgn,hn>|s;st (ngn,<z>m )(Z\wm, " )

Et on conclut par I'inégalité de Bessel que la somme de gauche est plus petite que > S ||Om ||| m]] =
> sm = |IT11- O
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Théoréme 5.13. Soit T € B. Alors pour toutes familles orthonormées (gn,), (hyn) on a :
Z(Tgn,hn) <o = T e

Démonstration. On écrit la décomposition polaire ' = W|T'|. La famille (g,,) est une BO dans
R(|T|). Avec hy, := Wg, on a :

Z(\T|gn,gn) = Z(W‘T’9n7Wgn) = Z(W‘Tygmhn) = Z(Tgm hn) < o0

Ainsi, par le théoréme 5.11 on a que |T| € &; et donc T' = W|T'| € &; (et aussi donc la
possibilité de prendre (gy), (h,) quelconques). O

Théoréme 5.14. Soit T € B. S’il existe une BO (gy) telle que " ||Agn|| < 0o alors A € &;.

Démonstration. Ecrivons A = W|A|. On a vu que |[Ag,|| = |||A|gn]|. 11 suffit, d’apres I'égalité
précédente, de montrer que |A| € &; i.e. on peut supposer A > 0. Or, :

> (Agn,gn) <D 1Agall < o0

donc par le théoreme 5.11 cela conclut. O
Théoréme 5.15. L’application || - ||1 est une norme sur &;.

Démonstration. 11 suffit de montrer I'inégalité triangulaire.

Si (gn), (hy) sont des BO alors (avec A = A + Ag)

> (Agn, ha)l < 0 1(Avgn, bl + D 1(Aagn, ha)l < [[Azl1 + [ A2

d’apres le théoreme 5.12. Par le théoréme 5.13, on a A € G;.
Posons maintenant A = 3 s, (v, ¢n)¥pn. On a Ay, = sy, et donc (Adp,, Um) = Sp. Ainsi,
la quantité > [(Agn, hn)| avec g, = ¢y, et hy, = ¢, donne Y s, = ||Al|1 donc on conclut. [

Théoréme 5.16. On a les propriétés suivantes.
— &1 est complet.
— &g y est dense (pour la norme || -||1), en particulier &1 est séparable.

Démonstration. Complétude Soit |4, — Al 2™ 0. On a donc Sk sk(An — Ap) 2.
En particulier, 51(A, — Ap) = [|An — Apl| =5 0 (cf. apres).
Pour € > 0,3IN,Vn,m > N, > sp(An—Ap) <e. Ona sip(A—A) < ||[A—B]. Or, il existe
A € B tel que ||A, — Al| — 0 (pour la norme sur B). L’inégalité précédente montrant
que les s; sont continues pour la norme usuelle, on peut donc passer & la limite quand
m — oo dans la somme précédente donc on obtient Y, sp(A, — A) < e. (Sommer pour

k=0 a M, passer a la limite (¢a marche car les termes sont positifs) puis faire tendre
M vers 'infini :) ).

Densité On écrit la décomposition de Schmidt A = Y s, (-, ¢, )1, et considérons les opéra-
teurs Ay = nyzl Sn(+, dn)n € S¢. Les valeurs singulieres de A— Ay sont Sy11, SN+1,-- -
donc ||A — Aull1 = Xjon sk — 0 car la série converge.

O
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5.3.2 Trace
Soit A € &4.

Définition 5.17. Soit (g,,) une BO. On pose :

o0

tr A = Z(Agn,gn)

n=1

Théoréme 5.18. Si (g,) est une BO alors Y (Agn,gn) est absolument convergente, et la
somme ne dépend pas du choix de la BO (gy,).

Démonstration. On écrit A =3 Sm('» gbm)wm On a Ag, = Zm Sm(gm qu)lbm et (Agnagn) =
> m Sm(9n, &m)(¥m, gn). En sommant :

Z(Agm Gn) = Z Z Sm(gn, dm) (Um, gn)
n m
On prouve la convergence absolue et du coup on peut permuter car les termes sont positifs.

S 1(Agar ga)l < 305" sl (g S, 9)]
= é:n Zn:(gm G| (P gn)|
< ;sm\/inj (g0, m)2 3 [ )P
2 smllomlllvml
S <o

Ce calcul montre aussi que 'on peut permuter les sommes dans I’égalité initiale, et on

obtient donc :

Z(Agmgn) = Zsm Z(gna¢m)(wmygn) = Zsm(¢m7¢n)

(par le théoreme de Parseval) et donc la somme des (Agy, gn) ne dépend pas de la BO choisie !
O

Remarque 5.19. En dimension finie, on a bien tr A = >"(Agn, gn) si (gn) est une BO!

Propriété 5.20. 1. [tr A| <> [(Agn,gn)| < || A4]1-
2. SiA>0 alorstr A= (Agn,gn) = || 4|1

Ainsi, tr est une fonctionnelle continue de norme 1.

3. trA* =trA.

Démonstration. Découle des théoreme précédents, et le dernier découle des propriétés de la
somme :) O

Théoréme 5.21. SiT € & et R € B sont tels que TR et RT sont dans &1. Alors tr(TR) =
tr(RT).

13



Démonstration. On écrit T =Y sy (+, ¢m)m. Alors on a successivement

Tan = Z Sm (ana ¢m)wm
(T Rapn, o) = Z Sm(Rn, on)

tl"(TR) = Z Sn(R¢n7 ¢n)
On a T¢, = s, donc RT'¢,, = 8, R,. Ainsi :

tr(RT) =Y (RT¢n, bn) = Y sn(Ribn, én)

n

O]

Remarque 5.22. Dans la démonstration précédent, on a utilisé le fait que la somme qui définit
la trace ne dépend pas de la BO choisie.

Corollaire 5.23. A € &1, U unitaire. Alors :

tr(UTAU) =tr A
Démonstration. On pose T :=U*A et R:=U et on a RT = A car U est unitaire. O
Théoréme 5.24 (Lidski). Si A € &1 alors tr A =3 A\, (4).

Remarque 5.25. On ajoute une valeur propre autant de fois que sa multiplicité algébrique (que
Pon a pas définie), c’est-a-dire comme en dimension finie.

Théoréme 5.26. Si ¢ : &y — C est une fonctionnelle (continue), alors il existe un opérateur
R € B tel que £(A) = tr(RA), et de plus ||l|| = | R]|. Ainsi, (&1) est isométrique a B.

Remarque 5.27. C’est encore une fois comme en dimension finie :)

On peut se demander & quoi ressemble (So)".

Théoréme 5.28. V/ € (6,),3Q € &1,4(A) = tr(QA) et de plus ||l|| = ||Q]|1- Ainsi, (Gx)’
est isométrique a Gy.

Remarque 5.29. Les deux théoremes précédents sont les analogues de ce qui se passe pour les
espaces LP avec B les fonctions L™ et G, les fonctions continues.

Remarque 5.30. En particulier, G, n’est pas réflexif.

5.4 Classe de Hilbert—Schmidt
5.4.1 Premiers résultats

Cet espace Gy joue le role de I'espace L?; les démonstrations seront plus simples que dans
la section précédente.

Théoréme 5.31. Si || Agn|? < 0o pour une BO alors A € &y et si (hy) est une BO alors
AR |2 = | All3 = X s,

14



Démonstration. On a d’apreés I'égalité de Parseval 3 [ Agnll* = 3, 1 [(Agns hin) 2 = X [(gny A*him) [ =
S ||A*hyy||? donce la quantité de gauche ne dépend pas de la BO (g,,) choisie :) En particulier,

avec g, = ¢, (cf. décomposition de Schmidt) alors A¢, = s, et donc ||Ad,|* = s2 donc
Y[ Agal® = [ A¢ul® = || Al CQFD. O

Remarque 5.32. De la démonstration découle I'égalité || All2 = ||A*||2.
Théoréme 5.33. Si A1, Ay € Gy alors A= A1 + Ay € &y et ||All2 < [|Ai]l2 + || Az2]|2-

Démonstration. /32 [[Agnll> < VX ([Avgnll + [[A20n])? < VETA1g] + V32 [[A290]* (on a
utilisé I'inégalité triangulaire dans £2). O

Théoréme 5.34. L’espace Go est complet et Sg y est dense.

Démonstration. Méme démo que dans la section précédente. O

Théoréme 5.35. 57 A1, Ay € Gy alors A := A1 Ay € &1 et on a l'estimation suivante :
[A1Az[[1 < [|A1]]2]Az]l2
Démonstration. On consideres deux BO (g,,) et (hy). On a

> 1(ArAzgn, hn)l <D [ Azgnlll| AT

< VY 42902 3 1 At

= || Azl2/| A1 ]l2

Par le théoréeme 5.13, nécessairement A1 A € &1. On écrit encore une fois la décomposition de
Schmidt A =3 s,,(-, ¢n)n. On a donc A¢,, = spth, et (Ady, ¥n) = sp. On choisit g, = ¢y, et
hy, = 1, et le calcul précédent donne donc ||All1 =3 s, < || Aal2]|A1]|2- O

Ezercice 5.36. VA € &1,3dA1, Ay € &9, A = A1 As. Indication : utiliser la décomposition de
Schmidt ;-)

5.4.2 Produit scalaire

Définition 5.37. Pour A;, Ay € &y, on définit (A;, Ag) := tr(A;A4%5).

Théoréme 5.38. C’est un produit scalaire; ainsi, Go est un espace de Hilbert.

Démonstration. La sesquilinéarité découle des propriétés de la trace. De plus, (A, A) = tr(AA*) =

tr(A*A) = A (A*A4) = Ysa(4)? = || A3 O
Soient (gp), (hy) deux BO de H. On introduit les opérateurs A, n, : f — (f, gn)hm.

Remargque 5.39. Ce sont des opérateurs de rang 1. De plus, s1(Ay,,) = let A} f = (f, hm)gn.-

Remarque 5.40. Ce sont les analogues des matrices F; ; habituelles.

Théoréme 5.41. (Ay m)n,m est une BO de &,.

Démonstration. Soit A € Ga. On a (A, Apm) = tr(AA} ) = > (AA} , he, hy). Comme
Ay bt = (B, hin) gn = Og,mgn on obtient donc (A, Apm) = > 4 (hk, hin) (Agn, hi) = (Agn, ).
En particulier, avec A = Ay; on obtient (Ag;, Apm) = (9n, 9x) (hiy him) = 0 tout le temps, sauf si
(k,1) = (n,m) auquel cas le produit scalaire vaut 1. Ainsi, (Ay;) est une suite orthonormée;
reste & montrer que c’est une base. Soit A € &3 tel que (4, A,,) = 0 Vn,m. Or, cela signifie
que (Agn,hm) = 0 Vn,m donc Ag, = 0 Vn (car (hy,) est une base) donc A = 0 (car (g,) est
une base) :-) O
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5.4.3 Correspondances avec les matrices infinies

A € 63, (gn) BO. On considere la « matrice » ((Agn, gm))nm- Onavuque Y-, o [(Agn, gm)|* =
51| Agal? = | AJ3.

Supposons que H = L?(X,du). Considérons I'opérateur intégral A défini par (Af)(z) =
[x a(z,y) f(y)u(dy) (on dit que a est le noyau de A). On suppose que a € L?(X x X). On va
montrer que alors A € Go, et la réciproque. (La clé est d’écrire la forme sesquilinéaire associée.)

6 Opérateurs symétriques

6.1 Premieres définitions et premiers résultats

Définition 6.1. On dit que A : H — H est symétrique si :

— D(A) =H;

Ezercice 6.2. La deuxiéme condition est équivalente a Vf € D(A), (Af, f) = (Af, f).

Définition 6.3. Si D(A) = M alors A* est défini par g € D(A*) ssi ﬂg* c 7_[’ (Af,g) _
(f,9:)Vf € D(A). On pose alors A*g := g,.

Théoréme 6.4. L’opérateur A est symétrique ssi A C A*.
Théoréme 6.5. On dit que A est autoadjoint si A = A*.

Ezemple 6.6. L’opérateur —i% dans L2(R) sur C§°(R) est symétrique (faire une intégration
par parties).

Théoréme 6.7 ((Rappel)). Si D(A) = H alors A* existe. De plus :

— A admet une fermeture ssi D(A) =H ;
— A=A,

— si A C A* alors A admet une fermeture.
Définition 6.8. On dit que A est essentiellement symétrique si A = A" .

Définition 6.9. — On dit que z € C est irrégulier si R(A — zid) = H. Si c’est le cas,
(A — zid) ™! existe et est borné.
— Posons p(A) := {z € C: z régulier} ; son complémentaire o(A) := C\ p(A) s’appelle le
spectre.

Définition 6.10. Pour z € p(A), on définit la résolvante R(A) := (A — z)~".
Théoréme 6.11. p(A) est ouvert (i.e. o(A) est fermé).

Théoréme 6.12. Pour z1,z2 € p(A) on a lidentité de Hilbert R(z2) — R(21) = (22 —
zl)R(zz)R(zl).

Corollaire 6.13. R(z1)R(22) = R(22)R(z1).
Théoréme 6.14. La fonction R est analytique et on a R(z) = 3.0° o(z — 20)"R" 1 (20).
Démonstration. On a R(z) = (id —(z — 20)R(20)) "' R(20) donc pour |(z — z9)R(20)| < 1 on

conclut. O
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Théoréme 6.15. A C A* z=a+1i8 avec 5 #0. Alors ||(A—2)f| > |BIIIf]]-
Corollaire 6.16. (A — 2)~! existe et est borné sur R(A — z2).
Proposition 6.17. Si A = A alors R(A — 2) = R(A — z).
Si A C A*, est-ce que JA=A* AC A?
Théoréme 6.18. Si A C B alors B* C A*.

Ainsi, si B prolonge A, tous deux étant symétriques, alors on a A C B C B* C A*; d’ou
pour plonger A par un autoadjoint on doit regarder A*.

Théoréme 6.19. SiIm(z) # 0 et A= A* alors z est régulier.

Démonstration. 11 suffit de montrer que R(A — z) = H. Pour cela, on écrit R(A — z) BN (A* —
Z) =H. Or, A = A* donc A est fermé donc R(A — z) = R(A — z). De plus, par un théoréme
précédent on a ||(A—2) f|| > [Im(2)]|| f]| i.e. A—Z est inversible et N(A—Z2) = {0} (remarquons

que A—z=A"—Zcar A= A") dou R(A—z2) =H. O

Théoréme 6.20. Soit A tel que A C A*, A=A et I2,Im(2) #0,R(A—2) =R(A—-2) =H.
Alors A = A*.

SiAC A" A C B C B* C A*. Comment trouver B? On utilise la transformation de
Cayley, qui lie les opérateurs symétriques et isométriques.
Sur H, soit V' un opérateur tel que D(V) = D(V) et ||V f|| = || f|| pour f € D(V).

Ezercice 6.21. Si V est une isométrie et si |z| # 1 alors |V f — zf|| > |1 — |2]|[| f]|-

Dans C, on utilise £ = Z? ou Im(A) > 0, qui envoie un demi-plan sur un disque (typique-

ment A =14). On va faire quelque chose d’analogue, pour les opérateurs.

Définition 6.22. On pose V := (A — \)(A — A\)~! : on dit que c’est la transformation de
Cayley de A.

Soit f € D(A). On pose h := (A — )\)f. On a Vh = (A — \)f. On définit également
a:A»—>V:3:_; ou A est fixé (Im(A) > 0).

Proposition 6.23. D(V) = R(A - \) et R(V) = R(A — \).
Proposition 6.24. « est surjectif.
Remarque 6.25. Si (id —V)~! existe, on a h = (A — A\)(id =V) "1 f et \b — A\Vh = (A — M) Af
d’ou :
Af =(AV =)V —id"'f

Ainsi, siid —V est inversible alors « est (injective et) surjective. Or, on a le lemme suivant.
Lemme 6.26. Si V = «(A) alors ker(V —id) = {0}.
Démonstration. Si Vh = h alors (A — \)f = 0 donc f puis h est nul dott h = (A—\)f. O
Remarque 6.27. On a D(A) = R(id —V); par hypothese, D(A) est donc R(id —V) = H. La

question est : a-t-on « surjectif ?
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Théoréme 6.28. Si V est isométrique et R(id —V) = H alors il existe A = A C A* tel que
V =a(A).

Probléme : on cherche, pour A = A C A*, A - A* tel que A C A. Ainsi, A C A - A* C A*
(on veut décrire I'ensemble des extensions).

Si A C A*, soit V = «a(A) (V est bien défini car A est symétrique). Alors D(V) = R(A — A
et RV)=R(A—N et ACAssi VCVouV=alA).

Avec Vj isométrique, on a D(Vp) ~ R(Vp). SiD(V) = D(V)&D(Vp) on éerit Vf = V f+V, f.
Obstructions :

— si D(V) =H ou R(V) = H, les extensions symétriques n’existent pas;

— siD(V) =R(V) =H alors A = A*.

Définition 6.29. Si A n’admet pas d’extension symétrique, on dit que A est maximal.

6.2 Formules de Neumann

Théoréme 6.30 (Premiére formule de Neumann). Si A = A C A* | alors VA € C,Im()\) # 0,
D(A*) = D(A)+ ker(A* — \)+ ker(A* — \)

Remarque 6.31. On utilise la notation suivante : le & désigne la somme orthogonale et + la
somme directe.

Théoréme 6.32. On suppose que A = A C A*, V) € C,Im()\) # 0 avec Dy C ker(A* — \) et

Ro C ker(A —id) avec dim Dy = dim Ry. B
Alors il existe un isomorphisme Dy — Ry tel que si A est défini par :

D(A) = D(A)+(Vo —id)Dy
Af = A*f
Alors A est symétrique et prolonge A.

Réciproguement, si A C A C A*, dDgy, Ry et Vi comme ci-dessus.
Ezemple 6.33. H =12(0,1), A := —i-L D(A) = C§[0,1].

dz?
6.3 Spectre d’un opérateur symétrique

On rappelle que A € p(A) ssi (A — \)~! existe et est borné sur H; le spectre de A est
o(4) = C\ p(A).

Définition 6.34. Soit A € 0(A) CR;onaker(A—XN)@®R(A—-)N) =H.
— Si ker(A — \) # {0} on dit que A € 0,,(A) (spectre ponctuel).

— SiR(A—X) #R(A— ) on dit que X\ € .(A) (spectre continu).
Remarque 6.35. 0,(A) No.(A) n’est pas nécessairement vide.

Définition 6.36. Le spectre essentiel est 0ess(A) := o.(A) Uap°(A) (ot 0,°(A) est 'ensemble
des valeurs propres de multiplicité infinie).

Remarque 6.37. Le spectre essentiel est le spectre sans les valeurs propres isolées de multiplicité
finie.
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Ezemple 6.38. H = L2(R,dp), p o-finie. On définit A par f € D(A) = C(R) — (Af : x
xf(x)). Construisons A*, A**.

On a (Af,g) = (f, g+) et cela méne & g, = xg avec g, g« € L2. Ainsi, D(A**) = D(A*) d’ou
A* est autoadjoint.

Proposition 6.39. 0,(A) Uo.(A) =o(A).

Démonstration. On a clairement C; soit A € o,(A) U o.(A) et on veut montrer que A € p(A).
En particulier, A ¢ o, donc ker(A — \) = {0}. De plus, A ¢ 0. donc R(A — \) est fermé ; ainsi,
ce sous-espace est égal & H tout entier (cf. décomposition précédente) donc I'inverse (A — \)~!
existe et est défini sur H tout entier. Reste a démontrer qu’il est borné!

Lemme 6.40. Si A est fermé et A™! existe alors A™' est fermé.

Démonstration. A: D(A) — R(A) et A~1 existe, D(A™!) = R(A) et R(A™!) = D(A). Soient
gnBD(A™Y) = R(A) tels que g, — g et A~1g, — f. On veut montrer que g € D(A™!) et
A7 lg=f.

On peut écrire g, = Af, et on a donc A~ 'g, = f, € D(A). On a g, — g i.e. Af, — g et
A tg, — fie f, — f. Comme A est fermé, on a f € D(A) et Af = g. Ainsi, g € R(A)
D(A Y et A~lg = f CQFD.

O

Remarque 6.41. On avait déja montré ce résultat, plus rapidement en passant par le graphe :-)

Ainsi, (A — X\)~! défini sur H est fermé et donc par un théoréme de Banach (non démontré
ici) on en déduit que A — A est borné. O

Ezercice 6.42. A, = —i% sur L2(0,1) défini sur C§°[0,1] avec |u| = 1 et f € D(A,) ssi f €
H'(0,1) et f(1) = uf(0). Spectres (entier, ponctuel, continu) ?

6.4 L’opérateur de multiplication
LA(R,dp), (Af)(x) = xf(x) et f € D(A) ssi [T (1+a?)|f(2)]*u(dz) < oo.

Définition 6.43. On dit que X = supp p si X est le plus petit fermé tel que u(R\ X) = 0.
De fagon équivalente, x ¢ supp p ssi e > 0, u(z — €, 2+ €) = 0) ou encore = € supp u ssi Ve >
0,u(z — €, 2 +€) #0.

Théoréme 6.44. o(A) = supp 4.

Démonstration. Soit \ ¢ supp p; on veut montrer que A est réguliere.

Si (A—MN)f =halors (x — \)f(z) — h(z) et donc f(x) = me))\ Cette fonction est-elle dans
L2(du) et a-t-on || f]| < CHhH ?

On a ||f||? = fR |h(x VEIL (dx). Or X n’est pas dans le support de p donc il existe € > 0 tel

h 2

que :U’()‘ -6 A + 6) =0. AlIlSl, ||f||2 - f\x—)\|>e % — 67 f|x—)\|>e ‘h’( )’2 (d.CC) — ?”hH2 ok.

Supposons maintenant que A € supp p et montrons que A n’est pas réguliére. Par définition,
Ve > 0, (N — e, A+ €) # 0. Pour € > 0, notons y, la fonction caractéristique de l'intervalle
A —eA+6). Ona[[(A= Vx|l = fale — N)2xe(@)?u(de) = [{7(@ = 2)2u(dz) < x|
L’inverse ne peut donc pas exister (avec fe := ﬁ ona |[[(A—=X)fe — 0). O

Théoréme 6.45. Le spectre ponctuel de A est constitué des atomes de u, i.e. les X tels que

p({A}) # 0.
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Démonstration. 11 suffit de résoudre zf(x) = Af(z). Ainsi, f(z) =0si z # X et f(A\) =1 (on
normalise). Si u({A}) # 0, cette fonction f n’est pas triviale. O

Remarque 6.46. La preuve montre que les valeurs propres sont de multiplicité 1 (cf. dimension).

Rappelons que H = ker(A — \) @ R(A — \) (rappelons également que @& = somme ortho-
gonale). On a f 1 ker(A —\) <= f(\) =0 et donc f € R(A—\) ssi f(\) = 0. Ecrivons
(z) = ip() + pre(x), o

— wp({A}) =L pp(x) =0 si A ¢

— e est le reste.

L’opérateur A[m est I'opérateur de multiplication dans L?(dp.) (il n’aura donc pas de

valeur propres par ce que précede).
Théoréme 6.47. \ € 0.(A) <= X est un point non isolé de supp p.
Remarque 6.48. Cela explique la terminologie spectre « continu ».

Démonstration. Supposons que A € supp p soit non isolée. On peut donc choisir des intervalles
Ay (€) := (A — €ny A\n + €,) avec A, — 0 et €, — 0. Posons x,, la fonction caractéristique de
Ay
On a [|[(A = MNxa|? = Ja, (@ = Np(dx). Or, 2 € Ay = |z — A < [A = Ap| + €. Alnsi,

[[CA=A)xn |

(A=) xnll? < (IA=An]+€n)?|xnll?- On peut supposer que A ¢ A, ; ainsi, on a T — 0

donc on a A € 0(A|g(a—y)) et donc nécessairement A € o.(A). :

Supposons que A soit un point isolé. Ainsi, il existe € > 0 tel que A := (A — ¢, A+ €) vérifie
AcNsupp p = {A}. Ainsi, p(A¢) = p({A}). On veut monter que A ¢ o.(A), i.e. X ¢ o(A)) ou
Ay = A|m est I'opérateur de multiplication dans L2(du.). Par définition, si A ¢ supp pe
alors A est un point régulier de Ay. (La mesure p, est ici comme p, mais avec {\} en moins.)
O

7 Démonstration du théoréme spectral

7.1 Mesure spectrale

Soit (Y,2() un espace mesurable. Ainsi, si 41,2 € 2 alors 1N, Uds € 2.

Regardons (H,P := P(H)), ou P(H) est 'ensemble des projecteurs orthogonaux (donc
autoadjoints) de H. On considére une application E : 2 — P qui vérifie la propriété suivante :
si 0 = LSS, alors E(8) = slimy YN | B(6,) (limite forte); en particulier, E(d; LI dy) =
E(61) + E(d2).

Toutes les démonstrations qui suivent peuvent étre trouvées dans le Birman & Solomyak
(elles ne sont pas tres dures).

Propriété 7.1. — 01,09 € A. Alors E((Sl)E((SQ) = E(52)E((51) = E((Sl N (52)
— 8% 01 Ny alors E(51)E(52) =0.
— Si 1 C 09 alors E(61) C E(d2) (monotonicité), i.e. Vf € H,(E(01)f, f) < (E(d2)f, f).

Notons H(d) := E(0)H (autrement dit f € H(d) < f = E(0)f).
Propriété 7.2. — 51 Ndp=0 = H(01) L H(d2).
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Pour 0 € A et f € H, on note puys(8) := (E()f, f) (c’est une bonne vieille mesure!) et
méme Vf,g € H,purq(8) = (E@O)f,9).
Propriété 7.3 (identité de polarisation). 4pus g = firygtififrig—ff—g—iftf—ig(= S8 ik/,bf+ikg)
Lemme 7.4. ‘/if,g|2 < Hfhtg
Démonstration. |(E(0)f,9)|> = [(E(S)f, E(6)g)|?> (l'opérateur E(§) étant égal & son carré et au-

toadjoint) donc par I'inégalité de Cauchy—Schwarz on obtient (E(8)f, g)1? < |[(E(8)f|*|| E(5)gl|? =

E(6 E(6 ar les mémes arguments et donc c’est gagné! O
(E@)f, 9:9) P g gag

Définition 7.5. Soit ¢ : Y — R . On définit E-supy ¢ := inf{a € R, ¢(y) < a E— p.p.}.
Remarque 7.6. C’est le sup essentiel.

On veut construire [ #(A)E(dX). Dans L>®(Y, E), ||¢[|= = E — supy ¢|. On note II =
I1(Y, E) 'ensemble des fonctions simples, c’est-a-dire les fonctions ¢ telles que ¢ est constante
sur chaque &, ou Y = LU 6, (d’habitude on parle de fonction étagée). Ainsi, on a ¢ =
SN énxs,. Cet ensemble IT est dense dans L (théorie de la mesure).

On peut maintenant définir I’ opérateur J(¢) = [, ¢dE pour ¢ € Il par J(¢) := ,]Ll OdnE (6
(on vérifie que cette définition ne dépend pas de la décomposition Y = Lidy,).

Propriété 7.7. — J(ag+ ByY) = aT (o) + BT (V).
— J(¢Y) =T ()T () = T W) T ().
— J(@)" =T ().

— J(1) =id (i.e. E(Y) =id).

— (J@)f9) = Jy oy ufg( y), en particulier (T (o) f, f) = Jy ¢(v)py(dy).
— ||J(¢ fH2 Jy 16(y) P g (dy).

— 7@l —Esupy|¢!

Pour étendre l'intégrale, on dit que J : II — B est une isométrie, II est dense dans L*°
donc on peut étendre J : L — B. Ainsi, :

:/ o dE :=lim J(¢y)
Y n

ou ¢, € 1Il, ¢, — ¢ dans L.

Remarque 7.8. Si on ne partait pas de L*°, on n’arriverait plus forcément dans B (mais dans
les opérateurs non bornés;-) ).

Théoréme 7.9 (Passage a la limite). Soient ¢, € L™, ||¢||L~ < ¢ telles que ¢, — ¢ p.p. Alors
slim T (6n) = T (9).

Soit S = S(Y,E) : ¢ € S <= ¢ est E-mesurable et ¢(y) est fini p.p. Comment définir
J(@)7?

( T)out d’abord, f € D(J(¢)) < [y |6(y)|?us(dy) < oo (rappelons que uf(8) = (E(0)f, f))-

Lemme 7.10. D(J(¢)) est linéaire (i.e. un sev) et est dense dans H.
Définition 7.11. On dit que ¢, > ¢ si ¢ € L, ¢ — ¢ E-p.p. et |on(y)|2 < c(|o(y)2 + 1).
FEzercice 7.12. Pour ¢ € S, posons 6, := {y : [¢p(y)| < n. Les ¢, := x5, ¢ conviennent.
Définition 7.13. Soit ¢ € S. On rappelle que f € D(J(4)) <> [y lo(y)*d(E(w)f, f) < 00
On définit J(6)f = s-lim T (¢n)f 0l dn € L, b 5 ¢,
Théoréme 7.14. J(¢)* = T (9).

Les cas Y =R ou Y = T = S! sont les plus importants.
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7.2 Théorémes spectraux

Si A est autoadjoint et V unitaire, énongons les théoréemes spectraux.

Théoréme 7.15 (théoréme spectral). Il existe une mesure spectrale (unique) telle que A =
Jr AE(dN), et donc Af = [g AAE(XN)f ou encore (Af,g9) = [g AA(E(Mf,9)).

Remarque 7.16. E(\) : a valeurs projecteur, E(A) f : & valeurs vectorielles, (E(X) f, g) : a valeurs
scalaires.

Théoréme 7.17 (théoreme spectral). Il existe une (unique) mesure spectrale F' telle que
V = [p2F(dz).

A—i
A+i

Remarque 7.18. Ces deux théoremes sont équivalents : il suffit de poser V = (transforma-

tion de Cayley).

Démonstration. On décrit la démonstration dans le cas unitaire ; soit V' un opérateur unitaire.
On introduit p(z) = 7. _,, prz*, 2 € C et on note 2 I'ensemble de ces polynémes. On pose

également pT(2) := Y0, pgzF. On a pt(2) = p(2) si |z| = 1.

Lemme 7.19. On suppose que p € Q vérifie p(z) > 0Vz € T. Alors 3g € Q,p = q*q.
Considérons 7 : Q — B(H) définie par J(p) := p(V) = S ¢, pVF.

Propriété 7.20. — J(p+q)=J(p) + T (q).
— Jp)I(q) = T (pg)
— Jp) =Jp)"

Lemme 7.21. Sip € Q vérifie p(z) > 0Vz € T alors p(V) > 0.

Démonstration. On a p = q*q donc p(V) = J(¢")T(q) = T(q)*T (q) et hop! O

Lemme 7.22. [|p(V)]| < max;. _; [p(2)| = [pllL=(n)-

Soient f,g € H. On considere 9, : & — C définie par ¥y 4(p) = (p(V)f,9). On a
Pestimation évidente [v7q(p)| < (V) [ flllgll done comme [[p(V)] < [lpllioe done gl <
|l f1lllgll.- On a envie de prolonger 97, a C(T) tout entier. Comme la norme L est exactement
la norme sur C(T), on peut appliquer le théoréme de Riesz (cceur de la preuve) : il existe une
mesure jir 4 sur T telle que :

Vig(d) = /T ¢dps, Yo € C(T)

En particulier, on a le résultat pour ¢ =p € Q et |pus4[(T) < [[Vrgll < ||f]lllg]l- En revenant a
la définition de 9¢, on a donc (p(V)f,9) = [rp(2) pus4(dz). En particulier, pour p(z) = z on
a (V1,g) = Jy 2hpy(d2).

On veut maintenant remonter a une mesure a valeurs projecteurs. Soit X € T. On a i 4(X)
est linéaire en f et antilinéaire en g (par unicité dans le théoréme de Riesz) donc peut écrire
pfg(X) = (F(X)f,g) (encore ce bon vieux Riesz). On a |(F'(X)f, )| = |ps,g(X)| < | gl(T) <
Il fllllgll donc ||F(X)|| < 1. De plus, pu¢ ¢ = fiz,f donc (F(X)f, f) € R i.e. 'opérateur F'(X) est
autoadjoint. Reste & montrer que c’est un projecteur.
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Montrons que (F(X)f, F(X)g) = (F(XNY)f,g) i.e. F(Y)F(X)=F(YNX)=F(X)F(Y)
(on vient de voir que F(Y') est autoadjoint, en particulier F(X)? = F(X). On a [ppgduys, =
(e(V)a(V)f,9) = Jppdpgw)sg- Ainsi, qdugg = digv)gg-

Ona [plxqdusg = [p1x dugyrg = Bav)re(X) = (F(X)a(V)f,g9) = (a(V)f, F(X)g) =
Jraduys pix)g- Or, comme g est arbitraire donc 1x duyy = dug p(x)g- Ainsi, si Y C T alors
prg(XNY) = prpox)gY) ie. (F(XNY)f,g) = (F(Y)f, F(X)g). par définition de F'; c’est
ce que 'on voulait.

Finalement, comme (f,g) = [; d(F(2)f,g9) = (F(T)f,g) (cf. [4dp = p(A)!) donc F(T) =
id (nécessaire dans la définition d’une mesure spectrale). De méme, ona (V f,g) = [ zd(Ff, g).

Pour I'unicité, si [y pd(F1f,9) = Jppd(Faf,g) alors (Fif,g) = (Faf,g) dou Fy = F,. O

7.3 Utilisations

On peut considérer, si ¢ est une fonction, (¢(A)f,g9) = [z #(A) d(E(N)f,g) (coincide avec
la valeur attendue si ¢ est un polynome). On peut également le faire avec la résolvante :
(A=2)"tf,9) = [x(A—2)"d(E(N)f, ). De plus, si X C R, le spectre de A dans X est défini
par le spectre de AE(X) dans E(X)H.

Ezercice 7.23. On reconsidére notre opérateur A : f + zf dans L2(R), quelle est sa mesure
spectrale 7

Remarque 7.24. Tous les opérateurs se ramenent a I'opérateur de multiplication sur la mesure
spectrale (cf. A= [Ad(E()N)).

8 Spectre et famille spectrale

A désigne un opérateur autoadjoint.

Propriété 8.1. — o0(A) = suppE
— A€ ap(A) i BUA}) #0.
— 0.(F) Co(A)
— Les point non-isolés du spectre (i.e. les points du spectre continu) sont caractérisés par
Ve > 0, E(JA — e, A[lUJA, A +¢€]) # 0.

Soient Aj et Ay deux opérateurs de multiplication, dans L!(R, dm; ), respectivement L*(R, dms)
(note ). Quand sont-ils unitairement équivalents ?

Supposons que mg soit absolument continue par rapport a my, c’est-a~-dire m;(X) =0 =
ma(X) = 0. Clest en fait équivalent & ma = pm; ou p > 0. Posons alors U : Hy — H;
défini de la fagon suivante : U f(z) := /p(z) f(x). Alors HUinQ(dml) = [pp(z)f(2)?dmi(z) =
Jg f(@)? dma(x) = ||f||%2(dm2). Ainsi, U est une isométrie et AU = U As ; Popérateur U est-il
unitaire (on a seulement U : H; — R(U) unitaire). Remarquons que si m; est équivalente a
my (i.e. on a de plus mj a.c. par rapport a mg) alors A; et Ag sont unitairement équivalents.

Rappelons que oess(A) = 0.(A) Uago(A). De plus, A € 0ess(A) <= rg E(A—€, A\ +¢€) =0
Ve > 0. Rappelons que si € > 0 est tel que rg E(A — ¢, A + €) < oo alors le spectre de A dans
(A — €, XA + €) consiste de valeurs propres de multiplicité finie.

Ezercice 8.2. Sur H = L2(Ry on considére A = —% défini sur D(A) > f ssi f € H2(Ry) et
1(0) =o.

4. Les mesures sont positives.
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1. Montrer que A est autoadjoint.
2. Déterminer la famille spectrale.
3. Déterminer le spectre.

On considére une mesure m sur R. On considére H := L%(R,N,m) avec N’ = C" espace
de Hilbert. L’espace M est muni du produit scalaire (f, g)y := [g(f(), g9(z))y m(dz). Est-il
de dimension finie ?

Ezemple 8.3. H = L2(R%), A = —A, D(A) = H2(R). (8£)(€) = (2n)" % [~ 4@ f(z)da (f €
L'). ¢ est une transformation unitaire de H sur H.

On a (p(—=A)f)(&) = |€I*(of) (&) donc A est unitairement équivalent & la multiplication par
|€]? dans L2(R9). Probléme : on n’a étudié que des espaces L? & une variable!

Pour pallier ce probleme, on va considérer L2(R,L2(Sd_1),d)\) et on pose, pour f €
L2(RY), (Uf)(A,w) = 273 AT f(VIw) avec A > 0,w € S&L. On a U : [€2£(£) = AUF)(N)
(A= ).

Le spectre de A est le support de la mesure de Lebesgue, donc ici [0,00); il n’y a pas
d’atomes pour la mesure de Lebesgue donc le spectre est absolument continu. De plus, on va
dire que le spectre est de multiplicité la dimension de 'espace double L? précédent. (Les points
en-dehors du spectre ont une multiplicité nulle.)

Cas des opérateurs compacts Si dim H = oo, le spectre de A compact autoadjoint est
uniquement constitué de valeurs propres de multiplicité finie (sauf peut-étre 0) qui ne s’accu-
mulent que en 0. Ainsi, gess(A) = {0}.

Définition 8.4. f, € D(A) s’appelle une suite singuliére (ou de Weyl) si :

7 anﬂ):1§
— fn—0;
— [JAfn — Afnll — 0.

Théoréme 8.5. )\ € 0css(A) < il existe une suite singuliére pour .

9 Théorie des perturbations

A= A* V =V* « petit » par rapport a A une perturbation, i.e. B := A+ V possede les
mémes propriétés de A.

Théoréme 9.1. Soit A autoadjoint sur D(A), V est symétrique sur D(A) i.e. D(A) C D(V)
et (Vf,g) = (f,Vg) Vf,g € D(A). Alors B := A+ V est bien défini sur D(A). De plus, si
IVFI? < E|AfII2 + el fII? ou e < 1 alors B est autoadjoint. En particulier, c’est le cas si
VeB.

Démonstration. On sait déja que B est symétrique : il suffit donc de vérifier qu’il est au-
toadjoint. Pour cela, il suffit de vérifier qu’il existe z de partie imaginaire non nulle telle que
R(B—z)=R(B—%Z)=H.Ona (B—2)f=h,(A—z2)f+Vf=hdoncavec (A—2)f =g
on a g+ V(A — 2)"1g = h. 1l suffit donc donc de montrer que ||[V(A — 2)7t| <1 (cf. inverse
de id 4+ B) puis d’utiliser le théoréme de Banach. (Remarquons que A est autoadjoint donc z
n’est pas valeurs propre de A donc A — z est inversible.)

On veut que |V f|| < all(A - it)f]| ot a < 1. On [[(A — it) f|[2 = [ AF|> + 2] f]]2 < 2] £}
(pas de terme du milieu car A autoadjoint). Or, [|[V f|| < €| Af|*+c| fII* = € (JAf|* + €I f]?) =
el (A=) f||? et c’est exactement ce que I'on voulait. O
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Théoréme 9.2. Soit V' autoadjoint compact et A autoadjoint. Alors B := A+ V défini sur
D(A) est autoadjoint et posséde le méme spectre essentiel que A.

Lemme 9.3. Si deux opérateurs A, B on un point régulier z en commun, alors avecV := B—A

on a Ra(z) —Rp(z) = —Ra(2)VRp(2).

Théoréme 9.4. Soient A, B autoadjoints bornés qui possédent le méme spectre essentiel. Alors
1l existe un unique opérateur U unitaire tel que B — U* AU soit compact.

Théoréme 9.5. Si A,V sont autoadjoints avec V' de rang r < 0o, alors pour z € p(A) N p(A)
et B:=A+V, avec T := Rp(z) — Ra(z) on a rgT =r. De plus, A et B ont le méme spectre
continu.

10 Opérateurs semi-bornés et formes quadratiques

10.1 Formes quadratiques

Définition 10.1. Soit Dla] un sev dense de H et afz,y] une forme sesquilinéaire définie sur
Dia] telle que a[z,x] > m(x,z). On dit que a est semi bornée inférieurement. La plus petite
constante m est notée m,. Si m, > 0 on dit que a est définie positive.

Propriété 10.2. Si a est définie positive, ’espace D]a] muni du produit scalaire a est un

espace préhilbertien, qui vérifie ||z|| < mgl/QHmHa.

Définition 10.3. On dit que a est fermée si (Dlal, || - ||o) est complet.

Définition 10.4. Un opérateur A autoadjoint correspond & a si :
— D(A) € Dla];
T \V/f € D(A)7v9 € D[a]a (Afvg) = a[fag]

Théoréme 10.5. Quelque soit A autoadjoint, il existe une unique forme quadratique a qui

correspond a A. De plus, af, f] = |V Af|*.

Théoréme 10.6. Réciproquement, la donnée de a détermine de facon unique un opérateur A
asSocié.

Démonstration. Soit h € H, lr(g) := (h,g) sur Dla]. 1l existe B tel que a[Bh,g] = (h,g) et
B :H — Dla] et on a || Bh|q < ﬁHhH De plus, a[Bh, Bh] = (h, Bh) > 0. De plus encore une
fois, si Bh = 0 alors h = 0 car alors (h,g) = 0 Vg € Dl]a] donc h = 0 par densité de Dla].

On a B : H — R(B) C Dla] qui est inversible : notons A son inverse . On a donc
D(A) = R(B) C Dla]. Si Bh = f alors h = Af et a[f,g] = (Af,g9) Vg € Dla] et on a
finalement les deux conditions de la définition.

Reste a vérifier 'unicité ; supposons qu’un autre opérateur A; correspond & a. Alors D(A;) C
Dla] et (f, A1g) = alf, g] Vg € D(Ay), f € D[a]. On a vu que a[f, g] = (VAf,v/Ag). On a donc
(par définition de 1’adjoint) v Ag € D(VA*) = D(VA) et par I'égalité précédente (+ densité)
on a Ayg = VAV Ag = Ag (en particulier, g € D(A) donc A; C A. On obtient de méme D
d’ou I'égalité. O
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Ezemple 10.7. On considére H := L2(0,1) et a[f, f] = [y |f(z)]?dz (—i— Iy ]f\Q) définie sur
Dla] = H'(0,1). L'opérateur A correspondant est donné par [ f'g = [Afg Vf € D(A) C
H' Vg € H'. Ainsi, Vg € C§°(0,1), Af = —(f")' = — " au sens des distributions. Ainsi, f et Af
sont dans L2(0,1) donc f € H?(0,1). Ona [ f'¢’ = — [ f"g. Or, la premiere intégrale vaut (par
intégration par parties) — [ f"g+[f'¢']. Ainsi, f/(1)g(1) = f'(0)g(0) Yg € H'. Or, g(0) et g(1)
sont arbitraires, donc f/(0) = f/(1) = 0 (ces quantités sont bien définies car f € H?(0,1) donc
f' € HY(0,1) C C[0, 1]. On parle de conditions & bord natuelle, ou des conditions de Neumann.
Il reste a vérifier que A = A* (facile).

On peut reprendre I'exemple précédent avec D[a] = H}(0,1) ou encore avec alf, f] =
IS 11+ | f(0)]? pour un « € R, Dla] = H(0, 00).

On peut aussi le généraliser par H = L2(Q) ol Q est un ouvert borné de R? sur lequel
on peut intégrer par parties. On pose alors la forme de Dirichlet alf, f] = [o |V f|> défini sur
HY(Q). On a D(A) C H2(Q) avec de plus %
sortante).

Considérons un autre exemple; A = A* > m > 0. Af = h € H, f = A~'h. On considére
~Af +~f = hpour vy > 0 sur L2(Q),u|sq = 0 ou ?TZ

’69 = 0 (ou lon dérive par rapport & la normale

o0N

10.2 Principe variationnel

On revient a 'exemple qui précede; on a (Af,g) = (h,g) (c’est la motivation). On dispose
d’une procédure pour déterminer a étant donné A. Considérons la fonctionnelle ®4(f) =

a’[f7 f] - 23:E(f7 h)7 f € D[a]
Théoréme 10.8. On a :
— &y est semi-bornée ;
— son minimum P g min se réalise sur f = fo = A~lh;
— D4 min = —alfo, fo] = — (A7 R, h).
Démonstration. Soit fy tel que h = Afy i.e. fo = A" 'h.
On a (I)A(f) = a[fa f] - 2%&[!}0, fO] + Cl[fo, fO] - a[f07f0] = Hf - fOHZ - a[fov fO] > _a[f07f ]

0
donc c’est certainement semi-borné et le minimum se réalise en fj. O
Si maintenant A = A* > id, on sait déja que o(A4) > 1.
Définition 10.9. On dit que le spectre de A semi-borné est dit discret s’il consiste de valeurs
propres de multiplicité finie qui ne s’accumulent que vers +o0.

Remarque 10.10. Si le spectre de A est discret alors A™! € G.

Théoréme 10.11. Soit A = A* > id. Le spectre de A est discret si et seulement si tout
sous-ensemble borné de Dla] est compact (comprendre : relativement compact, on utilise ici la
terminologie standard de théorie des opérateurs) dans H.

Remarque 10.12. La derniére condition est équivalente au fait que id, : D[a] — H est compact.
Démonstration. 11 suffit de montrer que le spectlre1 de A est discret ssi 'opérateur id, est
compact. Or, on a A discret ssi A7' € &, ssi A72 € G, (rappelons que pour B € B,B €
Ss 881 B* € So ssi B*B € Gu ssi BB* € Go). Or, A2 € G ssi |A2f|| < ¢ f décrivant

un compact de H. Or, A=3h est compact si h est borné et h = A%f ssi f est compact si A%f
est borné. O
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Ezemple 10.13. a[f, f] = [ga |f'|> + Jga |v(2)||f|? ot v > 1. On a D[a] = HY(RY) NL2(v). 11 faut
montrer que si (fy,) est une suite de Cauchy pour || - ||, alors f converge dans D[a] (définition
d’une forme fermée. Or, le caractére Cauchy entraine que (f,) est une suite de Cauchy dans
H! donc f,, — f dans H!. D’autre part, on a également le caractére Cauchy dans L2(v) (qui est
un espace complet) donc f,, — f dans L2(v). Or, les deux convergences précédentes entrainent
en particulier la convergence sur les compacts de R? donc on a f = f cqfd.

Ezemple 10.14. Si cette fois a[f, f] = [ga [V fI*+ Jga [v(2)||f|* ot v > 1, alors avec A = —A+wv
(opérateur de Schrodinger) c’est plus dur d’étudier A, d’ou le passage par les formes. (On parle
d’oscillateur harmonique si v(x) = |z|2.)

Théoréme 10.15. Si v(x) — 400 quand |x| — oo alors le spectre de A et discret.

Démonstration. Si [|Vfa|? + [v(z)|fa(7)]?> < ¢ < oo alors on veut montrer que (f,) est
compact dans L2(R9), il suffit donc de vérifier les conditions suivantes (tiens tiens, serait-ce
RFK?!:-))

1. Vr, f, est compact dans L2(B,) avec x € B, <= |z| <7}

2. Ve, 3, [y | ful@)? <

On sait que l'injection H C L2(B,) est compacte (théoréme de Sobolev, méme s'il était bien
connu bien avant Sobolev), ce qui fournit la premiére condition. Pour la deuxiéme, on écrit
f\xlzr |fnl? < Max|y| >, ﬁ [ v|fn]?, et 'intégrale est plus petite que c et le quotient est €, — 0.

O

Soient A et B deux opérateurs semi-bornés > id (en fait, ¢a veut dire que les spectres sont
dans [1,4o00[, ou encore (Af, f) > (f, f))-

Définition 10.16. On dit que A > B, oua > b, si :
— Dla] < D[b];
— alf, f] 2 b[f, f] Vf € Dla].

Remarque 10.17. La premiere condition est naturelle : ainsi, a peut étre « infini » sur le spectre
de b.

Théoréme 10.18. On suppose A > B. Si le spectre de B est discret a gauche d’un point ~y (en
particulier ne peuvent s’accumuler que vers «y) alors le spectre de A posséde la méme propriété
et An(A) > A (B).

Démonstration. (Comprendre dim = rang.) Il suffit de montrer que Vd < ~,dim Eg(—00,0) >
dim F4(—00,d) (donc a gauche de ¢ il y a plus de valeurs propres de B que de A, d’ou le
théoréme). Supposons le contraire : il existe un § < 7 tel que dim Eg(—00,d) < dim E4(—00, J).
Ainsi, il existe f # 0 tel que f € Ea(—00,0)H et f L Ep(—00,0)H. On a alf, f]| = (Af, f) =
P AA(ENF, ) <8 [ AEANF, 1) = SILFIP. Ox, bf, f] > 6]f|12 (de la méme manitre)
et al[f, f] > blf, f] (par hypothese), ce qui n’est possible que si f = 0 ce qui est absurde :-) [

Théoréme 10.19. A > B >id. Alors B~ > A1,
Remarque 10.20. On n’a pas forcément A > v/B.

Démonstration. Pour h € H, Afg = h, Bgo = h. D’apres le principe variationnel, fy réalise le
minimum de a[f, f]—2R(f, h) et aussi celui de b[f, f] —2R(f, h). Or, a > b donc nécessairement
D A(f) > Pp(f) donc min @4 > min 5 donc par les calculs fait dans la section adéquate on a
—(A7th,h) > —(B~'h, h) et c’est exactement ce qu’il faut. O
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10.3 Extension de Friedrichs

Supposons Ag C Af semi-borné. On cherche une « bonne » extension de Ag. Posons a[f, f] =
(Aof, f) sur D(Ap) et on prend son adhérence.

Lemme 10.21. L’adhérence eziste (cf. démonstration pour la définition).

Démonstration. Si (fy,) est de Cauchy pour la norme de a et tend vers 0 dans H, on veut
montrer qu’elle tend vers 0 pour la norme de a.

On a a[fn,g9] = (Aofn,9) = (fn,A0g) — 0 Vg € D(Ap). Ainsi, f, — 0 dans D[a] mais
dans le sens faible. Donc la convergence a lieu dans le sens fort (cf. limite de toute sous-suite
fortement convergente. . . ) O

Remarque 10.22. La forme a[f, f] = ||f||*+|f(3)| sur L2(0,1),C5° ne posséde pas d’adhérence.

Définition 10.23. L’extension de Friedrichs est 'opérateur associé a la fermeture de a.

correspondance fermeture correspondance A
a F.

Remarque 10.24. On a donc la suite Ag ag

Remarque 10.25. L’opérateur Ap est autoadjoint.

FEzemple 10.26. Soit Ay := —(%22 st C5° dans L2(0,1). On a ao[j;, =[P+ [1fI?). On a
alf, f] = [|f'|?, défini sur H. L’opérateur associé est Ap = —(f? mais cette fois sur H2(0, 1)

avec f(0) = f(1) = 0.
On suppose que Ag symétrique semi-borné, Ay C Aj et Vf € D(Ao), (Aof, f) > |IfII?; Ar
désigne son extension de Friedrichs.

Théoréme 10.27. Si Ay C A = A*, a A on peut faire correspondre la forme a sur Dla].
Supposons que D(A) C Dlarg]. Alors A = Ap.

Théoréme 10.28. Ay C A = A*, alors a < a=ag.

Remarque 10.29. On a (par construction) D(Ar) C D(ar).

Ezemple 10.30. H := L2(0,1), 4g := —dd—; sur D(Ap) = C§°(0,1). On (Aof, f) = [|f%, et
u € Dla] ssi u € H! et u(0) = u(l) = 0. On a Ap = —dd—; mais cette fois D(Ar) = H? > u
avec u(0) = u(1) = 0.

Considérons I'extension de Neumann Ay = —dd—; mais cette fois sur H%(0,1) > u avec

uw'(0) = /(1) = 0. On n’a pas D(Ayn) € Dla] car sinon on aurait Ay = Ap et c’est absurde
car les éléments de H2(0, 1) ne s’annulent pas nécessairement au bord. En revanche, on a bien
an < ap avec () aplf, f] = anlf, f] = [|f'|>. Ainsi, D]ay] = H'(0,1) donc Dlar] C Dlay] et
donc ap > ap.

11 Problémes a bord

11.1 Probléme de Dirichlet

Soit Q € R? un ouvert borné avec un bord 9 convenable.

Définition 11.1. Le probléme de Dirichlet A = —A sur D(A) = H2(Q) N H(2), auquel on
demande u|sq = 0.
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Ona — [oAf - fdo = — [q 5LFdS + [, |V f[2dx. Ainsi, || Deltaf|| + | fI| = [|If[luz(o) et
Apf = Jo|Vf|? sur H}(Q) (= adhérence de C§°(£2) pour la norme H') est Popérateur associé
a cette forme.

Remarque 11.2. On rappelle la formule d’intégration par parties : [(9if)g = [50 Y0(f)70(g)dS—
Jo f0ig. De plus, % = (Vf) n.

Proposition 11.3 (inégalité de Friedrichs). Pour f € HY(Q) on a :

L <e( [ 1952+ [ 1rpas)

donc en particulier Uopérateur Ap est semi-borné.

Soient maintenant Ag) et Ag) deux opérateurs définis par la méme expression mais le

deuxiéme étant défini sur un domaine plus grand.
Théoréme 11.4. On a /\%1) > )\7(12).

Pour démontrer ce théoreme, on suppose en fait € = Q7 LIy, avec 1 et o qui sont collés
le long d'un c6té (donc dans LI les fonctions s’annulent sur ce bord mais pas dans ). Alors
H{(21 UQs) C HY(Q) et on a 'inégalité A, (21 U Q) > A\p(2). En effet, si N(\) = #{\, < A}
alors comme Ag, g, = Ag, ® Ag, sur L2(Q1) ® L?(Qs) on a N(\) = N1(A) + Na(Q). Ainsi,

11.2 Probléme de Neumann

Ay =—Acet 9.
—fo Af-F=Jo|IVFI? % = 0. Ainsi, A := 0 est toujours valeur propre de Ay :-) Montrons
que les valeurs propres sont simples; pour cela, on va utiliser 'inégalité de Poincaré :

/gz\f|2§c</§2\vfl2+’éﬂfd52>

Remarquons que le dernier terme est nul si f L 1. Ainsi, avec Ay f = hona R(A)ON(A) = H.

11.3 Théoréme de Weyl

(Début xx° siecle.) On considére A = —A sur L2(Q) avec la condition u|pg = 0 (probléme
de Dirichlet) ot © est un ouvert borné. L'opérateur vaut (par i.p.p.) [ |V f]? sur H}(Q).
On a vu que le spectre de A est discret.

_2
Théoréme 11.5. 5i |0Q| = 0 alors A\, = (2m)"V, d\Q]n%(l +o(1) ou Vy est le volume de la
da

boule unité dans R? (égal a 22>~ ).
ar(s)
Remarque 11.6. Calcul de V; : ([ e*ﬁ*"'*mi)d = 7%/2 donc en passant en polaire on trouve

|S471 Jo© ri-le=*dr = 79/2. En posant 7 = t'/2 en trouve %1"(%)
Or, onaaussi Vg = [, dz = fol rd=ldr|S1| = %|Sd_1| donc en remplacant par ’expression

de S%! trouvée précédemment on conclut.
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Notons N(A) = #{\n < A} (= dim E4(—o0, )\).QOn adonc N(A) = (271)_dVd|Q\)\%(1+0(1))

2/d

et donc A = cn — nd=2 — p= (A>E. En particulier, plus le volume est grand

C C
plus il y a de valeurs propres.
Idée de la démonstration :
— on établit un modele;

— on utilise des méthodes variationnelles.

Modéle. Cube @, d’angle inférieur gauche en (0,0) de coté a. Le probleme est —Au = A\u

avec u = 0 sur le bord de (),. On cherche u(z, y) = wuj(z)uz(y). Le probleme s’écrit donc
u2

—uf = Auy sur (0,a) et u1(0) = 0,u1(a) = 0. Ainsi, uj(z) = sin(v/A1z) (par de cos car

la fonction est nulle en 0) et la condition uj(a) = 0 donne sin(v/A1a) = 0 d.e. A\ = (7)2

Finalement, A = A\{ + X = (%“)2 + (m)2 ouny,ng=1,2,....

a

. u// u u// /
—uus — ujul = Aujus donc on obtient ——L — Y _ ) donc —Y = = A\ et ——2 = )\o. Ainsi,
1 2 ul ul u2

L’opérateur —dd—; étant autoadjoint, ses vecteurs propres forment une base donc I’ensemble
des vecteurs propres précédents forme une base hilbertienne (cf. e; f;).

Si maintenant Q, C R les vecteurs propres sont ¥ (z) = [I{; sin (™ x) et A, = 3 (%)2
Pour déterminer N()), on cherche donc & déterminer > n? < 7‘1—2)\ : ¢’est le nombre de points

entiers dans une boule! On obtient donc que N(\) = Vd(%ﬁ)d%d = Va(L£)IAY2(1 + o(1)).

Si Q est un ouvert borné, |Q] = 3" |@y| ot Q;, sont des cubes ouverts deux & deux disjoints et
Q = UQ,, (cf. définition de la mesure de Lebesgue). Ainsi, Ve > 0, 3N (¢), \Q\U _1Qn| <eVN >
N(e). Ainsi, N (\1Q) > N()\l uN L1 Qn) =" N(AQy) = Va/ (1) A2 SN 1Qn |+ 0(A?).

Ainsi, A2 >V /(2m) ¢ SN |Qn|+0(1) et liminfy A=%2N (M Q) > Vya/(2m) SN Q] >
Vi/(2m)4(|92] — €). Comme e est quelconque on peut I’enlever :-)

Comment estimer la lim sup ? Pour cela, soit () une boite qui contient €2 et posons €2 := @ C
Q. Ona @ = QU LN donc la mesure est la somme des mesures. Ainsi, N(AQ) + N(\Qp) =
NOQ UQ) < NOAQ) = [QVa/(2m)4(1 + o(1)). On a done A"¥2N(\Q) < [Q[Va/(27)%(1 +
o(1)) = AN (AQ1) donc en passant & la limsup on trouve limsup A™%2N(\Q) < |Q|Vy/(27)? —
liminf A=Y2N(\, Q1) < Va/(2m)H(|Q| — |Q1) = Va/(27)%Q]. Or, on avait trouvé que la lim inf
était supérieure a cette quantité donc donc on en déduit que la quantité converge vers la borne.
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