Calculs de valeurs approchées d’intégrales

Dans cette annexe, on donne quatre méthodes d’approximation d’intégrales : la méthode des rectangles, la méthode des
tangentes ou des rectangles médians, la méthode des trapézes et la méthode de SIMPSON.

Au fur et & mesure, on impose des propriétés de plus en plus fortes a la fonction que 'on intégre et on gagne en précision
sur la valeur approchée de 'intégrale que ’on obtient.

On se donne une fonction continue f sur un segment [a,b] a valeurs dans R ou C. On découpe le segment [a,b] en n
segments (n € N*) de méme longueur en posant :

b b
vk € [0,n], xk=a+kTa:a+khof1h:

1) Méthode des rectangles
a) Préparation

On commence par se donner une fonction f de classe C' sur un segment [a, b] & valeurs dans K = R ou C. On approche f
par la fonction constante g : x — f(a).

a b
b

f(x) dx—J g(x) dx = J f(x) dx — (b —a)f(a). Puisque f est de classe C! sur le segment
a a a

[a, b], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

b b

On veut évaluer l'erreur & = J

b b b b
J f(x) dx — (b —a)f(a) :J f(x) dx—J f(a) dx :J 1 x (f(x) —f(a)) dx
b

b b
b
= [(x —b)(f(x) — f(a))], —J (x —b)f'(x) dx = —J (x —b)f'(x) dx = J (b —x)f'(x) dx.
a a a
Dans l'intégration par parties, on a choisi la fonction x — x — b pour primitive de la fonction x +— 1. Ce choix a pour effet
de faire disparaitre le crochet et donc de faire disparaitre f pour ne plus laisser apparent que f’. Il est clair graphiquement
que lerreur € n’est en fait fonction que de la taille de |[f'| : « plus |f/| est grand et plus f s’écarte d’une fonction constante ».

La fonction f est de classe C! sur le segment [a, b] et en particulier, la fonction f’ est bornée sur ce segment. Soit M7 un
majorant de la fonction |[f’| sur le segment [a, b].

€l = -

b
J (b —x)f'(x) dx

a

b
J f(x) dx — (b — a)f(a)

a

b b

(b —x)f'(x)] dx < M, J (b —x) dx

a

b
< J b — x]If'(x)] dx = J
(b—x)z]

a

b
~ Mi(b—a)?
= ().
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On note que P'inégalité obtenue, valable pour toute fonction f de classe C' sur [a, b], ne peut étre améliorée. En effet, si f
est la fonction affine x — x — a, alors My =1 convient puis

b b 27b 2 2
— b— M;(b—
J f(x) dx — (b— a)f(a)| = J (x —a) dx| = {u} _ (oo Milb—af
a a 2 a 2 2
Pour ce choix de f, I'inégalité (I) est une égaliteé.
b) Evaluation de l’erreur dans la méthode des rectangles
On découpe [a, b] en n segments, n € N* de méme longueur : [xo,x1], ..., [Xn_1,Xn]. On pose :
n—1 n—1
b—a b—a
Sn(f) = Z (a1 —xx) f(xk) = f <a+k ) .
k=0 L n

b
On veut une évaluation de 'erreur : J' f(x) dx — Sn(f)]|.

a

a X1 X2 X3 b

On applique l'inégalité (I) du a) sur chaque segment [xk,Xk+1] et on obtient :

JXH] f(x) dx — (X1 —xk) f("k))‘

n-1 Xk+1
< J f(x) dx — (X1 —xx) F(xx)
k=0 "Xk
1
Y M —x)® M (b))’
2 2 n
k=0
_Mi(b-a)?
B 2n

Donc :

Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] & valeurs dans R ou C.
Soit My un majorant de |f’| sur [a, b].

b n—I1
b— b—
J f(x)dx——aZf(a+k a)
a n =0 n

< M (b — G)Z.
n

Pour tout n € N*,
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Ainsi, pour une fonction de classe C' sur [a,b], la méthode des rectangles fournit une valeur approchée avec une erreur
1
uiun O | — |.
1
xX

Exemple. On veut une valeur approchée a 107" prés de I = J e’ dx. Ici,onadonca=0etb=1puisb—a=1.
0

Ensuite, pour x € [0,1], f(x) = e’ puis f'(x) = 2xe*". La fonction f’ est croissante sur [0,1] en tant que produit de
fonctions positives et croissantes sur [0, 1]. Par suite, pour x € [0, 1], |[f/(x)| = f'(x) < /(1) = 2e. Donc, M; = 2e convient.
Pour tout n € N*,

1——i e

ﬁlm

1« 2 . e 10~1
On pose S, (f) = — Z nZ . On choisit ng tel que — <
n k=0

7 On prend par exemple ng = 55. Une valeur approchée de
o

10!

Sno(f) a 5

prés est une valeur approchée de I & 107! prés.
54
La calculatrice fournit Sss(f) Z e552 = 1,4 arrondi & 107" et donc

1
J e dx=1,4210"" prés.
0

2) Méthode des rectangles médians ou méthode des tangentes
a) Préparation.

« petite base » + « grande base »

On connait I'aire d'un trapéze rectangle : c’est I'aire d’'un rectangle de cotés > t « hau-
teur ».
B (B+b)h
A =
B+b 2
2
b

Plus généralement, si g : x — ax + 3 est une fonction affine sur un segment [a, b] & valeurs dans R ou C,

b b 2
J g(x) dx:J (ex + PB) dx = {ch + Bx]

:a#—&—ﬁ(b—a):(b—a) (a(a—;b>+ﬁ>
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On suppose maintenant que f est de classe C? sur [a, b]. On note M un majorant de la fonction |f”| sur le segment [a, b].

. . . a-—+
On note g la fonction affine dont le graphe est la tangente au graphe de f en son point d’abscisse : pour tout x de

b b b
la,b], g(x) =T <a—|— ) +f’ <a—|— ) (x— at > D’aprés ce qui précede,

2 2 2
b b b
b b
J (F(x) — g(x)) dXZJ f(x) dx — (b—a)g 2= :J f(x) dx— (b—a)f [ 222
a a 2 a 2
. R . - a+b C e L
Si f est a valeurs réelles positives, (b — a)f 7 est aussi l'aire du « rectangle médian » :
y = f(x)
a b a b

D’apres 'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE,

b
J (e (*5) - (37) (- 57) ) o
f(x)—f(a—;b> —f’<a42rb) (x— a;b)‘ dx

b
J f(x) dx—(b—a)f(a;b)‘ _

a+b

2
On note que cette inégalité ne peut pas étre améliorée. Si on prend pour f la fonction x — (x — ) , alors M =2

b b 5 B 3 - ,
J (x) dx—(b—a)f<a;b)|_J <X_a;b> dx_§<b2a) :M2(34 a)®

a a

convient puis

b) Evaluation de l’erreur dans la méthode des rectangles médians

On pose

sl Xt + Xiet 1 b—a'"  [xp+x 1
Tolf) = 3 (cupr ) (BT ) SR8 5 (B,

-0 k=0

=~

On applique I'inégalité précédente a chacun des intervalles [x, X4 1] :
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b
J f(x) dx — T (f)

a

Xk + Xk41 <nx Mz((b—a)/n)? _ Mz (b —a)?
2 24 24n?

n—1
<)
k=0

JXH] f(x) dx — (41 — %K) f<

Xk

1 b—
Finalement, en notant que Xk—i_# =5 (a + kTa +a+ (k+1)

b—a) Cas (2k+1)(b—a)’
2n

Soit f une fonction de classe C2 sur [a, b] & valeurs dans R ou C.
Soit M un majorant de la fonction |f”| sur [a, b].

b n—1
RE dx_b—TaZf(HwM Malb—a)®
¢ k=0

Pour tout n € N*,

n 24n?

1
Cette fois-ci, I'erreur est un O <—2)
n
! 2
Exemple. On reprend l'exemple de I = J e*” dx. On veut une valeur approchée de I a 1072 prés. Pour x € [0, 1],
0
f(x) = e*”, f/(x) = 2xe*” puis f”/(x) =2 (2x% +1) e” puis on peut prendre M, = 6e. Donc,

1 nl (2k+;)2 e
I— E Z e 4n < m
k=0
102 102 1 « 2
Ensuite, % < 5 < n > v50e & n > 12. Une valeur approchée a prés de Sq12(f) = 7l ];)em;%” est une
—2
valeur approchée de I & 1072 prés. La calculatrice fournit Sy, (f) = 1,461... et donc S12(f) = 1,46 a pres puis

2

1
J e dx = 1,46 4 1072 pres.
0

3) Méthode des trapézes

a) Préparation.
On approche f par la fonction affine g qui prend les mémes valeurs que f en a et b :

f(b) — f(a)

Vx € [a,b], g(x) =f(a) + (x — a).
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b
On reprend le calcul du 2)a). Puisque g est affine, g (%) est le milieu du segment [g(a), g(b)] et donc

J" (b—a)g <a+b) _ (b—a)(gla) +g(b)) _ (b—a)(fla) + (b))

g(x) dx = 3 3 5

a

On suppose de nouveau f de classe C2 sur [a, b] et on note M, un majorant de la fonction |[f”| sur [a, b]. On veut évaluer
Ierreur

8:

b
J (F(x) — glx) dx|.

a

f(x) dx — 5

a

Jb (b—a)(f(a) + f(b))‘

Une double intégration par parties fournit (on prendra comme « double primitive » de x +— 1 le trindme du second degré
qui s’annule en a et b) :

b b b
|| 60— g0x0) ax = [(x— “jb) (f(x) — Q(XJJL [ (x- “§b> (f’(x) - 7‘:“’8‘““) ax

b —

- < - “;b> <f’(x) = f(blj _2(a)> dx (car fg(a) = f(a) et g(b) = f(b))
Fv . - b b

_ _(" Abeb) <f’(x)—7f(bg_2a)>L+%L(x—a)(X—b)f”(x) ax
b

= % (x —a)(x —b)f"(x) dx

puis

b
J (f(x) — g(x)) dx

— }% Jb(x— a)(x —b)f"”(x) dx

a

1(° M, (°
< EJ (x —a)(b—x)|f"(x)] dx < TJ (—x* + (a+b)x — ab) dx
B M, b3 — a3 b? —a?
_T<_ 3 +(a+b) 3 —ab(b—a)>
=Ml 29 (5 (@2 4 ab+ b2) +3(a +b)° —ab) = M2 (@2 gap 1 p2)
~ M;y(b—a)?
=

On note de nouveau que 'inégalité obtenue est la meilleure possible. En effet, si on prend pour f la fonction x — x2, on

peut prendre M, = 2 puis

b
lJ (x —a)(x —b)f"’(x) dx

_&Jb Ma(b — a)’
2], N '

> (x—a)(b—x) dx =

a

b) Evaluation de l’erreur dans la méthode des trapézes.

3

On pose Uy (f) = Z
=0

(Xie1 —xi) (f (x5) + F (X1 )). On a

~

n—1 n

n—1 n—1 n—1
Un(f) = 228 ( f(ka+Zf(xk+1J> _boa (Z f(xk)+Zf(xk)> _boa <f(“)§“b) +Zf(xk)> .
k=0

n
k=0 k=0

On applique ce qui précéde a chaque intervalle [xy, Xk 1] :

(© Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr



° — Xk“ (X1 —x1) (F (xx) +f (xi 1))
[ 100 ax-u g( - ¢ )‘
— Xk“ (e = xad) (F (xa) + f (xi1)) ‘
| ;
< " Mo (i1 —x)® ~ Ma(b—a)?
S 12 T2

Soit f une fonction de classe C? sur [a,b] & valeurs dans R ou C.
Soit M; un majorant de la fonction |f”| sur [a, b].

b n—1
J f(x) dx — b ; a <f(a) ;f(b) + Z f(Xk)>

M;(b —a)?
= 12n2

Pour tout n € N*,

a k=1

1
De nouveau, lerreur est un O (—2> La méthode des trapézes et la méthode des rectangles médians sont deux méthodes
n
voisines.
1

Exemple. On reprend l'exemple de I = J e*” dx. On veut une valeur approchée de I a 1072 prés. Pour x € [0,1],
0
f(x) = e"z, f'(x) = 2xex’ puis f”(x) =2 (2x2 + 1) ex’ puis on peut prendre M, = 6e. Donc,

I__<1+e 2‘ k2>

e 10*2 10-2 1 (14e 38
Ensuite, Tz < > V/100e &< n > 17. Une valeur approchée a 5 prés de S17(f) = — + Z ez

an

2

est une valeur approchée de I & 1072 prés. La calculatrice fournit de nouveau

1

x?2 S 1A—2 s

J e* dx =1,46a 10 “ prés.

0
4) Méthode de SIMPSON
a) Préparation
On approche cette fois-ci la fonction f par le polynéme g de degré inférieur ou égal & 2 qui prend les mémes valeurs que f

b
en a, % et b (polynéme d’interpolation de LAGRANGE). Posons g(x) = ox? + px + .

b 3_ .3 2_ .2 _
J g(x) dx:oc(b 3a >+[3(b za )+y(b—a):b—6a(Zoc(a2+ab+b2)+3[3(a+b)+6y)

o

((xa® +Ba+7v) + (ab®+ Bb +7v) + a (a® + 2ab + b?) + 2B(a + b) + 4y)

2
<oca +Ba+vy)+ (ocb2+[3b+v)+4oc<%b> +4B<a;b>+4y>

g(a +4g<a;b>)_—bga(f(a)+f(b)+4f<a;b>>.

Jbg(x) dx=2—¢ (f(a)+4f(a;b) +f(b)>.

b
b— b
On analyse maintenant l’expression J f(x) dx — c a f(a) +4f a—;—
a

O"
;:

En résumé,

+ f(b) ). Pour cela, on note F une primitive

—a
—— |, on pose

de f sur [a,b], on pose a = a 5

" opo x|
et pour x € |0,
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@) = Floc-+ ) — Flar + %) — 2 (=) + 47 () + flac 4 %)),

p— b p— J—
de sorte que @(0) =0, ¢ <b 3 a> :J f(x) dx — % <f(a)+4f (a—;b) +f(b)) et pour tout x € {O,%}, x—x

et o+ x sont dans [a, b].
On suppose f de classe suffisante pour effectuer les calculs qui suivent. Pour x € [a, b], on a

@’(x) :f(oc—l—x)—i—f(oc—x)—%(f(oc—x)+4f(oc)+f(oc+x))—%(—f’(oc—x)—l—f’(oc—l—x))

= 2 o)t flat X)) — (o) — X (o (@ — x) + F (x4 X))
3 3 3
puis
o (x) = % (—f" (ot —x) +f'(x+x)) — % (—f'(ot —x) +f'(x+x)) — g (f" (¢ —x) +F" (o +x))
= % (—f (¢ —x) +f'(c+x)) — g (f" (o —x) + " (e +x))
et enfin,

910 = 3 (o= )+ (o x)) = (=) + (o x)) = & () o= ) 4 19 (o))
X

=-3 (—fm(oc—x) + f(3)(cx+x)) .

On suppose maintenant f de classe C* sur [a,b]. On note My un majorant le fonction }f(‘”} sur [a,b]. f3) est de classe

C! sur [a,b] et ‘(fm)/

b—a
x de [O,T],

= ’f(‘”‘ est majorée par My sur [a, b]. L’inégalité des accroissements finis montre que pour tout

2
[0 00)] < % x M ((a0) — (=) = 252,

Ensuite, en tenant compte de ¢”(0) = ¢’(0) = ¢(0) =0,

X x 3
0”63l =l (x) ~ 910} = || 911 dt' .
0 3 Jo 9
puis
rX x 4
@’ ()l = || (1) dt| < %J £ ap — Max
Jo 7 Jo 18
et enfin,
X M4 X M4X5
= (1) dt| < = | thdt = —=
o 0 . ’ 18 Jo 90

En particulier,

Ef(x) dx—bga <f(a)+f<“”£b> —i—f(b)) - ‘(p (b;a>

b) Evaluation de l’erreur dans la méthode de SiMsoN

_ Ma((b—a)/2)° _ My(b—a)®
= 90 n 2880

Comme dans les paragraphes précédents, on applique I'inégalité ci-dessus sur chacun des intervalles [xy, X 1] et on obtient :
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b n—I1
J f(x) dx —b6_n“ Y <f (xi) + 4f <X“+%) +f(xk+1)>‘

a k=0

n—1 Xk+1 _

=1y (J ) dx — T (f(xk) + 4f ("“%) +f(xk+1)>)‘
k=0 Xk
n—T ) oxypg _

< J f(x) dx — % (f (xx) + 4f (X”#) + f(ka)‘
k=0 VXk

Z —a) 5 o My ( )5
288On5 o 2880m4

Soit f une fonction de classe C* sur [a,b] & valeurs dans R ou C.
Soit M4 un majorant de la fonction |f(4)‘ sur [a, b].
b n—1 5
b—a Xk + Xkt 1 M4 (b — a)
f dx — —— f 4f | —— f < —
[ o0 =2 > ( () + ( 1o )| < Ml

Pour tout n € N*,

2

1
Dans cette méthode, 'erreur est un O (F)

1

Exemple. On reprend 'exemple de 1T = J e*” dx. On veut une valeur approchée de I a 1073 prés. Pour x € [0, 1],

0
f(x) = e, f/(x) = 2xe*" puis f/(x) = 2 (2x* +1) & puis f®) (x) = (8x> + 12x) e puis f* (x) = (16x* +48x2 + 12) e**
et on peut prendre My = 76e. Donc,

] ni Fix) - 4F [ XY e )| < 20
on = " 2 )1 2880n7

Ensuite i < 10 &n > af475€ & n > 2. Une valeur approchée a LI rés de

' 2880n% 2 Z\ o0 v bp 2 P

1 2 2
V) (f) = 2]—2 (Z <elz<_§ Fae T Lt >>
k=0
1

=1 (e +4eTe 4 et +eT +4eTs fe )

est une valeur approchée de I & 1073 prés. La calculatrice fournit Vo (f) = 1,4637... et donc

1
J e dx = 1,464 3 1073 pros.
0
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