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Exercice I. On considère l’application

𝑇 : 𝒟(R) −→ R

𝜙 ↦−→ ⟨𝑇, 𝜙⟩ := lim
𝑛→+∞

⎧⎨⎩𝑛𝜙(0) −
𝑛∑︁

𝑗=1
𝜙

(︁ 1
𝑗2

)︁⎫⎬⎭ .

1) Montrer que 𝑇 définit une distribution d’ordre inférieur à un.
2) Déterminer le support de 𝑇 .
3) En testant 𝑇 contre 𝜙𝑝(𝑥) := 𝑝2𝑥𝜒(𝑝2𝑥) pour 𝑝 ∈ N* et pour 𝜒(·) ∈ 𝒟(R) bien choisi,
prouver que 𝑇 est une distribution d’ordre un.

Exercice II. Soit Ω un ouvert de R𝑑. On se donne 𝜙 ∈ 𝒟(Ω). On considère les énoncés
a) et b) suivants :
a) ⟨𝑇, 𝜙⟩ = 0 ; b) 𝜙𝑇 = 0 au sens de 𝒟′(Ω).

1) Montrer que b) implique a).
2) Montrer que a) n’implique pas b).

Exercice III. On admet que :

∀𝑀 ∈ R*
+, lim

𝜀→0+

1√
𝑖𝜋𝜀

∫︁ 𝑀

0
𝑒− 𝑥2

4𝑖𝜀 𝑑𝑥 = 1.

Etant donné 𝜀 ∈ R*
+, on considère la distribution 𝑇𝜀 de 𝒟′(R) qui est associée à la fonction

localement intégrable 𝑓𝜀 définie par :

𝑓𝜀 : R −→ R

𝑥 ↦−→ 1
2
√
𝑖𝜋𝜀

𝑒− 𝑥2
4𝑖𝜀 .

1) Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R). Justifier l’existence de 𝜓 ∈ 𝒞∞(R) tel que 𝜙(𝑥) = 𝜙(0)+𝑥𝜓(𝑥). Donner
une condition nécessaire et suffisante (impliquant 𝜙) sous laquelle 𝜓 ∈ 𝒟(R).

2) On fixe 𝜙 ∈ 𝒟(R). Montrer qu’il est possible de trouver 𝑀 ∈ R*
+ tel que :

∀ 𝜀 ∈ R*
+, ⟨𝑇𝜀, 𝜙⟩ = 𝜙(0)

2
√
𝑖𝜋𝜀

∫︁ 𝑀

−𝑀
𝑒− 𝑥2

4𝑖𝜀 𝑑𝑥+
√
𝑖𝜀√
𝜋

∫︁ 𝑀

−𝑀
𝑒− 𝑥2

4𝑖𝜀 𝜓′(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝒪(
√
𝜀).

3) En déduire que la famille (𝑇𝜀)𝜀 converge dans 𝒟′(R) vers la masse de Dirac en 0.

T.S.V.P. =⇒



Exercice IV. Soit 𝜚 ∈ 𝒟(R) vérifiant
∫︁
𝜚(𝑦)𝑑𝑦 = 1. Etant donné 𝜙 ∈ 𝒟(R), on pose :

∀𝑥 ∈ R, 𝜓(𝑥) := 𝜙(𝑥) −
(︁∫︁

R
𝜙(𝑦)𝑑𝑦

)︁
𝜚(𝑥).

1) Montrer que 𝜓 admet une primitive Ψ ∈ 𝒟(R).
2) Soit 𝑅 ∈ 𝒟′(R) vérifiant 𝑅′ = 0 au sens des distributions. Montrer qu’il existe une
constante 𝐶 ∈ R telle que 𝑅 s’identifie à la fonction constante égale à 𝐶.
3) Soit 𝑇 ∈ 𝒟′(R2) vérifiant 𝜕𝑥1𝑇 = 0.
3.a) Prouver que pour tout 𝜓 ∈ 𝒟(R) il existe une unique constante 𝑆(𝜓) telle que :

∀𝜙 ∈ 𝒟(R), ⟨𝑇, 𝜙⊗ 𝜓⟩ = 𝑆(𝜓)
∫︁
R
𝜙(𝑥)𝑑𝑥 .

3.b) En déduire que l’application 𝜓 ↦→ 𝑆(𝜓) est une distribution et que 𝑇 = 1 ⊗ 𝑆.

Exercice V. On considère la fonction 𝑓 : R −→ R qui à 𝑥 associe 𝑒
𝑖𝑥2

2 .
1) Montrer que 𝑓 définit une distribution tempérée 𝑇𝑓 ∈ 𝒮 ′(R).
2) Ecrire une équation différentielle satisfaite par la fonction 𝑓 , et en déduire une équation
satisfaite dans 𝒮 ′(R) par sa transformée de Fourier 𝑇𝑓 ≡ ℱ(𝑇 ) = 𝑓 .
3) En utilisant l’exercice IV, prouver l’existence d’une constante 𝑐 ∈ C telle que :

∀ 𝜉 ∈ R, 𝑇𝑓 (𝜉) = 𝑐 𝑒− 𝑖𝜉2
2 .

4) On admet que :

ℱ
(︁
𝑒− 𝜉2

2
)︁

=
√

2𝜋 𝑒− 𝑥2
2 ,

∫︁
R
𝑒− (1+𝑖)𝑥2

2 𝑑𝑥 = 2
1
4

√
𝜋 𝑒−𝑖 𝜋

8 .

En testant 𝑇𝑓 contre 𝑒− 𝜉2
2 , déterminer la valeur de 𝑐.

5) Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R). Etablir que :

∀ 𝜀 ∈ R*
+,

1
𝜀

⟨𝑓(𝑥/𝜀), 𝜙⟩𝒮′,𝒮 = 𝑐

2𝜋

∫︁
R
𝑒−𝑖𝜀2 𝜉2

2 𝜙(−𝜉) 𝑑𝜉.

6) Quelle est la limite au sens de 𝒮 ′(R) de la famille 𝑓(𝑥/𝜀)/𝜀 lorsque 𝜀 tend vers 0 par
valeurs positives ?

Exercice VI. Soit 𝑃 ∈ R[𝑋1, · · · , 𝑋𝑑] un polynôme à 𝑑 variables. On suppose 𝑃 ̸≡ 0. En
remplaçant 𝑋𝑖 par 𝜕𝑥𝑖 , on obtient un opérateur différentiel 𝑃 (𝜕) à coefficients constants.
1) Montrer qu’une distribution à support compact 𝑇 ∈ ℰ ′(R) vérifiant 𝑃 (𝜕)𝑇 = 0 est
nécessairement nulle.
2) On suppose de plus que 𝑃 ne s’annule qu’à l’origine de R𝑑. Montrer que les solutions
tempérées 𝑇 ∈ 𝒮 ′(R) de l’équation 𝑃 (𝜕)𝑇 = 0 sont toutes polynômiales.


