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Exercice 1.1. Soit f € LP(RY) avec p € [1,00[. Pour h € R%, on note par 7, la fonction
Vo eRY, (mf)(x) = flw—h).

1. Montrer que
lim ||7f — f|lz»r = 0.
h—0

2. Est-ce que le résultat reste vrai pour p = oo ?

Exercice 1.2. Soit (K,,)n,en+ une suite de fonctions continues sur R et vérifiant

i) /RKn(x)das =1, ii) sup /R]Kn(az)]dx < oo, iii) V6>0, lim | Ky (z)|dx = 0.

neN* oo |z|>8

1. Montrer que pour tout f € LP(R) avec p € [1,00], alors

lim [|Kn % f — fllre = 0.
n—oo

: 2

2. Soit K(z) = %(Smx(;’f» et K, (z) = nK(nx). Montrer que la famille (K,,),en+ vérifie les
conditions i), ii) et iii).

3. Montrer que

I :
Kia)= 5 [ (1= lghe=as.

4. Montrer la convergence suivante dans L'(R) :

o) = tim oo [ (0 lel/mFle)ei=as.

n—oo 2m [_,

Exercice 1.3. Soit f € L'(RY) N L>®°(R%).
1. Montrer que pour tout p € [1,00[ on a f € LP(R?) et

1 1-1
[ llze < AN ZAF "

2. Montrer que pour tout a > 0 on a

wu({z e RLIF@) 2 a}) < IF1Es,

avec u la mesure de Lebesgue.



3. Prouver que
|| fllze = [1f]|ze-
p—00

Exercice 1.4. Soient f € L'(R?), g € L>(R%).
1. Montrer que le produit de convolution f x g € L et que
1S * gllzee < [ fllp2llgllzoe-

2. Montrer que f * g est continue.

3. Soit A C R? une partie mesurable de mesure finie strictement positive. On définit
Ve e R h(z) = (1_4 % 14)(2).

Montre que h est continue et que h(0) > 0.

4. En déduire que I’ensemble A — A := {ZL’ —y, T,y € A} contient un voisinage de zéro.

Exercice 1.5. Soit f : R? — R définie par

e”fc\lé—l, lz| <1
f(z) =
0, |z|>1.

1. Montrer que f est de classe C'°.

2. Montrer qu’il existe une fonction 6 : R — R croissante, C*° et vérifiant
OrR-=0; Olneol = 1.

3. Soient K un compact non vide contenu dans un ouvert U de R?. Montrer qu’il existe F €
C°(U) telle que
F(z)=1, VrelkK.

4. Soient K et Ky deux compacts non vides et disjoints de R? et f1, fo deux fonctions C>(R%).
Montrer qu’il existe une fonction g € C5°(R?) telle que

ar, = f1; 9K, = fo-

Exercice 1.6. Soit f une fonction de classe C™*1(R?) et s’annulant en 0. Montrer qu'il existe une
famille de fonctions {f;}¢_; de classe C"™(R?) telle que

d
fl@)=> wifi(x), VaeR%
i—1

Exercice 1.7. Soit f € C*°(R%). Montrer qu’il existe deux fonctions positives f1,f2 € C>(R%) telles
que

f=f—fo

Démontrer le méme résultat en remplacant C*°(R?) par C§°(R?).



