ENS de Cachan 2013-2014

L3 Phytem
Outils mathématiques
Correction du TD n° 7

Distributions

Exercice 1. Soient p et ¢ deux entiers naturels. Calculer la distribution
T = 2P§@
ot 6@ est la dérivée i1®™M€ de la mesure de Dirac sur R.

Correction :

2P € C* donc 2P6@ a un sens.
Soit ¢ € D(R),

(2269, = (16,0 = (17 | (1) (07| 0 0

D’aprés la formule de Leibniz
el Do) — (= AN = F; . 2
(&) =2 (g) (&) ¢=Xhaw 2)
1. Si p > q, la quantité (2) s’annule en x = 0.

En effet, '
d\" -
L) (2P) = OPpPi
<dm> (aP) = Ciw

et p — i est strictement positif.

2. Si p < q, alors la quantité (2) s’écrit

p—1 q
Z Fz-,q(w) + Z Fi7q(a:).
i=0 i=p

La premiére de ces deux sommes s’annule & 'origine pour la méme raison que précédemment, et
la deuxiéme s’écrit

S () e(d) =@ e (L)

d i
( ) (aP)=0 sii>p+1.

car

dzx

On a donc dans ce cas, d’aprés (1)

<xp5(q)’ 90> — (—1)7Cplp(@P)(0) = E;?;‘i: <5(q—p)7 <P> .

En résumé
0 sip>gq
2Pl =




Exercice 2. Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction localement intégrable In |z|
sur R.

Correction :
La fonction In |x| pour = # 0 est intégrable au voisinage de 'origine car pour tout € < 1, |z|¢|In|z||
tend vers 0 lorsque |z| tend vers 0 et donc

1
|In|z|| < T pour z non nul dans un voisinage de 1’origine.
x

d dp dp
ey | = {1 — VY=—/1 —dx.
<m:nmu@> <nhndx> [ el 3)

On pourrait penser a faire une intégration par parties, mais la dérivée de In |z| est la fonction — qui
x

Soit ¢ € D(R), on a

n’est pas intégrable au voisinage de l'origine.
On utilise alors la méthode suivante : d’aprés le théoréme de Lebesgue

/ In x| (z)dr = lim In |z|¢ (z)dx = lim I, (4)
R e el >e &0
car
Ljajze | In |2[p(2)| < [In]z]p(x)] € L' (R).
D’autre part,

—€ +o0o
I. = / 1n|x]cp’(a:)dx+/ In |z|¢' (x)dx

—0o0 £00

= [ln|$¢($)]_;+[ln\x|<p($)]s+oo_/|> @daz

= In —€) — — Mal:v.
SCC RTCIE
Or,

[p(=) ~ ¢(6)] < 2500 | (0)],

et, par conséquent

On déduit de (3), (4) et (5) que




Exercice 3. Soit la distribution définie dans le plan par la fonction localement intégrable

1 .
5 sit—=|z|>0
E(‘”’t){ 0 sit—|z|<0

Soit [ I'opérateur des ondes défini par

0?2 0?2
T2 ox2
Résoudre OJF au sens des distributions.
Correction :
Soit
9?2 9?2
~ o ot

On a pour tout ¢ € D(R?),

OE,¢) = / ; 8tfdtd f% / / g;gdxdt
- P
_2/11{(%‘5)( 2)da ;/0 (gi) , t)dt+2/0 (Zi)( b t)dt
0
_ _2/0 <g‘f> (:U,x)dx—;/ (%f) (z, —z)dx
L e B
_ _;/OOO @f) (:r,x)dm—;/o @f)( 2, 2)dz
(

1 [ [(0p
t,t)dt+2/0 <ax> (—t, t)dt

D’autre part, pour a € R :

ay,y).

N—

On en déduit

gy Plav:v)) = a (gi) (ay,y) + <gf
(y,9))dy — -

(
OF.¢ =5 [ 4l 3| ety

1 1
d’ou
OFE =6 dans D'(R?).




Exercice 4. 1. Montrer que la fonction

1

f(fﬂ;y)szy

définit un élément de D'(R?).

2. L’opérateur de Cauchy-Riemann est défini par
~ 1
G=2(2 ;9.
8:13 oy

of = 7.

Montrer que

Correction :

1. Tout d’abord
1 1

|f(z,y)] = m ~ X o X = (7,y).

On sait que la fonction est intégrable au voisinage de l'origine dans R" si a < n.

1
| X«
Icia=1etn=2donc fest L}
2. Soit ¢ € D(R?), on a

= = 1 1 0
(0f,0) = — (£,8p) = —Q/RQ s (ai L ai) ddy.

loc

On passe en coordonnées polaires :

T =rcosb, =rsinf, quad =  dady = rdrdf.
On a
9 92 B sm@ 0
ar Vo T 1 00’
9?0
oy or r 00
B 1 2T fe'e) 6_Z9 0 8@ z6' 8(,0
<8f, (p> = —5 ) /0 T < 8 + 89) Tdrdﬁ,
ol

o(r,0) = o(rcos b, rsinb).

D’aprés le théoréeme de Fubini,
B 1 27 680 ; 1 27 a~
=—= —dr|df — - = 20| dr.
==y [} L S5 [ L) %)
Comme ¢(0,0) = (0,0) et que §(r,0) est 2m-périodique, il vient :

(0f,¢) = =5 x 2m x (=¢(0,0)) = m¢(0,0) = 7 (Jo, )

et, par conséquent

5f = 7'('50.

(R?) ce qui implique que f définit un élément de D’(R?).




Exercice 5. On considére dans R? la fonction

E(z,t) =

ou H(t) désigne la fonction de Heaviside.
1. Montrer que E définit une distribution sur R2.

2. L’opérateur de la chaleur est défini par

2
p_9_9
ot 0z
Montrer que dans D’ (R?)
PE = 6.
Correction :
1. On a la majoration
H(t
E(z,t) < U

VAt

est localement intégrable dans R2.

H{(t)

Viart
Donc, E € L} _(R?) et définit un élément de D'(R?).

2. Soit p € D(R?),

et la fonction

o 82 dp 0% Do 9%
(6 o) Bre) =~ (B 58 = //]m (5 %

e 4t 8(,0 e 4t
—dxdt = lim
/0 /R\/Zlﬂ' ot e—0 Jp e VArt

en vertu du théoréme de Lebesgue, puisque

22

= _ Cle(z.t)

1[€,oo[><R\/ﬁ(p($7t) > NG

8¢dt dr = hm I,

LY(R?).

Dans I., on peut alors faire une intégration par parties et écrire

2
© 9 |e &
= — — ,t)dtd +/
LI o | 7| eto e

o0
| d
——p(z, x.
Vart

t=¢

)ddt

Or,
12
0 | e ot - 1 ( x?
ot | VA4rt 47 \ 945
d’OfI 2
1 o] $2 1 22 e_TTE
I :// (,—>6_4t x,t dtd:n—/ x,e)dx.
Tavm el \as #let) e Ve )
De méme

8 <'Oal:t:dt = lim J..

/oo/ v 4t a Sod dt 1 /Oo/ % 4t :
X = 111m
0 R VA4rt Or? e—0 R VAt Ox? e—0

Dans J, faisons deux intégrations par parties :




0?2 |e & 1 z? a2
a3 — — 3 -+ = e 4t ,
Ox? | \/Ant 4tz 8y/mt2

d’oul
1 < [ g2 1 22
J. = // ( >e 1t p(x, t)dxdt
: NG % 13 ol 1)
o0 8 4t 890 e oo T 2 +00
+ / = (x,t) dt+/ e~ p(z, t) dt
5 Vart Ox o € 4ﬁt% =00
et comme P
. v B
Jm o(e,t) = lim —-(z,t) =0,
il vient

e (G )

2
En utilisant les expressions de I, et J. données par (7) et (8), il vient

d’oul

2
9 8—2 E = lim (a: g)dr = lim K,
ot 0x? g e—0 Jp V4 ’ om0 o
Dans l'intégrale, faisons le changement de variable

X

Yy = 2—\@ dx = 2\/edy
__2E y?
K. = NI *o(2vEy,¢) f/e ©(2Vey, e)dy,
lim ¢(2vey, ) = ¢(0,0)
et

‘6_y2w(2\/5y,6)‘ < sup p(z)le™ € L'(R)

donc, d’aprés le théoréme de Lebesgue

Donc




Exercice 6. Soit x € R3; on note r = |z|.
1. Calculer Af lorsque f est une fonction qui ne dépend que de r.

2. Soit f = f(r) une fonction qui vérifie dans R3\{0} 'équation
(A+ a2) f=0

ou a € R\{0}.
Ecrire I'équation différentielle a laquelle satisfait g(r) = rf(r) et en déduire la forme des solutions
C> dans R3\{0} de (A +a?) f =0.
3. Soit f = f(r) une telle solution.
Montrer que si on pose
£=limrf(r),

on a, dans D’ (R?)
(A+a®) f=Cls
ol C' est une constante que 1'on calculera.
4. En déduire , dans D'(R?)

Correction :

3 82
1. Ona A = —.
; Ox?
Calculons I'expression de A en coordonnées sphériques :

comme f = f(r), il suffit de calculer la partie du transformé de A qui ne contient que des dérivées
par rapport a r (celles en (6, ¥) appliquées & f donneront zéro).

On a
xlzrfl(evdj)
$2:7’f2(0,¢)
55’3:7“f3(‘97¢)
0 _9f or a4 0
8xif(r) N 5'6@-_ r@rf(r)
P D ()08 AP (1 ) or alo
Ox? 9z \r)or  r2or2  \r r3)or  r2or?
d’ou

3001 of 1 (< O f
Af(r) = (T_Tg xf)ar—i_r?(Zx?)aﬂ

i=1 i=1
o’ 20f
or?  ror’

2. Soit f = f(r) telle que (A + a?)f = 0 dans R3\{0}.
Posons g(r) = rf(r).
On a alors

gr)=fr)+rf(r) g'r)=2f0)+rf"(r).

D’aprés la question précédente, on a
2 .
")+ Zf(r) + a®f(r) =0 dans R*\{0},
r

d’ot1, en multipliant par r £ 0 :

rf"(r) 4+ 2f'(r) + a®rf(r) =0,



et donc
g"(r) +a*g(r) = 0.
La solution générale de cette équation dans R3\{0} est

g(r) = ¢ cosar + cysinar

et donc la solution générale de (A + a?)f(r) = 0 dans R3\{0} est la fonction C>

cosar sin ar

f(r)=a +c2

r r
. Avec les notations de ’énoncé, ¢; = ¢, donc

cos ar sinar
f(?“) =/ r +c2 r S Llloc(Rg)'

On va montrer que dans D'(R3), (A +a?)f(r) = CLS.

. sin ar
La fonction ¢y
r

cosar

est une fonction C* de r € R (tandis que ¢

sin ar

On peut donc calculer (A + a?)

au sens usuel. Or, d’aprés la question précédente,

n’est pas définie en 0).

sin ar

est solution dans R3\{0} de (A +a?)f = 0 (cas oit ¢; = 0) et comme c’est une fonction C>, on a

(A+ aQ)M =0 dans R entier.
r

Calculons, dans D'(R), la quantité (A + QQ)M :

Soit ¢ € D(R),

(8 o) = (5 (6 ) = [ DU (a4 )i

r

cos ar
€ L}OC(R), on a

En utilisant le fait que

= lim
e—0 r>e r

((a+a?)

cosar, > cosar (A + a?)p(r)dr = lin%lg.
E—>

D’aprés la formule de Green, on a :

Oy d (cosar
L= A g2 (Cosar i / cosar dp d
/7“26( +a’) ( r )cp(r) T . r Or <'081" ( r ) e

T

avec do.e?dw ol dw est la mesure de la sphére unité.
Or, dans R3\{0}, (A + aQ)COS T (cas ot ¢ = 0) donc
r

cos ar Oy d scosar
I. = - —p— .
: /T‘E [ r or Tor ( r )] dor

En outre,
0 (cos ar) _ —arsinar — cosar
or r N r2
et 5 5
dp || | O d¢ ||
— 1 < <su =M car — < 1.
or _Z r |0x;| sz ox; ro_
=1 =1
Ainsi
dyp .
I. = ecosace —dw + aesin ae wdw + cos ae pdw
r=¢e ar r=¢e r=¢
A B C
avec
|A| < €| cosae|M dw — 0 lorsque € — 0,

|z|=1



|B| < |ale| cos ag| sup |p(z)| dw — 0 lorsque € — 0,
R |z|=1

C = cosas /_ o(e,0,¢)dw  on @(r,0,v) = (rfi1(0,v),rf2(0,¢),rf3(0,1)).

D’aprés le théoréme de Lebesgue,
lim C' = ¢(0) / dw
e—0 |lz|=1

et donc

<(A +02)CoiaT,<p> _ </|z1 dw) (0,) Ve e DR)

(A + a®) f(r) = 4nls.

d’oul

En particulier, la distribution —
R3.

r

est une solution élémentaire de I'opérateur A + a? dans



Exercice 7. Soient p, ¢, m et n des entiers. Calculer
T = [xpé(q)} * [azmé(")}

ou 0 est la dérivée 1°™M€ de la mesure de Dirac sur R.

Correction :
On a vu (exercice (1) que
0 sip>gq
2P5@) —

%5(‘1_”) sip <gq.

On en déduit que
1. Sip>qoum>nalors T =0.
2. Supposons p < q et m < n. Alors

T = Ap7q7m1n5(q—p) % §(n—m)

o (—1)7t"g!n!
(¢ = p)l(n—m)t

D’autre part, si T € £ (€’ étant I'espace des distributions & support compact) et S € D’ on a

Ap,q,m,n =

0°98(S * T) = (0°9) * (0°T)

0xS=S9

NGRS I
T = Apgmn (6% 6) = Ap gunn8 TP,

donc

dx dx




Exercice 8. Montrer qu’il n’est pas possible de définir le produit de convolution de trois distributions
quelconques, au sens oul ce produit ne peut-étre associatif.

Correction :

Supposons que ’on puisse définir le produit de convolution de trois distributions u, v et w de telle
maniére que
(uxv)*w=ux(v*w).

Posons
u=1 v=¢, w=H
On aurait p p
u*vzl*é':%(l*é):%1:0
donc

(usxv)xw=0%xH =0.

D’autre part

d d
v*wzé/*H:@(é*H):%H:5

d’ou
ux(vrw)=1%xd=1

ce qui est absurde.




Exercice 9. 1. Calculer, dans D'(R"),
n 2\ P*
lim p—n <1 — m) = lim Py(z).
p—00 2 P p—00

2. En déduire que toute distribution & support compact est limite, au sens des distributions, d’une
suite de polynomes.

Correction :

1. Soit ¢ € D(R™). Il existe M > 0 tel que suppyp C {z : |z| < M}.

Posons s
7 2\ P
I, = / Lp(a:)p—n ( — |x|> dx.
|z|<M 2 p

Faisons le changement de variables y = px ; alors dy = p™dzx.

D’ou
3 3
1 i) e () w=r [rwen (1-55) < ()
"ort y|<pM< p? P 73 Jp =P p? P

Fixons y € R™. Pour p assez grand on a
p? lv|?
(1) )
»

d’oul .
ly2\?

limp_,oo 1|y\§pM (1 — p73) = e—|yl2an

3
(-] =

D’autre part

et
<Ce W e L' (R

(-5) ()

et donc, par le théoréme de Lebesgue

1
lim I, = — e 1P ay - ©(0) = »(0)

p—0o0 72 Jgrn
ce qui signifie que dans D'(R"),
3
n 2\ P
lim pn<1|””) =
p—oo 2 P

2. Soit T € &'(R™) alors T * P, a un sens. De plus, c’est une fonction C*.
D’autre part,
OT % P))=T*0*P, =0 sila|>2p*

donc 7' * P, est un polynome.
Montrons que T % P, converge vers T' dans D'(R") :
En effet, si U € D'(R™) (ou &'(R™)) et ¢ € D(R™) (ou C*(R™)), on a

(T, ¢) = (T x¢)(0)  avec p(t) = (1)

(T By, ) = [(T'+ Bp) % ] (0) = [Py + (T ¢)] (0)



car (T'x P,) € C*™ et p € D(R").
On en déduit que
<T*Ppa(p> = <PP7T*¢>

et T % ¢ est un élément de [[R™).
D’aprés la premiére question, on a

lim (P, T x@) =T %¢(0) =T % ¢(0)
p—00

donc
Jin (T« By, 0) = (T'+9)(0) = (T, ), ¥ € D().

On en déduit que dans D'(R™),
lim T'x B, =T.

p—00




