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Dans le cas d’une réponse par OUI ou par NON, on demande d’entourer la bonne réponse
(ou de barrer la mauvaise réponse). Si c’est OUI, donner une preuve. Si c’est NON,
fournir un contre-exemple.

Question de cours. Soient Ω1 un ouvert de R𝑚 et Ω2 un ouvert de R𝑛. On se donne
des distributions 𝑆 ∈ 𝒟′(Ω1) et 𝑇 ∈ 𝒟′(Ω2), ainsi qu’une fonction test 𝜙 ∈ 𝒟(Ω1 × Ω2).
Expliquer comment se calcule le produit tensoriel 𝑆 ⊗ 𝑇 évalué sur 𝜙(𝑥1, 𝑥2).

⟨𝑆 ⊗ 𝑇, 𝜙⟩ =
⟨︀
𝑆, ⟨𝑇, 𝜙(𝑥1, ·)⟩

⟩︀
.

On prend 𝑚 = 𝑛 = 1. Calculer ce que vaut :

⟨𝛿′′
1 ⊗ 𝛿′′

0 , 𝜙⟩ =
⟨︀
𝛿′′

1 , ⟨𝛿′′
0 , 𝜙(𝑥1, ·)⟩

⟩︀
= ⟨𝛿′′

1 , 𝜕2
𝑥2𝑥2𝜙(𝑥1, 0)⟩ = 𝜕

(2,2)
𝑥 𝜙(1, 0).

Exercice I. Montrer que si 𝑇 ∈ 𝒟′(R) et 𝑆 ∈ ℰ ′(R), on a (𝑒𝑥𝑇 ) ⋆ (𝑒𝑥𝑆) = 𝑒𝑥(𝑇 ⋆ 𝑆).

Puisque 𝒟(R) est dense dans 𝒟′(R) et que la convolution est une application bilinéaire
continue sur 𝒟′(R) × 𝒟′(R), il suffit de montrer l’identité pour 𝑇 ∈ 𝒟(R) et 𝑆 ∈ 𝒟(R).
On peut alors écrire

(𝑒𝑥𝑇 ) ⋆ (𝑒𝑥𝑆)(𝑥) =
∫︁
R

𝑒𝑥−𝑦𝑇 (𝑥 − 𝑦)𝑒𝑦𝑆(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑒𝑥(𝑇 ⋆ 𝑆)(𝑥).

Exercice II. On rappelle que la fonction d’Heaviside 𝐻 : R → R vaut 0 pour 𝑥 < 0 et
qu’elle vaut 1 pour 0 ≤ 𝑥. Soit 𝑇 ∈ 𝒟′(R) une distribution à support compact. Trouver
une formule simple permettant de déterminer une primitive 𝑆 de 𝑇 (on a 𝑆′ = 𝑇 ) à l’aide
de 𝐻 et de 𝑇 .

𝑆 = 𝐻 ⋆ 𝑇 convient car alors 𝑆′ = 𝐻 ′ ⋆ 𝑇 = 𝛿 ⋆ 𝑇 = 𝑇 .

T.S.V.P. =⇒



Exercice III. Soit 𝑛 ∈ N*. On note 𝐻*𝑛 = 𝐻 ⋆ 𝐻 ⋆ · · · ⋆ 𝐻 la convolée 𝑛 fois de la
fonction d’Heaviside. Alors la dérivée 𝑛𝑖è𝑚𝑒 de 𝐻*𝑛 est la masse de Dirac 𝛿0.

OUI

En effet (𝐻*𝑛)(𝑛) = 𝐻 ′ ⋆ 𝐻 ′ ⋆ · · · ⋆ 𝐻 ′ = 𝛿0 ⋆ 𝛿0 ⋆ · · · ⋆ 𝛿0 = 𝛿0.

Exercice IV. On se place dans 𝒟′(R).

IV.1) Etant donné 𝑘 ∈ Z, calculer

𝛿𝑘 * 1′
[0,1] = 𝛿𝑘 * (𝛿0 − 𝛿1) = 𝛿𝑘 − 𝛿𝑘+1.

IV.2) Trouver 𝑢 ∈ 𝒟′(R) vérifiant 𝑢 * 1[0,1] = 𝛿0.

𝑢 =
∑︁
𝑛∈N

𝛿′
𝑛 car alors 𝑢 * 1[0,1] =

∑︁
𝑛∈N

𝛿′
𝑛 * 1[0,1] =

∑︁
𝑛∈N

𝛿𝑛 * 1′
[0,1] =

∑︁
𝑛∈N

(𝛿𝑛 − 𝛿𝑛+1) = 𝛿0.

Exercice V. Soit 𝑇 ∈ 𝒟′(R𝑛) une distribution homogène de degré 𝛼 ∈ R. Prouver
l’identité d’Euler suivante en testant 𝑇 contre 𝜙(𝜆𝑥) et en faisant varier 𝜆 dans R.

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
= 𝛼𝑇 .

Par définition de l’homogénéité, on sait que

∀ 𝜆 ∈ R, 𝜆−𝑛⟨𝑇, 𝜙(𝑥/𝜆)⟩ = 𝜆𝛼⟨𝑇, 𝜙(𝑥)⟩.

On dérive (sous le signe somme) par rapport à 𝜆 pour obtenir

−𝑛𝜆−𝑛−1⟨𝑇, 𝜙(𝑥/𝜆)⟩ + 𝜆−𝑛−1⟨𝑇, 𝜆
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑥𝑗(𝜕𝑥𝑗 𝜙)(𝑥/𝜆)⟩ = 𝛼𝜆𝛼−1⟨𝑇, 𝜙(𝑥)⟩.

On fait 𝜆 = 1. Cela devient

−𝑛⟨𝑇, 𝜙⟩ + ⟨
𝑛∑︁

𝑗=1
𝜕𝑥𝑗 (𝑥𝑗𝑇 ), 𝜙⟩ =

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗 𝑇, 𝜙⟩ = 𝛼⟨𝑇, 𝜙⟩.


