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Examen Final (16 avril 2024)

Durée 90 minutes, calculatrices et documents interdits

Exercice 1.

+00 too
1. / f(z)dx est convergente < / f(z)dx est absolument convergente.
0 0
L1
2. / —dx converge < a < 1.
0
A
3. / sin(z)dx = 1 —cos(A) n’a pas de limite quand A tend vers +o00 donc l'intégrale n’est
0
pas convergente.
In(1 — ”“"
4 lim, o 20 =®) limy o0 —5 = +00
x
5. sin(x + m) = —sin(z) cos(2z) = 2cos?(x) — 1
Exercice 2. D1 =] — 00, 0[U]0, 1[U]1, +00]
file) = 2 -2
r)=——"——
! z—1 =
—1
Fl(x):2ln<‘x ‘)—i—C
]
Dy =] — 00, —2[U] — 2,2[U]2, +00]
1/4  3/4
falw) = Ji'+2 T —2
Fy(z) = 1 In (|z + 2|jx — 2|?) + C
Ds=R
1/4
B =
1
F3(z) = — arctan (ZL’ + ) +C
4 2
Dy =] — 00, 1{U]1, +o0]
fale) = 2o
€Tr) =
! z—1 " (z—1)2
4
Fy(z)=3In(lz —1|) = ——+C
z—1
Exercice 3. 1. La seule borne impropre est +occ. Par croissances comparées, lim,_, o0 22(z3+
3)e”® = 0, donc il existe A > 0 tel que pour z > A, 2%(2® + 3)e™® < 1, soit 0 <
1 +oo 1
(23 4+ 3)e™® < — - Puisque / —5dx converge, I; converge par théoreme de comparai-
son. v A7
2. La seule borne impropre est 4+o00. Puisque lim,_, 4~ arctan(z) = 7/2, il existe A > 0 tel

arctan(x) +oo

x+1 T 4(z+1)
par théoreme de comparaison.

> 0. Puisque /

que pour T > A,
A T +

dz diverge, Is diverge
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3. Les deux bornes sont impropres. En 07, lim,_,o+ /zIn(z) = lim,_,¢+ 2y/zIn(y/z) = 0
Vv ln(z)

par croissances comparées, donc tend vers 0 et il y a convergence (la borne est

x? + )
1 41n(zt/4
faussement impropre). Pour z > 1, 0 < 25/4 \/52 i(f) 2O/AH2=2 1 (1) = n(17/4> qui
x
tend vers 0 en +0o par croissances comparées. Ainsi il existe A > 0 tel que pour = > A,

Vv In(z) oo ]

1
< 1etdonc0< o < Y7l Puisque /A Yy ——dx converge, il y a

LB/ Van(z)
2 +1
convergence en +oo par théoréme de comparaison. Donc I3 converge.

sin(z?) lim, s 2%/ sin(x?)
- Tr—

NI x?

a une limite finie en 0 donc il y a convergence (la borne est faussement impropre).

Exercice 4. 1. lim, o+ =0x1=0

sin(x?)

VT

3. On pose u = 22 soit du = 2zdx ou encore dz =

U
W' Pour tout A > 1, le changement

A o 2 A2 :
de variable donne : . Sm(\/;:)dx :/1 Szll(/4 52 2 s1r:13/4 du soit = 3/4.
1 —
4. On primitive sin(u) en — cos(u) et on dérive —5 en
u
/A B cos(u)

A
sin(u cos( )
pour A > 1: / du:{ uﬁ+1

+oo sm(u) o0 cos(u
P _
en +oo.Dou/1 e du = cos(1 ﬁ/ UBH

. L’intégration par parties donne,
uﬁ+1

cos(u)

— 0
ubB

du. Comme S8 > 0,

1

cos(u) =g Puisque g +1 > 1,

ubt+1

5. La seule borne impropre est +o0o. On a pour tout u,

+oo 1
/ T ——du converge, et il y a convergence en 400 par théoréme de comparaison.
1 u

+oo sm(acz)dm B 1sin(w2)dx N cos(1) B [T cos(u)

0 VT o Ve 2 2 )1 WP

droite convergent par les questions précédentes, donc 'intégrale de gauche converge.

du. Les deux intégrales de

sin(z?)
NZ3

. Par le changement

dx =

+oo
7. Par le méme changement de variable que précédemment, on a 1’égalité /
1

| sin(u)] S 1 cos(2u)

+00 | gi
/ | sin(u )’d On a pour tout u > 1,
1

uB WP T s 2uP
+o0 2 +o0
de variable v = 2u, / cos(2u) du = 2072 / Mdv qui converge par la question
1 2’(/,5 1/2 vﬁ
T /1 2
5. Puisque g < 1, / —du diverge, donc / ( — cos( u)> du diverge comme
1 2ub 2ub

somme d’une intégrale dlvergente et d’une intégrale convergente. Par théoréme de com-

. oo | sin(u) . . .
paraison, 7Bdu diverge, donc la convergence obtenue a la question 6. ne peut
1 u

pas étre absolue.



