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Questions de cours

a) Donner la définition de la fonction méromorphe appelée fonction zéta (de Riemann).

cf cours.
b) Indiquer la position et I'ordre des pdles de la fonction zéta.

cf cours.
¢) Enoncer le théoréme des nombres premiers.

cf cours.

Probléme

On rappelle que les polynomes de Bernouilli peuvent étre définis comme 'unique suite de
fonctions polynomiales a une indéterminée { By, },en vérifiant les relations de récurrence :

1
(*) By=1, B;@:anfl, / Bn,l(t)dt:0, Vn e N*.
0

Les nombres de Bernouilli {b, }nen sont obtenus en posant b, := B, (0).

1. Le polynéme B,, est de degré n. Il peut s’écrire a 1’aide de la formule de Taylor
sous la forme :

(k)
By(X) =) B (0) xn

Etablir I'identité :
n

|
B,(X) = kg XF L L
(**) ( ) rart Cnb k ) Cn (n—k)'k‘

En itérant la relation (x), on peut extraire B t)=nn—-1)---(n—k+1)B,_x
de sorte que Bflk)(()) =n(n—1)---(n—k+1)b,_k. Il suffit de reporter.



2. Expliquer pourquoi b,, = B, (1) pour tout n € N\ {0,1}.

C’est encore (%) qui donne :

1
By(1) — B (0) = By(1) — by = /0 n Bn_1(t) dt =0.

3. En déduire que les nombres de Bernouilli peuvent étre définis comme 'unique suite
de nombres réels {b, },en vérifiant les relations de récurrence :

] n+1
bo=1, b, = HZOﬁanH,k, Vn e N*.
k=2

On fait X =1 dans (xx) ce qui donne avec la question 2 :

bn =bn+(n=1)by1+ Y CF byy.
k=2

1l suffit d’extraire b,_1 puis de changer n en n+ 1.

4. D’apres le cours, les nombres de Bernouilli peuvent aussi étre obtenus en considérant
le développement en série entiére :

400 oo
zeT Bi(z) z be &
F(z,x).zez_lz T F(z,()):ez_lzzﬁz.

k=0 —

Etablir la relation :
—+00
z (e#+1) b
=7 =1 — 7.
9G) = ) +kz_2 ke

On a by = 1. De la question 3, on obtient by = —1/2 ce qui conduit d l'interprétation :

z z 4
=z =1+ ( —1-biz).
s =gt e e L



5. Montrer que bap1 = 0 pour tout p € N*.

C’est une preuve faite en cours. On a F(z,1 —x) = F(—z,x)Par identification des
coefficients des deux séries entiéres associées, on a By(1 — z) = (=1)¥ By(z). En
particulier, on doit avoir By(1) = by = (—1)¥by. D’ou le résultat.

6. Sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1, noté D(0, 1[, la fonction qui & z
associe Tz cot(mz) est holomorphe. Elle se développe en série entiére comme indiqué
ci-dessous. En s’appuyant sur la question 4, on demande de déterminer la valeur
des coefficients ¢, :

< k 2k
1)%(2 b
7z cot(mz) =1+ E cp 22k = (=1) ((2];;? 2k
k=1 :

1l s’agit de remarquer que :
wz cot(mz) = g(2inz) 1—1—2 k:' (2imz)*

La question 5 permet d’éliminer les entiers impairs. Changement de k pair en 2k.

7. On rappelle que le développement Eulérien de la fonction sinus est donné par :

sin (wz) = 7z H(l——).

En déduire que :
+00 2

mwz cot(mz) =1— 2 E ﬁ
-z
k=1

Considérer la dérivée logarithmique :

—2 z/n?

mz cot(mz) = z %sm(wz)/sm(ﬂz =z [ +Z z2/n2



8. Combiner ce qui précede en vue de calculer les valeurs de la fonction zéta sur les
entiers pairs en fonction des nombres de Bernouilli :

(_1)7171 (27r)2n b2n

¢(2n) = 2 (2n)!
Pour z € D(0,1[, on a :
to0 o ) foo o0 o
mz cot(mz) = 1— 22 Ry =1- 2;; e k2p*1 22( 2q) 229 .

Identifier ces coefficients avec ceur obtenus en question 6.

9. Prouver que :
too (_1)n+1 2

n=1

La fonction zéta alternée G(s) est définie ci-dessous, pour Res > 0. Elle vérifie la
relation indiquée, vue en TD, qu’on peut retrouver facilement en séparant termes
pairs et impairs dans ((s) :

S~ o

G(s)=>_ ——  Gls)= (1—27%) ((s).

[\

™ 7'('2

(@)=7F br=—75 3 Bbi+b).
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