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Dans le cas d’une réponse par OUI ou par NON, on demande d’entourer la bonne réponse
(ou de barrer la mauvaise réponse). Si c’est OUI, donner une preuve. Si c’est NON,
fournir un contre-exemple.

Questions de cours. Soit Ω un ouvert non vide de R𝑑, ainsi que (𝑇𝑛)𝑛 une suite de
distributions sur Ω. On se donne une distribution 𝑇 ∈ 𝒟′(Ω). Expliquer ce que signifie
l’affirmation selon laquelle 𝑇𝑛 → 𝑇 dans 𝒟′(Ω) lorsque 𝑛 → +∞.

Cela signifie : ∀𝜙 ∈ 𝒟(Ω), ⟨𝑇𝑛, 𝜙⟩ → ⟨𝑇, 𝜙⟩ lorsque 𝑛 → +∞.

Exercice I. On considère la fonction 𝑓 : R → R définie par 𝑓(0) = 0 et 𝑓(𝑥) = ln |𝑥|
pour 𝑥 ̸= 0.

I.1) Montrer que cette fonction définit une distribution 𝑇 ∈ 𝒟′(R).

La fonction 𝑓 est localement intégrable sur R. En effet, pour 𝑅 ∈ [1, +∞[, on a :∫︁ +𝑅

−𝑅
| ln |𝑥||𝑑𝑥 = 2

∫︁ +𝑅

0
| ln 𝑥|𝑑𝑥 ≤ −2

∫︁ 1

0
ln 𝑥𝑑𝑥 + 2𝑅 ln 𝑅 ≤ 2 + 2𝑅 ln 𝑅 < +∞.

Or toute fonction 𝑓 dans 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R) s’identifie à un élément 𝑇𝑓 ∈ 𝒟′(R).

I.2) Déterminer l’ordre de cette distribution 𝑇 ∈ 𝒟′(R).

C’est zéro ! Il suffit de noter que pour toute fonction test 𝜙 ∈ 𝒟(R) qui est à support
dans le compact [−𝑅, 𝑅], on a :

|⟨𝑇, 𝜙⟩| ≤ 𝐶 ‖ 𝜙 ‖𝐿∞(R), 𝐶 :=
∫︁ +𝑅

−𝑅
| ln |𝑥||𝑑𝑥 < +∞.

I.3) Quelle est la dérivée 𝑇 ′ de la distribution 𝑇 ?

C’est la distribution "valeur principale". Autrement dit

𝑇 ′ = 𝑣𝑝
(︁ 1

𝑥

)︁
, ⟨𝑇 ′, 𝜙⟩ = lim

𝜀→0+

∫︁
𝜀≤|𝑥|

𝜙(𝑥) − 𝜙(0)
𝑥

𝑑𝑥.



On peut le vérifier en testant contre 𝜙 ∈ 𝒟(R).

⟨𝑇 ′, 𝜙⟩ = −⟨𝑇, 𝜙′⟩ = lim
𝜀→0+

(︁
−

∫︁ −𝜀

−∞
ln(−𝑥)𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 −

∫︁ +∞

𝜀
ln(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑑𝑥

)︁
= lim

𝜀→0+

(︁
−

[︀
𝜙(−𝜀) − 𝜙(0)

]︀
ln 𝜀 +

∫︁ −𝜀

−∞

𝜙(𝑥) − 𝜙(0)
𝑥

𝑑𝑥

−
[︀
𝜙(𝜀) − 𝜙(0)

]︀
ln 𝜀 +

∫︁ +∞

𝜀

𝜙(𝑥) − 𝜙(0)
𝑥

𝑑𝑥
)︁
.

Comme
∃ 𝑐±

𝜀 ∈] − 𝜀, 𝜀[ ;
[︀
𝜙(±𝜀) + 𝜙(0)

]︀
ln 𝜀 = 𝜙′(𝑐±

𝜀 )𝜀 ln 𝜀 = 𝑜(1),

on récupère le résultat en passant à la limite.

Exercice II. Donner un exemple de distribution 𝑇 ∈ 𝒟′(R) qui est d’ordre +∞.

Cela a été vu en TD. Par exemple, la distribution 𝑇 =
∑︁
𝑛∈N

𝛿(𝑛)
𝑛 est d’ordre −∞.

Intuitivement, elle est d’ordre 𝑛 sur chaque intervalle ]𝑛 − 1/2, 𝑛 + 1/2[.

Exercice III. Soit 𝑇𝑛 ∈ 𝒟′(R) la distribution définie par 𝑇𝑛(𝑥) = 0 si 𝑥 ≤ 0 et par
𝑇𝑛(𝑥) = 𝑛 sin(𝑛𝑥) si 𝑥 > 0. La suite (𝑇𝑛)𝑛 converge vers une masse de Dirac.

OUI

Soit 𝜙 ∈ 𝒟′(R). On calcule par intégration par parties :

⟨𝑇𝑛, 𝜙⟩ =
∫︁ +∞

0
𝑛 sin(𝑛𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = −

∫︁ +∞

0

𝑑

𝑑𝑥

[︀
cos(𝑛𝑥)

]︀
𝜙(𝑥)𝑑𝑥

= −
[︁
cos(𝑛𝑥)

]︀
𝜙(𝑥)

]︁+∞

0
+

∫︁ +∞

0
cos(𝑛𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜙(0) +

∫︁ +∞

0
cos(𝑛𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥

→ 𝜙(0) = ⟨𝛿0, 𝜙⟩

où on a utilisé le lemme de Riemann-Lebesgue ou une seconde intégration par parties
pour récupérer 𝜙(0).

Exercice IV. Soit 𝑓 : R2 → C définie pour (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0) par 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = (𝑥 + 𝑖𝑦)−1,
et pour (𝑥, 𝑦) = (0, 0) par 𝑓(0, 0) = 0.
IV.1) La fonction 𝑓 permet de définir un élément 𝑇𝑓 ∈ 𝒟′(R) qui est d’ordre 0.

OUI

Il suffit de remarquer que 𝑓 est localement intégrable sur R2 ce qui résulte d’un passage
en coordonnées polaires :∫︁

𝐵(0,𝑅]
|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑅

0

∫︁ 2𝜋

0
𝑟−1𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2𝜋𝑅 < +∞.



IV.2) On pose 𝜕 := 1
2(𝜕𝑥 + 𝑖𝜕𝑦). Déterminer (sans justification) ce que vaut :

⟨𝜕𝑇𝑓 , 𝜙⟩ = 𝜋⟨𝛿0, 𝜙⟩

Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R2). Par définition, on a :

⟨𝜕𝑇𝑓 , 𝜙⟩ = −⟨𝑇𝑓 , 𝜕𝜙⟩ = −1
2

∫︁∫︁
R2

𝑓(𝑥, 𝑦)(𝜕𝑥𝜙 + 𝑖𝜕𝑦𝜙)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

On passe en coordonnées polaires, ce qui revient à travailler avec :

𝜙(𝑟, 𝜃) := 𝜙(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃).

On a :
𝜕𝑟𝜙(𝑟, 𝜃) := cos 𝜃 𝜕𝑥𝜙(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) + sin 𝜃 𝜕𝑦𝜙(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃),

𝜕𝜃𝜙(𝑟, 𝜃) := −𝑟 sin 𝜃 𝜕𝑥𝜙(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) + 𝑟 cos 𝜃 𝜕𝑦𝜙(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃).

Cela permet d’exprimer 𝜕𝑥𝜙 et 𝜕𝑦𝜙 en fonction de 𝜕𝑟𝜙 et de 𝜕𝜃𝜙, ce qui donne (pour 𝑅
choisi assez grand) :

⟨𝜕𝑇𝑓 , 𝜙⟩ = −1
2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝑅

0

𝑒−𝑖𝜃

𝑟

(︁
𝑒𝑖𝜃𝜕𝑟𝜙 + 𝑖

𝑒𝑖𝜃

𝑟
𝜕𝜃𝜙

)︁
(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= −1
2

∫︁ 2𝜋

0

(︁∫︁ 𝑅

0
𝜕𝑟𝜙(𝑟, 𝜃)𝑑𝑟

)︁
𝑑𝜃 − 𝑖

2

∫︁ 𝑅

0

(︁∫︁ 2𝜋

0
𝜕𝜃𝜙(𝑟, 𝜃)𝑑𝜃

)︁
𝑑𝑟

= 1
2

∫︁ 2𝜋

0
𝜙(0, 0)𝑑𝜃 = 𝜋𝜙(0, 0).


