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Une norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs. Soit 𝐸 un
espace vectoriel sur R.

Définition. On appelle norme sur 𝐸 une application

‖ · ‖ : 𝐸 −→ R+
𝑥 ↦−→ ‖ 𝑥 ‖

vérifiant les trois axiomes suivants :
N1 (séparation) : ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖ 𝑥 ‖= 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0.
N2 (homogénéité positive) : ∀(𝜆, 𝑥) ∈ R × 𝐸, ‖ 𝜆𝑥 ‖= |𝜆| ‖ 𝑥 ‖.
N3 (inégalité triangulaire) : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸, ‖ 𝑥 + 𝑦 ‖≤‖ 𝑥 ‖ + ‖ 𝑦 ‖. ∘

Un espace vectoriel sur R muni d’une norme est appellé un espace vectoriel normé (e.v.n.).

Une distance est une application qui formalise l’idée intuitive d’une longueur qui sépare
deux points. Plus précisément :

Définition. On appelle distance sur un ensemble 𝐸 (non vide) une application

𝑑 : 𝐸 × 𝐸 −→ R+
(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑑(𝑥, 𝑦)

vérifiant les trois axiomes suivants :
D1 (séparation) : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸, 𝑥 = 𝑦 ⇐⇒ 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0.
D2 (symétrie) : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥).
D3 (inégalité triangulaire) : ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸 × 𝐸 × 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧). ∘

Un ensemble muni d’une distance est appellé un espace métrique (e.m.).

Sur un e.v.n. E, on peut considérer l’application (𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑑(𝑥, 𝑦) :=‖ 𝑦 − 𝑥 ‖. Cela
définit une distance appellée distance induite par la norme.

Exercice 1. Soit 𝑛 un entier non nul. Etant donné 𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, on pose :

‖ 𝑥 ‖1:=
𝑛∑︁

𝑖=1
|𝑥𝑖|, ‖ 𝑥 ‖2:=

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)︁1/2
, ‖ 𝑥 ‖∞:= max

1≤𝑖≤𝑛
|𝑥𝑖|.



1.1. Montrer que ‖ · ‖1 et ‖ · ‖∞ sont des normes sur R𝑛.

1.2. On s’intéresse ici aux propriétés de ‖ 𝑥 ‖2.
1.2.a. On considère le polynôme 𝑃 : R −→ R donné par 𝑃 (𝑡) :=

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 + 𝑡𝑦𝑖)2. Quelle

condition sur le discriminant de 𝑃 traduit le fait que la fonction 𝑃 (·) est à valeurs
positives ? En déduire l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤‖ 𝑥 ‖2‖ 𝑦 ‖2 .

1.2.b. Pouver que ‖ · ‖2 vérifie N3.
1.2.c. Pouver que ‖ · ‖2 vérifie N1 et N2. Conclusion ?

1.3. Etablir les inégalités suivantes (valables pour tout 𝑥 ∈ R𝑛) :⎧⎪⎨⎪⎩
‖ 𝑥 ‖∞≤‖ 𝑥 ‖1≤ 𝑛 ‖ 𝑥 ‖∞,
‖ 𝑥 ‖∞≤‖ 𝑥 ‖2≤

√
𝑛 ‖ 𝑥 ‖∞,

‖ 𝑥 ‖2≤‖ 𝑥 ‖1≤
√

𝑛 ‖ 𝑥 ‖2 .

En déduire que les trois normes étudiées sont équivalentes au sens où :

∀(⋆, ♯) ∈ {1, 2, ∞}, ∃𝐶 ∈ R*
+; 𝐶−1 ‖ 𝑥 ‖⋆≤‖ 𝑥 ‖♯≤ 𝐶 ‖ 𝑥 ‖⋆ .

1.4. Représenter dans R2 les boules centrées à l’origine et de rayon 1 pour chacune des
trois normes envisagées ci-dessus.

Exercice 2. Soit 𝐸 un espace vectoriel sur R. On pose :

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑦) :=
{︃

0 si 𝑥 = 𝑦,
1 si 𝑥 ̸= 𝑦.

2.2. Montrer que 𝑑(·, ·) définit une distance.

2.2. Montrer que cette distance n’est pas induite par une norme.

Exercice 3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la matrice :

𝐴 :=
(︃

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︃

pour que l’application :

𝑁 : R2 −→ R
(𝑥1, 𝑥2) ↦−→ |𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2| + |𝑐𝑥1 + 𝑑𝑥2|

définisse une norme sur R2.


