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Exercice 1| Déterminer une base de I'espace des solutions de 2z — x = 0.

Solution exp(t), exp(—j) cos(*5’t), exp(—4) cos(5*1).

(a) Trouver une base de l'espace des solutions de z + 82" 4+ 16 = 0.
Indication : M + 8\2 + 16 = (A\? + 4)2.

(b) Trouver une solution u(t) de cette équation qui vérifie u(0) = 1, «/(0) = 1, v”(0) = 0,
u”(0) = 4. (Rq : la partie (b) nécessite des calculs un peu lourds.)

Solution (a) Le polynome A? + 8\? + 16 a deux racines doubles, une & 2i, 'autre &
—2i. On a donc comme base {cos(2t),sin(2t),t - cos(2t),t - sin(2t)}.
(b) si u(t) = ¢y cos(2t) + ... + catsin(2t), on calcule v/, u” et u”, et en comparant des

coefficients on trouve ¢; =1, co =1, c3 = —1, ¢4y = 1.
Exercice 3| Considérons I'équation
d*x dx

E+2ua+w3x20

ol wy et p sont des constantes réelles positives. Déterminer ’ensemble des solutions. (Indi-
cation : il faudra distinguer trois cas : © < wy, it = wo, €t & > wp.) Donner une interprétation
physique de vos résultats.

Solution Si p < wp on trouve les solutions

c1 exp(—put) cos(wt) 4 e exp(—pt) sin(wt), ol w = y\/wd — p?

Si p = wo, c’est ¢q exp(—put) + cot exp(—put),
Si g > wy, c’est

crexp(punt) + caexp(pat), ot puy, pp = —p £/ p® — wj
Attention, dans le troisieme cas, py et uo sont tous les deux négatifs.

Trouver toutes les solutions de 1'équation x” + 22" + 2/ = t. (Il y avait
malheureusement une faute de frappe sur la feuille distribuée en cours!)



Solution Regardons d’abord 1’équation homogene associée x”’ + 22" + 2’ = 0. Le
polynome P()\) = A3+2\2+ X a une racine simple & 0 et une racine double & —1. L’équation
homogene a donc une base de solutions {1,e™* te™*}

Pour trouver une solution particuliere de =" + 2z” + 2’ = t = t exp(0t), on remarque
que 0 est une racine de multiplicité 1 de P, et t est un polynome de degré 1, donc il doit
y avoir une solution de la forme u,(t) = f(t) exp(0t) = f(t), ou f(t) est un polynome de
degré 14+ 1 = 2. En posant w,(t) = ag + a;t + ast? et en remplacant dans I'équation, on
trouve aq arbitraire, a; = —2, et ay = %, c.a.d. uy(t) = =2t + %t2. Donc les solutions de
I’équation originale sont

1
5152 —2t+ ot Festet

Exercice 5| On considere ’équation d’un ressort sous 'influence d’une force extérieure

@ + wiz = cos(wt)

ez "
Trouver une solution particuliere de cette équation. Indication : il faudra distinguer deux
cas, w # wy et w = wy. Le premier cas a déja été fait en cours. Le deuxieme cas s’appelle
le cas de la résonance — vous observerez un comportement catastrophique.

Solution On reéerit P(4)x = L™ + Le7™! on P(A) = A2 4+ .
Si w # wy, alors selon le principe de superposition on a une solution particuliere
1 1 1 1

= - et S — e = Lt cos(wt)
2 P(iw) 2 P(—iw) wi — w?

up(t)

Si w = wy, alors +iw sont des racines simples du polynome P. L’équation P(%)I = %em a

donc une solution particuliére de la forme u; (t) = c-t-¢*'. Comme P(%£)c-t-e™" = 2i-c-we™”,
on trouve ¢ = ﬁ.
De fagon semblable, I'équation P(4)z = e a une solution us(t) = L2t - e, et

par superposition on trouve la solution particuliere

1 . 1 , 1
t)=—t-e“ — —t.-e = —t . sin(wt
() diw c 4iw 2w in(wt)
Remarquez que 'amplitude du mouvement de la voiture tend vers +oo (donc le ressort va
casser), et qu'il est décalé par un quart de phase par rapport a la force extérieure.



