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Géomeétrie différentielle (M1)
Controle continu no 2.

Justifiez toutes vos réponses. Durée de I'épreuve : une heure. Tout type de

documents et de calculatrices est interdit.

Exercice 1 On considére la paramétrisation de la sphere

cos(v)  sin(v)
cosh(u)’ cosh(u)

o: Rx]0,2n[— 82, (u,v) ( , tanh(u))

(a) Montrer que cette paramétrisation est conforme.

Solution Un calcule montre que la premiere forme fondamentale est

+ 0
Frlg)(u,v) = (0 @ )

cosh? (u)

ce qui est un multiple scalaire de la matrice identité. D’apres un théoreme du
cours, on peut conclure que ¢ est conforme.

(b) Soit : Q — S2 une paramétrisation locale de la sphere telle que les images
réciproques de longitudes et de méridiens s’intersectent toujours en angles droits.
Peut-on conclure que ¥ est conforme 7

Solution Non! Deux contre-exemples possibles : la paramétrisation d’Archimede,
ou la paramétrisation standard. Voici la démonstration pour la paramétrisation
d’Archimede : les images réciproques des longitudes et méridiens sont des lignes
horizontaules et verticales dans le plan. Pour démontrer qu’elle n’est pas con-
forme, on peut dire qu’elle préserve 'aire (TD), mais elle ne peut pas étre une
isométrie, donc elle ne peut pas préserver les angles. Il y a d’autres arguments
possibles.

Exercice 2(a) Soit S C R? une surface, et soit v: I — S une courbe unitaire.
Donner la définition de la courbure géodésique de v au point v(s).

(b) Enoncer le théoreme d’Euler (celui qui parle des courbures principales).

(c) Soit S C R3 une surface compacte (sans bord). Démontrer qu’il existe au
moins un point = de la surface ot H(x) # 0. (H note la courbure moyenne.
Vous avez le droit de citer tous les théorémes du cours.)

i res un théoreme du cours, il existe au moins un point ot ur-
Solution D’apres un théoreme du cours, il existe au moins oint ou la co
bure de Gauss est strictement positive. Dans un tel point, les deux courbures
principales ont le méme signe, donc leur moyenne ne peut pas étre nulle.



(d) Considérons la surface de révolution donnée par la paramétrisation

V14 u? - cos(v)
o(u,v) = | V1+u?-sin(v)

argsinh(u)

(On a déja vu que la courbe qui engendre cette surface est unitaire). Calculer
la courbure de Gauss en chaque point de la surface.

Solution On utilise la formule K (u,v) = — f]:,(SL)) Elle donne

1 1

K=- =- .
1+u2)f VIituw?  (L+u?)?

Exercice 3 Soit S C R? une surface, et € S un point de la surface. Soit
f: R? = R® @+ at I'homothétie de rapport a € Ry. Soit S = f(S) I'image
de la surface par I’homothétie. Calculer la courbure Kg(f(x)) en termes de
Kg(x) et de a.

Solution La réponse est Kz(f(z)) = 5 Kg(z). 11 y a plusieurs fagons tres
différentes de le démontrer. Par exemple, le résultat est quasiment immédiat
si l'on utilise linterprétation de la courbure comme facteur d’augmentation
de P'aire de I'application de Gauss. Alternativement, on peut prendre ¢, une
paramétrisation locale de S, et ¢ := f o ¢, une paramétrisation locale de S.
On a E = ||gu]]? = |lapul]? = @®|leu||* = a®*E, F = a®F, G = a®G, et

L ={(¢y,N) = {(apy,N) =aL, M =aM, N = aN. Donc,

_ det(F1u(9)) _ det(a-Fru(p)) _ a?det(Fu(p)) _ 1 det(Fii(p))
det(Fr(#))  det(a®- Fi(p))  a*det(Fi(p))  a? det(Fi(p))

Exercice 4 Rappellons qu'une surface réglée est, par définition, une surface
donnée par une seule paramétrisation locale de la forme

-

p(u,v) = J(u) + v (u)

olt 7 et § sont des chemins C°° dans R3. (En particulier, une surface réglée est
une réunion de droites.)

(a) Calculer le coefficient N de la matrice Frr(p).
(b) En déduire que K<0 en tout point d’une surface réglée.

Solution On trouve immédiatement que ., (u,v) = 0, et donc N = 0. Ceci
implique que det(Frr(¢)) = LN — M? = —M? < 0. Comme toujours, on a
det(Fr(¢)) > 0. Donc,
_ det(Fule)
det(F1())



