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Géométrie différentielle (M1)
Controle continu no 1.

Justifiez toutes vos réponses. Durée de I'épreuve: une heure. Tout type de
documents et de calculatrices est interdit.

Exercice 1 Trouver une reparamétrisation unitaire de la courbe planaire

760 = (count))

Trouver une formule aussi simple que possible pour la réponse.
Solution La longueur d’arc entre (0) et v(s) est sinh(s). Donc une reparamétrisation
unitaire est donnée par §(s) = (argsinh(s), cosh(argsinh(s))) = (argsinh(s), V1 + s2).
Exercice 2 Soit v(s) une courbe paramétrée unitaire sur la sphere de rayon 1
et de centre (0,0,0) dans R3. Démontrer que la courbure p de v satisfait

Vs, p(s) > 1.

Solution En dérivant 1'égalité ||y(s)||* = 1 on obtient (y(s),7/(s)) = 0 pour
tout s. En dérivant encore une fois cette égalité on obtient

0= (v(s),7"(s)) + (7/(5),7(s)) = (v(5),7"(s5)) + 1

On en déduit 1 = [(v(s),7"(s))| < V(I - 17" ()] = [In" ()]

Exercice 3 On consideére la fonction
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(a) Démontrer que I'ensemble f~1((()) est une variété dans R*. Quelle est sa
dimension ?

2¢ 8y 0 0
0 0 18z 2t

f ’1((8)) on a que z et y ne peuvent s’annuller simultanément ; de fagon sem-
blable, z et t ne peuvent s’annuller simultanément. Donc Df est toujours de
rang 2, et, d’aprés un théoreme du cours, f *1((8)) est une variété de dimension

4-2=2.

Solution On trouve Df = ( ) Pour tout (z,y,z,t) €



(b) De quelle variété s’agit-il (& homéomorphisme pres) ?  Autrement dit,
connaissez-vous un nom pour cette variété ?

Solution La variété est de la forme C x Cy, ou C est une ellipse dans le plan
x —y, Co est une ellipse dans le plan z — . A homéomorphisme pres, il s’agit
donc d’un produit de deux cercles, donc un tore.

Exercice 4 (a) SiS; et S; sont deux surfaces, on obtient une nouvelle surface,
notée S1#.955, en enlevant un sous-ensemble homéomorphe a un disque ouvert de
chacune des deux surfaces et en recollant les bords (voir le dessin). Déterminer
X(S1#S52) en termes de x(S1) et x(S2). Justifier la réponse avec un argument
qui utilise des triangulations.

Solution La construction peut se faire en enlevant une face de chaque surface
triangulée, et en enlevant, en plus, trois sommets et trois arétes d’une des deux
surfaces trianguées, et en recollant ensuite. Donc si 'on utilise la notation
S1, 82,8 pour le nombre de sommets pour les surfaces Sy, 52 et S1#S52, et de
facon semblable a1, a9, a, f1, f2, f, alors

s=s1ts2—3, a=a1+ax—3, f=fi+fa—2
On obtient x(S1#S2) = s—a+f = s1—a1+fi+sa—az+fo—2 = x(S1)+x(S2)—2.

(b) On considere la sphere S%, muni de la triangulation comme “icosaddre
gonflé”. L’image de cette triangulation par la projection naturelle S? — RP?
est une triangulation de RP? (admis). Déterminer y(RP?).

Indication : aucun calcul nécessaire.

Solution Si s, a, f sont les nombres de sommets, arétes et faces dans 52, et
s,a, f dans RP?, alors s = §/2, a = a/2, f = f/2. Donc x(RP?) =s—a+ f =

. . ~ 2
%(s—a—l—f):@:l.



