Université de Rennes 1
UFR de Mathématiques
2006—2007

Géométrie différentielle (G02)
Examen, 22 Décembre 2006

Toutes les réponses doivent étre justifiées. Durée de I'épreuve: deux heures.
Tout type de documents et de calculatrices est interdit.

Exercice 1 On considere la courbe

1 2t — 2 cos(t))
~(t) = 1 V3 (t + cos(t)) + V2sin(t)
—t — cos(t) + /6 sin(t)

(a) Démontrer que la courbe est unitaire.
(b) Calculer la courbure et la torsion de cette courbe en tout point.
(c) Décrire en mots la nature de cette courbe.

2 + 2sin(t)
Solution (a) ' = 1 V3(1 —sin(t)) + v2cos(t) |, et un petit calcul mon-
—1 + sin(t) + v/6 cos(t)
_ 8+48(sin’(t)+cos® (1)) _
(B2 = S enn)

tre que ||+’

2 cos(t)
(b) 7"(t) =1 | —V3cos(t) — v2sin(t) |, et [|7”(¢)||> = 3. Donc la courbe est
cos(t) — /6 sin(t)

de courbure constante p = \/L? et N = /2¢”. Ensuite on calcule

777
B=vV2yAy" = V2| 2cos(—1+sin+v6cos) — (2 + 2sin)(cos —/6 sin)
777
777
= V2 26 + 21/6 sin —4 cos ,
777
777
et donc B’ = v/2 | 21/6 cos +4sin
777

On obtient B’ = 7N avec 7 = —2v/2.

(c) On a vu que courbure et torsion sont constantes. D’aprés un théoréme du
cours on peut déduire qu’il s’agit d’une hélice sur un cylindre dont le noyau est
la droite vect{(2, /3, —1)}.



Exercice 2 On considere une triangulation de la sphere S? avec T triangles,
de telle facon qu’il y a exactement R triangles adjacents a chaque sommet.

(a) Montrer que le nombre de sommets est 3.

(b) En déduire que % + % = %. (Indication : on rappelle que dans toute
triangulation, le nombre d’arétes est égal a %T)

(c) En déduire que R<5 et décrire en mots (ou dessiner) les triangulations
lorsque R = 3,4, 5.

Solutions (a) Sil’on dessine trois points rouge & U'intérieur de chaque triangle,
un proche de chaque coin, alors on a, en total, 3T points rouges. Or, proche de
chaque sommet de la triangulation on aura R points rouges. En total, on aura
donc RS points rouges (ot S note le nombre de sommets de la triangulation).
D’ou SR = 3T.

(b) O

aT:

a2:x(52):SfA+T:%f%T+T:%f%T, ce qui équivaut

oo B

1
5

(c¢) D’apres (b), % doit étre strictement supérieur a %, ce qui implique R < 5.
Pour R = 3 on obtient un tetraedre gonflé, pour R = 4 un octaedre, et pour

R =5 un icosaedre gonflé.

Exercice 3 On considere le hélicoide S, donné par la paramétrisation

u - cos(v)

p(u,v) = | u-sin(v)

Démontrer que les seules isométries f: S — S sont
Sy, RpoSx, RyoSy et R,oS\ (pour A €R).

Ici, S note lapplication “tourner le vis” p(u,v) — p(u,v + ), et Ry, Ry et
R, sont les rotations de R? par un angle m autour des axes x,y et z.

Solution On a fait deux exercices extremement semblables en TD. Etant
donné une isométrie f de I'hélicoide, on définit deux fonction @, v: R? — R? en
exigeant que f(p(u,v)) = @(u(u,v),v(u,v)). On calcule la courbure de Gauss
au point ¢(u,v), et on trouve K = EE=TEER D’apres le theorema egregium, f
doit envoyer ¢(u,v) sur un point de la méme courbure, donc (

1 _ 1
T2 = (ta2)2’
c.a.d. u = +u.

Ensuite on calcule la PFF de f o ¢, et on trouve

Lo ®) L @2+ 1) - (@) (U +1) By -y
<0 u2+1)]'—1(90)f1(f050)< (u2+1) v, - v, (U2+1)'(5u)2)



ou I'égalité ® doit étre vraie par I’hypothese que f est une isométrie.

En comparant les coefficients, on obtient que v,, = 0 et v, = 1, donc v(u,v) =
+v+ A, ou A €R. Or,

e lapplication f: ¢(u,v) — @(u,v + ) correspond & un vissage par un
angle A\,
e lapplication f: ¢(u,v) — @(—u,v) correspond & la symétrie dans 'axe z,

Papplication f: ¢(u,v) — ¢(u, —v) correspond & la symétrie dans 1’axe z,

et Papplication f: ¢(u,v) — @(—u,—v) a la symétrie dans I'axe y.

Exerice 4 Supposons que ¢ est une paramétrisation locale qui est conforme.
(a) Montrer que u, + @y est orthogonale & ¢, et ;.

(b) Déduire que
H=0 < (puu""(P'UUEO

(c) Montrer que la surface de Catalan

u — sin(u) cosh(v)
o(u,v) = | 1 — cos(u) cosh(v)

—4 sin(%) smh(%)

pour (u,v) € R?\ (27Z x {0}) est minimale.

(d) Montrer que dans la surface de Catalan, la courbe donnée par u = 7 est une
géodésique. (Indication : on pourra utiliser le fait que cette courbe représente
I'intersection de la surface avec un plan.)

Solutions (a) et (b) ont été faits en TD. Je rappelle 'idée. Exiger que ¢ soit
conforme revient & exiger que dans la PFF de ¢ on aie E(u,v) = G(u,v) et
F(u,v) = 0 pour tout u,v. Sil'on dérive les égalités (v, pu) — (v, pv) = 0
et (pu,py) par rapport & u et v, on obtient que (Yyu, Yu) + (Pov, Pu) = 0 et
(Puus pv) + (Pov, u) = 0, ce qui implique (a).

(b) On a des équivalences
H:0<:>EN+2FM+GLTO<:>E(N+L):0<:>N+L:0<:>
<:><80uu+§0vv7N>:0<:>§0uu+<va:0

Dans la troisieme équivalence on a utilisé le fait que F > 0 pour toute paramé-
trisation réguliere. Dans la derniére équivalence on a utilisé (a).

(c) On doit montrer par calcul que (pu,vu) = (©uv,v); (Pu;v) = 0 et
Yuu + oo = 0 pour tout (u,v). Ceci est assez facile si I'on utilise les formules
concernant les identités trigonométriques données sur la feuille.



(d) La courbe u = 7 est donnée par intersection de la surface avec le plan
x = m — ceci est un plan perpendiculaire au vecteur (1,0,0). On doit vérifier
qu’en tout point de cette courbe, l'intersection du plan avec la surface est or-
thogonale. (Une fois que c’est vérifié, on peut conclure d’aprés un théoreme
du cours que la courbe est une géodésique.) Pour vérifier ceci, on remarque
que le vecteur F,(m,v) est toujours de la forme (x,0,0). Le vecteur normal
sur la surface N = @, A @y/||Fu A Bl au point o(u,v) est perpendiculaire
sur ¢, ; il est donc contenu dans le plan vectoriel perpendiculaire sur (1,0,0).
On en déduit que I'intersection du plan z = 7 avec la surface est perpendiculare.

Exercice 5(a) Soit S une surface telle que K< —1 en tout point. On considere
un triangle A avec des cotés géodésiques dans S. Montrer que le triangle est
“mince” dans le sens que

aire(A) < .

(b) Soit S une surface compacte, sans bord, dans R3, qui n’est pas homéomorphe
a une sphere. Démontrer qu’il existe au moins un point de S o 'on a K < 0.

Solution (a) était une question de cours (juste apres I’énoncé de la formule
de Gauss-Bonnet).

(b) D’apres la classification des surfaces on a que x(S) < 0. D’aprés un
théoreme du cours on sait qu’il existe un point de la surface ou 'on a K > 0.
De plus, K varie de fagon continue sur la surface, il y a donc toute une région
R C S d’aire positive ou K > 0. En particulier, fR K dA > 0, et on déduit que
/. 5\ r K < 0, ce qui implique l'existence d'un point de S (plus exactement de

S\ R) oit K < 0.

Formules (pouvant éventuellement étre utiles):

(1) Equations géodésiques:

d 1
pr (Bu + Fv') = 3 (Eyu” + 2F,u'v" + G,"?)
d 1
7 (Fu' 4+ Gv') = 5 (Evul2 + 2F,uv + GUU’Q)

(2) Theorema egregium : si, dans la premiere forme fondamentale, F' = 0, alors

2 V EG au vV EG 51} V EG
(3) Identités trigonomélriques :

4c032<g) sinhQ(g) = (1 + cos(u))(cosh(v) — 1)



4sin2(%) coshQ(g) = (1 — cos(u))(cosh(v) + 1)



