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Géométrie différentielle (M1)
Feuille d’exercices no 3.

Exercice 20 Les deux questions suivantes semblent triviales à première vue,
mais elles ne le sont pas ! Le problème est toujours que si S ⊂ R

3 est une
surface, on n’a pas de notion d’application de classe C∞ de S vers R

2 ! Une
stratégie dans les deux cas est de considérer une projection de la surface sur le
plan x − y (ou x − z ou y − z) qui est localement injective.

(a) Soient ϕ, ϕ̃ deux paramétrisations locales régulières d’une surface de classe
C∞ dans R

3, et supposons que les images de ϕ et ϕ̃ s’intersectent. Démontrer
que l’application ϕ−1

◦ ϕ̃ est de classe C∞.

(b) Soit ϕ : Ω → R
3 une paramétrisation locale régulière d’une surface S de

classe C∞ dans R
3. Soit γ : [a, b] → ϕ(Ω) ⊂ S une courbe C∞. Montrer que la

courbe α := ϕ−1
◦ γ : [a, b] → Ω est de classe C∞.

Exercice 21 On considère une triangulation de la sphère S2 par n triangles
curvilignes de telle façon qu’il y a exactement r triangles autour de chaque
sommet.

(a) Montrer que le nombre de sommets est 3n

r
.

(b) Montrer que 6

r
−

4

n
= 1.

(c) En déduire que r65 et dessiner les triangulations lorsque r = 3, 4, 5.

Exercice 22 Calculer la PFF de ϕ(u, v) = (u, v, u2 + v2).

Exercice 23 Calculer la PFF de la paramétrisation de la sphère par coor-
données sphériques (θ, ϕ) 7→ (cos θ sinϕ, sin θ sin ϕ, cosϕ). Utiliser le résultat
pour calculer la longueur de la parallèle ϕ = C en fonction de C, ainsi que l’aire
de S2.

Exercice 24 Montrer que si l’on transforme une surface par une isométrie de
R

3, la PFF ne change pas.


