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Exercice 28 (a) Montrer que % tend vers 0 quand z tend vers +oo.

(b) La convergence vers 0 en (a) est trés lente | Calculer (de préférence, sans

calculatrice), un xg tel que % < i pour x > xg.

Exercice 31 Considérons la fonction

8=

) x®t siz>0

(a) Montrer que f est continue en 0.

(b) Calculer la dérivée de f, et démontrer que la fonction f est strictement
croissante.

Exercice 32 Pour les deux fonctions suivantes, trouver le domaine de définition,
calculer la dérivée, étudier le sens de variation, et calculer la limite en 0.
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(a) f@)(%)ﬁ (b) g(z)= (Vo)

7\ V2
Exercice 33(a) Calculer <\/§ ) .

(b) En déduire qu'il existe des nombres irrationnels positifs a et b tels que a’

est rationnel.

Exercice 33 (Examen terminal 2004) On considére la fonction f définie par

) = i (25,

(a) Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la continuité et la
dérivabilité de f.

(b) Calculer la dérivée de la fonction f sur chaque intervalle ou elle est
dérivable.

(c¢) En déduire, suivant les valeurs de z, une relation simple entre f(x) et la
fonction arctan(y/x).



Solutions des exercices 27 — 30

Exercice 27 fi(z) = 2 In(x) est définie et dérivable sur R (car la fonction In
est définie et dérivable sur R, et nulle part ailleurs). Ona f{(z) = z(1+2In(z)).
f2(x) = In(cos(x)) est définie et dérivable sur Upez|2mk — 3, 21k + 5[ et fo(x) =
—sin(@) _ _ tan(x)

cos(z)
f3(x) = z e™(®) est définie et dérivable pour tout 2 € R, et f4(z) = exp(sin(z))(1+
x - cos(x))
fa(z) = (1422)°@) = exp(In(1+22)-cos(z)) est définie et dérivable pour tout
x € R (parce que 1 + 22 est positif pour tout z € R). On calcule

2z
1+ a2

fi(@) = (1 + )@ . ( -cos(z) — In(1 + z?) -sin(m)) .

Exercice 29 Montrer les inégalités suivantes:

(a) SizeRy,alorsln(l+z) > xf%.

Solution On note f(z) =In(1+z), g(z) =z — %, et on veut démontrer que
pour tout >0 on a f(z)>g(x). Pour x = 0 on a effectivement f(0) = 0 = g(0).
Ensuite on calcule f'(x) = %, ¢'(z) = 1—x, et on a une chaine d’équivalences

~

/
g (z
f’Ex) <l & (1-2)(1+2)<1 & 1-2°1,
et la derniére inégalité est vraie pour tout nombre réel z. On en déduit que
f(x)=g(z) pour tout 0. (On peut aussi remarquer que f(x)<g(x) pour tout
x€]—1,1].)

(b) Siz Ry, alors 0 <e” —1 < ze®.
Solution Soit f(z) = exp(z) — 1, g(x) = z - exp(z). On veut démontrer

o @
0< f(z) < g(a).
Pour (1) : On a f(0)
On en déduit que f(x)
Pour (2) : On a ¢(0)
220 on a donc ¢'(z) =
(2) est vraie.

f@)2g'(x) <

= 0, et pour tout nombre réel z on a f'(z) = exp(z)=0.
>0 ourx€R+ (et f(z)<0 pour z € R_).

=0 = f(0), et la dérivée de g est ¢'(x) = (1 + x)e®. Pour
(I+x)e ””26”” = f'(x), et on peut conclure que I'inégalité

(c) SizeRy,alors0<e* —1—2 < %em. Solution semblable. Pour la

démonstration de la premiere inégalité, on peut utiliser (b).

Exercice 30 On considere la fonction
22 .sin(1) si z#0
fiR=R, f(x)_{ 0 si o =0.

Démontrer que f est dérivable partout (notamment en & = 0), mais que la
fonction f’ n’est pas continue.
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Solution Sur R\ {0}, la fonction f est dérivable, car les fonctions =2, sin(z) et
2

1 sont dérivables. Par un calcul, on trouve f’(z) = 2z-sin(1) —2?-cos(1) 2

22 - sin(L) — cos(L). Etudions donc la dérivabilité de f en 0. On a H2)=O)

x T x—0

- sin(2) =20 (olt la convergence découle du fait que |z - sin(1)|<|| et du

théoreme des gendarmes). On obtient donc que f est aussi dérivable en 0, et
que f'(0) = 0.

Pour démontrer que f n’est pas continue, nous regardons par exemple la suite
z) = 5o (pour k € N). La suite z, tend vers 0 quand k tend vers +oo. Si f
était continue en 0, on aurait que f’(zy) oo f(0)=0. Or,on a f'(z;) = —1
pour tout k, et donc limg_,o0 f'(2) = —1.



