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Exercice 14 Soit f: [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que f
a au moins un point fixe, c.a.d. qu’il existe au moins un nombre z € [0, 1]
tel que f(z) = z. (Indication : on peut commencer par définir une fonction

g(x) = f(x) —z.)

Exercice 15 Montrer que la fonction z — ; est une bijection strictement

14|z
croissante de R sur | — 1, 1].

Exercice 16 Montrer que 1’équation 22 - (cosz)? + 2 -sinz + 1 = 0 a au moins
une solution dans R. (Pour les plus ambitieux : montrer qu’elle en a une in-
finité.)
Exercice 17 Soit f un polyndéme de la forme

f(z) = anz™ + ap_ 12" ' 4+ ...+ ayx +ag avec a, > 0.
Montrer que lim, 1 f(z) = 400 et lim,—,_ f(x) = 400 si n est pair et

lim, . f(z) = —o0 si n est impair.

Exercice 18 Donner un exemple d’une fonction f: R — R qui est bijective
mais ne pas monotone.



Solutions des exercices 11 — 10

Exercice 11 Dans cet exercice on va étudier des suites définies de fagon
récursive en spécifiant ug, uy, et la formule récursive upi12 = aun+1 + buy,
ou a et b sont deux nombres réels.

(a) Soient r,s deux nombres réels arbitraires. Soient xy, 2o des solutions de
I'équation 22 — ax — b = 0. Montrer que la suite u,, := ra7 + sz¥ satisfait, pour
tout entier n, I'équation u, o = at,11 + buy,.

Démonstration : au,4+1 +bu, = arw’f“ + asx;“'l +bral + bsxl = ral(axy +
b) + sxf (axg +b) = ral™? 4 sz = w40

(b) On va regarder de plus preés exemple la suite de Fibonacci : wg = 1,
up = 1, et Upto2 = Upt1 + Uy (donc us = 2, uz = 3, ug = 5, us = 8 etc.).
Trouver les valeurs z1, zo comme dans (a). Ensuite, trouver des valeurs pour
r, s pour qu’en plus on aie ug =r+s =1 et uy = rry + s = 1.

Solution : L’équation 22—z —1 = 0 a les deux solutions z; = 1*—2‘/5 et
To = 1_2‘/5. Apres, on trouve pour r et s (par résolution d'un systeme de deux
; ; éaiTes 3 ; ) g — 1+V6 — =1+V6
équations linéaires & deux variables :) r = s ot s VAR

(c) En (b) on a trouvé la formule suivante pour la suite de Fibonacci :

1, 1+, 1=V6
UnZ%(( )+—(T)+)-

2
En déduire que =2+ tend vers 1+2\/5 quand n tend vers +oo. (Ceci est une
propriété célebre de la suite de Fibonacci : les quotients des termes successifs

tendent vers le “nombre d’or”.

Un+1

. w g Tl_gntl @ (1-(22)H .
Solution : Y2 = =1 -2 — +~——, et on observe que cette derniere
Un—1 zy —ay 1-(3%)

fraction tend effectivement vers x; quand n tend vers +oo, car 1 > 1 et |x2| < 1.

Exercice 12 Calculer les limites suivantes :

(a) limy—yoo(v/T — ), puis limy ,4ocexp(y/z — ). Solution : On a
VIr—x= (ﬁ — 1)z. Pour étudier la limite de cette fonction quand z tend vers

x

400, il suffit de la regarder pour z > 4. Dans ce cas, nous avons \} —1< - %

On obtient donc pour > 4 que (ﬁ — 1)z< — 1z Notons g(z) := —3uz.
Alors lim,—, 4 g(x) = —00, et par le théoreéme des gendarmes, on en déduit que
limIHJroo(ﬁ—l)z = —o0. Ensuite, lim, 4 o exp(y/z—2) = lim,_,_ o exp(y) =

(b) limz—too(2In(z+1) —In(z%+1)). Solution : Ona (2In(x+1)—In(a? +

z+1)2 222z 1+%+3%2
1) = In {5 = lnef2el — 1y +5
tend vers 1, et comme la fonction In est continue en x = 1 on conclut que la
limite existe, et lim, 00 (2In(z + 1) — In(z? + 1)) = In(1) = 0.

. Quand z tend vers +oo, la fraction

(c) Lalimite de exp(L) en 0 & droite est +oo. Démonstration : Soit M > 1.



Alors pour x > 0, on a les équivalences suivantes :

1 1 1

M<exp(—=) & In(M)>—- & 2> ——,

p() & In(M) > - T

ou la premiere équivalence est vraie car la fonction In est strictement croissante.
Si 'on note § := =, alors on a pour tout z €]0,6] que exp(%) > M. On a

In(M)>
donc lim, g, exp() = +o0.
)

La limite de exp(3) en 0 a gauche est 0. Effectivement, soit € > 0 avec € < 1.
Comme avant, on a, pour x < 0, une équivalence € > exp(%) S x> ﬁ On

obtient que lim,_.o_ exp(1) = 0.

n(x n LH
(d) limgz— oo lnlglm(:)l). Solution : On a f(z) := lnl(nz(l')l) = In )l'gl(m() =)
1n(1+é

1+ BT Pour considérer la limite de f quand x tend vers +oo, il suffit de
regarder la fonction pour x > e (ol e note le nombre d’Euler). Pour x>e on a
In(z)>1 (et aussi In(1+ 1)), et donc 1 < f(z)<1+In(1+2). Comme la fonction
In est continue en 1, on obtient limy 4o In(1+ 1) = In(1) = 0, et ensuite par
le théoreme des gendarmes que lim, . f(z) = 1.

(e) limy— 400 E?E((Q;)) Solution : Comme pour tout x € Ron a z — 1<E(x)<z

et 2x — 1< E(22)<2x, nous obtenons un encadrement

20 —1 _FE(2z) 2z
< < .
x E(xz) x-1

Pour les termes a gauche et a droite la limite quand z tend vers 400 existe et

E(2z) _
Ee) — 2.

vaut 2. Par le théreme des gendarmes on peut conclure que lim,_, 4 o

(f) Pour a,b € Ry, on alim, .o ZE(2) = £, La démonstration est tres sem-
blable & celle de la question (e).

Exercice 13 Soit @ un nombre réel strictement positif, et soit f: [a, +oo[— R
la fonction définie par f(z) = v22 + a? — Va2 —a2. (Indication : utiliser la
formule (vV22 + a2 — Va2 — a?)(vV22 + a? + Va2 — a?) = 2d2.)

(a) Montrer que la fonction f est décroissante. Solution : En utilisant la

formule de indication, on obtient f(z) = Wi/m Comme la fonc-

tion g(x) = Va2 + a2 + V22 — a? est croissante, la fonction f(z) = ;(L;) est

décroissante.

(b) Montrer que la fonction f est bornée. Solution : On observe que pour
tout > a on a f(x) > 0, donc I'image de la fonction f est minoré par 0. En
plus, du fait que f est décroissante, on peut déduire que f(a) > f(z) pour tout
x € [a,+00[, donc 'image de f est majoré par f(a).

(c) Calculer lalimite de f(x) quand « tend vers +oco. Solution : On remarque
d’abord que vz2 + a2 + Va2 — a2>v22 + a2>xz. Cette inégalité implique que

2

|f(2)|<2%. Par le théoréme des gendarmes on peut conclure que lim, . o f ()
existe et vaut 0.




(d) Calculer la limite de zf(z) quand x tend vers +oo. Solution : Pour
x>aona

2a> - 2a>
1 o 2 2
sVEltatVat e iy ey 1o

Le dénominateur de la derniére fraction tend vers 2 quand z tend vers +oo,

donc zf(z) tend vers a?.

wf(x) =



