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Exercice 39 Donner les formes algébriques et trigonométriques des nombres
complexes suivants :

a i )3 cﬁ
(@) V3+i (b) (1-14) ()(\/§+i)5

Exercice 40 Calculer les racines carrées des nombres suivantes

(a) 1+4V5i (b)) 3—4i (c) —45—8i

Exercice 41 Résoudre dans C les équations suivantes

(a) 22— (3+4i)z—14+5i=0 (b) 22=32+4=0 (c) z* +102% + 169
(d) 2% — (2 +3i)2% + (3 + 5i)z + 6 + 2i = 0, sachant qu’il y a une racine réelle
(e) iz3+(4i—6)2°—(17+8i)2—15i—3 = 0, sachant qu’il y a une racine imaginaire
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(h) (z—=2)"+(z+2)"=0 (i) 2° ==



Solutions des exercices 35—38

Exercice 35 Démontrer par un calcul direct que

ch(a + b) = ch(a) - ch(b) + sh(a) - sh(b).

Solution
1 a+b —a—>b 1 a b —a —b
5(6 +e ) = 5(6 e’ +e e
1
= Z(ea~eb+ea~eib+efa~eb+efa~efb
1

S G NGRS B CE NEE

Exercice 36 Resoudre les équations suivantes

(a) ' arcsin(z) — arccos(z) = 2 - arctan(2x) — 3. (Indication : utiliser I'égalité
arcsin(z) + arccos(z) = %)

Solution L’égalité est définie pour = € [—1, 1]. Prendre la somme avec 1’égalité
arcsin(z) +arccos(x) = 5 donne I’égalité 2-arcsin(z) = 2-arctan(2x), ou encore
arcsin(z) = arctan(2z). Comme la fonction tan est injective sur lintervalle
[—5, 5], ceci est équivalent a I'égalité tan(arcsin(z)) = 2. Cette égalité est

équivalente a

2x = tan(arcsin(x)) = sin(arcsin(z)) = a a

cos(arcsin(z)) \/1 _ sin?(arcsin(z)) Vo2

On voit qu’'une solution est x = 0. Si 'on suppose que = # 0, ceci est encore

équivalent & 2 = \/1177 etdoncal—22= i. On déduit que les autres solutions
+33,

(& part £ = 0) sont z =

(b) arctan(2r) + arctan(x) = 7.

Solution En prenant la tangente des des membres on obtient I’équation équivalente
_ _ _ tan(a)+tan(b)
1= tan(%) = tan(a + b) = #)tan(b)’

, . _ 2x4x __ 3z
On a donc léquation 1 = = 10952

1—2z-x
3z =0 sont % VIT

oll a = arctan(2x) et b = arctan(x).

Les solutions de I’équation 1 — 222 —

Exercice 37 Calculer la dérivée des fonctions x +— arctan(th(z)) et z —
arctan(sh(2z)). En déduire que pour tout nombre réel x on a

2 arctan(th(z)) = arctan(sh(2z)).
1 1 _ 1
1+thZ(z) ch2(z)  chZ(z)+sh2(z)’

1 _ 2ch(2z) __ 2 _ 2
1+sh2(2z).2Ch(2‘T) - clcl2(2ac) ~ ch(2z) T ch?(z)+sh?(z)”’

ce qui est deux fois la dérivée de la premiere. En plus, les deux fonctions pren-
nent la valeur 0 en x = 0.

Solution La dérivée de la premiére fonction est

la dérivée de la deuxiéme est



Exercice 38(a) Montrer que pour tout nombre z > 0 on a des inégalités

1
po| <ln(zx+1)—In(z) < -
Solution On considere la fonction f(z) = In(x). Pour tout ¢ dans l'intervalle
Jz,x + 1[on a f'(t) = 1, et donc %H < f'(t) < 1. Lintervalle [z, z + 1] est de
longueur [ = 1 (évidemment). D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a

%4—1 A< fle+1) - fx) < % -1, ce qui implique le résultat.

(b) En déduire que pour tout entier n>1 on a
1 1

In(n+1) < 1+§+...+—<1+ln(n).
n

Solution On aln(n+1) =In(1) + (In(2) —In(1)) + ...+ (In(n) — In(n — 1)) +
(In(n+1)—In(n)) < 041 +...+ =5 +<, ce qui démontre la premiere inégalité.

La deuxiéme inégalité est vrai pour n = 1 (parce que 1<1), et pour n > 1 on a
14...+2<(In?2) -In(1))+...+ (In(n) —In(n — 1)) = In(n) — In(1) = In(n).

(c) Regardons la suite u, = 14 3 +...+ < —In(n). Montrer que la suite (uy)
est décroissante et convergente.

Solution La suite est décroissante parce que

1
Unt1 = Un = — 1 In(n+1) 4+ 1In(n) <0,
ou la derniére inégalité est un cas particulier de la premiere inégalié de (a). En
plus, d’apres la premiere inégalité de (b) on a u, > In(n + 1) — In(n), ce qui
est strictement positif, parce que la fonction In est strictement croissante. On a
donc pour tout n € N que u,, > 0. La suite u,, est donc décroissante et minorée,
et on peut conclure, d’apres un théoreme du cours, qu’elle est convergente.

Remarque : la limite de la suite u,, est connue sous le nom de “constante d’Euler-
Mascheroni”, et elle vaut a peu pres 0,5772156649. Il est une question ouverte
si ce nombre est rationnel ou irrationnel. On sait juste que si la limite s’écrit

comme fraction % avec p,q € N, alors g > 10242080,



