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Feuille d’exercices 3. Algébre linéaire (suite)

I Tests de compréhension

Les tests sont & faire pour vérifier que vous comprenez le cours, les réponses se trouvent en fin de

feuille de TD.

Applications linéaires

Test 1. Soit f: R® — R? 'application définie par

o T — 3w
_ 1 — 973
f( T2 ) o —I +3£C2 — 6563
T3
3
(a) Calculer f(| 2 |).
-1
(b) Ecrire f(Z) sous la forme A.Z pour une certaine matrice A. Utiliser cette matrice pour calculer
3
d’une autre maniére f(| 2 |).
-1
(c) Vérifier que les colonnes de la matrice de f sont f(€1), f(€2), f(€3), on €1, &, €3 est la base cano-

nique de R3.

Test 2. Soit f: R™ — R™ une application linéaire. On suppose qu’il existe v, U5 € R™ tels que
f(oh) =201,  f(02) = (=3)v>

On rappelle que f™(0) = f(f(...f(¥)...)).
(a) Déterminer f(f (1)), f(f(f(71))), f* (o).
(b) Déterminer f™(¥7) et f™(v) pour tout n > 1.

(c) Soit @ = 49} — 5¥. Déterminer ().

<y

Diagonalisation

(8, 2) - [ o= 4]

et soit f = ma : R? — R? I'application linéaire définie par f(7) = A.7.

Test 3. Soient

(a) Montrer que ¥; et U5 sont des vecteurs propres de A. Quelles sont les valeurs propres correspon-
dantes ?

(b) Determiner la matrice de f dans la base ¥, ¥.
(c) Déterminer P la matrice de passage de la base canonique a B = (¥, 02).

(d) Soit D la matrice diagonale contenant les valeurs propres associées a ¥ et ¥. Vérifier qu’on a bien
D = P~'AP (on peut calculer P~! ou simplement vérifier que P est inversible et que PD = AP).




I Exercices

Dimension et rang

Exercice 1. Quelle est la dimension de l'espace M, ,(IR) des matrices de taille n x p? Donner une base.

Exercice 2. Pour chacun des sous-espaces vectoriels suivants, déterminer une base et sa dimension :

X
i={ly 6R3‘x—|—2y—3z:0; 2r —y + 4z =0}
z
w
N x
Va={|y| eR®|z—3y=0} Vs ={ y ER* |wHa4+2y+2=0, wt+z—y—2=0}
z
z

Exercice 3. Pour chacune des matrices A suivantes, déterminer une base de I'image de A, et un systéme
d’équations cartésiennes de I'image de A. Déterminer le rang de A et en déduire dim(ker A).

1 2 3 1 0 2
0 1 -1 2 -1 1
(@A=f" o GyA=1" o 4
3 1 1 0 1 3

Exercice 4. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants, et un systéme d’équations carté-
siennes (on pourra utiliser 'exercice 3) :

1 2 3 1 2 0
1 -1 1 -1

F; = Vect( Sl L2l o ) Fp = Vect( 1l lal o | 2 )
3 1 1 0 3 1

Exercice 5. Soient V; et V4 les sous-espaces vectoriels de R* donnés par les sytémes d’équations carté-
siennes suivants :

vl +y +z 2w = Vs - z =3w = 0
" 1=2 —4y 42z —4w = 0 2z +y 4w = 0
Donner une représentation cartésienne de V3 N Vs.
Déterminer une base de V; NV, et sa dimension.
1 1 -1 1
. o . 2 0 -1 1
Exercice 6 (Plus difficile). Soit V; = Vect( 3l |q ) et Vo = Vect( ol 14 ).
4 0 0 4

Determiner une base de Vi N V5 et sa dimension.
Indication : on pourra commencer par trouver un systéme d’équations cartésiennes de V; et V5.

Exercice 7. (a) Quels sont les sous-espaces vectoriel de R? ?

(b) Quels sont les sous-espaces vectoriel de R3 ?

Exercice 8. Dans R!!, on considére deux sous-espaces vectoriels Fi, Fy avec dim F; = 3 et dim F» = 6.

(a) Quelles sont les dimensions possibles de Fy N F; et de Fy + Fy?
Pour chacune des dimensions, donner des exemples de F; et F5 qui donnent le résultat.



(b) Méme question avec dim F; =5 et dim F» = 9.

Exercice 9. Soit f une application linéaire de R? dans R2.
(a) Montrer que I'image d’une droite qui passe par lorigine est soit une droite, soit {0}
(b) Que peut-il se passer pour une droite ne passant pas par l’origine 7

(c) A laide de f(é1) et f(€2), décrivez géométriquement 'image du carré unité (on pourra supposer
que ces 2 vecteurs ne sont pas colinéaires).

1 0
Exercice 10 (Plus difficile). (a) Construire une matrice dont I'image contient |1| et [1| et dont le
1 1
1 0
noyau contient |{0| et |1]|, ou sinon démontrer qu’une telle matrice n’existe pas.
1 0
11 o o
(b) Méme question pour une matrice dont l'image contient [1| et |1| et le noyau contient 1 et NE
1 1
0 1
Applications linéaires
Exercice 11. Soient les application suivantes de R? dans R3 :
T z T r+vy T r—vy
(@) fF(ly|)= |z +2y b g(ly|) = |y+22 @ h(|y|)=|y+z
z T z 2z + 3 z Tz
(a) Montrer que f est linéaire
(b) Montrer que g et h ne sont pas linéaires.
Exercice 12. On se donne f : R? — R? une application linéaire.
(a) Trouver les coordonnées de (b) Déterminer f(@) sur la fi- (c) Déterminer la matrice de f
W dans la base (4, %) sur la fi- gure ci-dessous. Déterminer la dans la base canonique avec la
gure ci-dessous. matrice de f dans la base cano- figure ci-dessous.
vV nique
u f(ep) f(ez)
€2 u
e
1
e 21
W
e1

f(e1)

f(er)

Exercice 13. On se donne f : R? — R? une application linéaire.



(a) Déterminer f~!(u) sur la fi-
gure ci-dessous.

f(e2)

e1

f(e1)

(b) Déterminer la matrice de
f~! dans la base canonique sur
la figure ci-dessous.

f(ez)

€1

f(e1)

(¢c) Déterminer la matrice de
passage de la base (4,?) a la
base (u',v") avec la figure ci-
dessous.

\'

Exercice 14. On se donne f : R? — R? une application linéaire.

(a) Déterminer la matrice de f
dans la base (, ¥) sur la figure
ci-dessous.

f(ez)

\" > U
e1

f(e1)

(b) Déterminer la matrice de f
dans la base canonique sur la
figure ci-dessous.

V
e2 u_f(v)
e

>

f(u)

(c¢) Déterminer la matrice de f

dans la base (4, 7) sur la figure

ci-dessous.

V

ez U_f(v)
e1

Exercice 15. Soit A une matrice 3 x 4 qui vérifie

1 0
2 ! 3
A x =12 et  AXx
-1 3 1
4 -2
0
Trouver un vecteur Z tel que A.Z = |1].
2

Applications linéaires en géométrie

Exercice 16. Déterminer la matrice de 'application linéaire f : R? — R? obtenue en faisant une rotation
d’angle /4 autour de 'origine suivie d’une symétrie par rapport a la droite y = x.

Exercice 17. On note par ry la rotation du plan autour de l'origine par un angle 6 dans le sens positif.

Expliquer pourquoi

Ta OT8 = Tats-

En calculant les matrices de rotations correspondantes, retrouver les formules trigonométriques pour

cos(a + B) et sin(a + 3).




Exercice 18.
(a) Pour chacune des matrices ci-dessous, on considére I'application
linéaire associée f : R? — R2. Dessiner 'effet de f sur la lettre L
de la figure ci contre, puis donner une description géométrique de y

3 0 -1 0 0 -1 (0,2)
n=(p5) 2= 4) a=(4 )
ai= (4 o) 4= (o 1)

(b) Pour A;, A4 et As, dire si application correspondant est inversible
et, le cas échéant, déterminer la matrice de I’application inverse et
interprétez-la géométriquement.

(1,0)

Exercice 19. Soit M la matrice d’une rotation du plan d’angle 27/3. Sans calculer M, quelle est la
matrice M3 ? Déterminer la matrice M et vérifier votre réponse.

Exercice 20. Soient M, = [(1) 8}, My = [8 (1)], Ms = [(1) 8], My = {8 ﬂ Soit E l’espace vectoriel

des matrices 2 x 2. Soit f : E — FE définie par f(A) = ;) i X

Déterminer la matrice de f dans la base (M, My, M3, My).

A.

Polarisation

Exercice 21. Dans cet exercice, on ne considére que le cas (plus simple) de la polarisation rectiligne de
la lumiére. Dans ce cadre, un rayon lumineux correspond & un champ électrique variable dans le temps
et Iespace de la forme

E(Z,t) = Eycos(k.Z — wt + ¢)
ot k € R3 s’appelle le vecteur d’onde et donne la direction du rayon lumineux, et Eo est dans le plan
perpendiculaire a E, w, ® € R sont la pulsation et la phase. Dans la suite on ne s’intéresse qu’au vecteur
EO : la norme du vecteur Ey correspond a l'intensité maximale du champ électrique, et sa direction
s’appelle la direction de polarisation du rayon lumineux.

Lorsqu’on place un filtre polariseur sur le trajet du rayon (perpendiculairement a E), le rayon sortant
est décrit par un vecteur Eé qui est la projection orthogonale de EO sur ’axe du polariseur.

(a) Soit dy la droite de R? passant par l'origine et formant un angle @ avec €. Soit py la projection
orthogonale de R2 sur dy. Déterminer la matrice Py de pg dans la base canonique. Que trouve-t-on
pour 8 =0,7/2 et /47

(b) Que se passe-t-il si on fait passer le rayon lumineux a travers un polariseur vertical puis horizontal
(polariseurs croisés) ? Que vaut le produit de matrices Py - Py /o ?



(¢) On intercale entre le polariseur vertical et horizontal un polariseur d’angle 7/4. Comment se calcule
le champ électrique & la sortie en fonction du champ a Uentrée ? Si le champ électrique est vertical
a Pentrée et d’amplitude 1V /m, quelle est 'amplitude du champ éléctrique a la sortie ?

(d) Que se passe-t-il si on met le polariseur oblique (7/4) aprés les deux polariseurs croisés (0,7/2) ?

Changement de base

Exercice 22. Soit f : R? — R? la symétrie orthogonale par rapport & la droite y = %x Soient 1 = E]
N

et U = |: 9 :|
(a) Déterminer f(u1) et f(uz2) et determiner la matrice de f dans la base B = (1, u2)

(b) Déterminer la matrice de passage P entre la base canonique et la base B, et son inverse.

(¢) En déduire la matrice de f dans la base canonique.

1 2

. - 2 .
Exercice 23. Soit v; = [5} et Uy = [ s 1

:ﬂ ot B = (B, ). Soit A — {

},etf:mA:R2—>R2
I’application linéaire associée a A.

(a) Déterminer la matrice de passage de la base canonique a B et son inverse.

(b) Déterminer f(v;) et f(vh)

(¢) Quelles sont les coordonnées de f () et de f(¥2) dans la base B?

(d

(e

Déterminer la matrice de f dans la base B de deux fagons différentes

NN NS

Soit g : R? — R? I'application linéaire telle que
9(171) = 7_)'1 + '172 et 9(772) = —171 + 2172.

Déterminer la matrice de g dans la base canonique.

Déterminant

Exercice 24. Soient

9 o 1 -2 2 -1 2 -2 1 0 -1 1 ; } ;
A:<3 4)3: -3 1 4)C=|1 1 -1| D=|-2 2 2 =l 1 3 1
-1 -3 8 1 0 2 4 0 2 11 -1 -1
(a) Utiliser la régle de Sarrus pour calculer le déterminant des matrices A et B.
(b) Calculer le déterminant de C' en développant suivant la troisiéme ligne.
(c¢) Calculer le déterminant de D en développement suivant la deuxiéme colonne.
(d) Calculer le déterminant de E en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes.
Exercice 25. (a) Déterminer (sans calcul, ou presque) le déterminant des matrices suivantes
2 31 4 230 728 230 432 4 -1 2 7
A 0 00 O B_ 1301 315 1301 539 - 0 2 = 35
13 -1 2 -3 B 5r 52 bmw TV2 10 o0 -1 2
7T -3 5 -1 —22 45 =22 18 0o 0 0 2

(b) Déterminer le déterminant des matrices BC, C?, C~1, 2C.




Exercice 26. La figure de gauche ci-contre mesure 3cm?. Combien

mesure son image par la matrice [? ﬂ (a droite) ?

Exercice 27. Pour quelles valeurs de \ les matrices suivantes sont elles inversibles ?

A 2 A1 -1
1 3 -1 2 1
-2 1 1

Diagonalisation

Exercice 28. Soient

A (110 L (2 I
“\-15 14 “1es 2= 4

(a) Montrer que 7] et U2 sont des vecteurs propres de A.
(b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D t.q. D = P~1AP.

(c) Déterminer explicitement P~! et vérifier qu'on a bien D = P~'AP. Vérifier votre résultat.

Exercice 29. Diagonaliser la matrice

autrement dit :
(a) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
(b) Déterminer les valeurs propres de A.
(¢) Déterminer (une famille libre de) deux vecteurs propres de A (autrement dit, une base de vecteurs
propres pour R?).

(d) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D tels que D = P~1AP.

Exercice 30. Diagonaliser la matrice suivante :
5 —6
(1 7)
5 —6

Exercice 31. Soit A = 1 0 ) la matrice de I'exercice 30.

En utilisant la diagonalisation trouvée dans cet exercice, exprimer A™ en fonction de n € N.

Exercice 32. Diagonaliser, si possible, les matrices suivantes :

110 11 -1 110 12 3
Ai=(o02 2| 4=[02 o Y As=[0 10 A= [0 1 -3
00 3 00 2 00 2 04 1

(*) : pour aller plus loin.




Applications

Exercice 33. Une multinationale a 4 milliards de dollars, répartis entre les Etats-Unis, I’Europe et la
Chine. Au début, 2 milliards sont aux Etats-Unis, et 2 milliards en Europe.

Chaque année, la moitié des fonds américains restent en amérique, et 'autre moitié est répartie a
parts égales entre FEurope et Chine. Simultanément, la moitié des fonds chinois et européens reste sur
place et 'autre moitié part aux Etats-Unis.

Quelle sera la distribution de ces fonds a la fin des temps ? Pour répondre a cette question, on pourra

(a) Ecrire la répartition des fonds année n + 1 en fonction de ’année n sous la forme

Tn+1 Tn
Yn+1| = A x Yn
Zn+1 Zn

pour une certaine matrice A & déterminer.

(b) Diagonaliser A : déterminer les valeurs propres A1, A2, A3 et une base de vecteurs propres ¥, ¥z, U3.
(¢) Determiner A™¥; pour chacun des vecteur ¥;, et determiner sa limite quand n — oo.

()

)

(e) En déduire la réponse a la question initiale.

Décomposer le vecteur représentant la répartition des fonds initiale dans la base v, U, U3.

Exercice 34. Soit (u,)52 une suite récurrente définie par la relation
Up41 = DUy — BUp_1, n>1

et la condition initiale ug = 1, u; = 1.

(a) Pour se familiariser avec cette suite, calculer ug, ug, uq.

(b) On pose
fn = |:Un+1:| y n Z 0.
Un
Montrer qu’on a
fn-‘rl = Af’ru n >0,

ou A est la matrice de I'exercice 31.
(¢) Expliquer pourquoi on a Z, = A™ Zy, n > 0.
(d) Montrer, en utilisant les résultats de I'exercice 31 que u,, = 2" — 3" n > 0.

(e) Utiliser cette formule pour calculer uy et comparer avec (a).

Exercice 35. On considére 2 masses m1, mo reliées entre elles et & deux extrémités fixes par trois ressorts
identiques de raideur k comme sur la figure ci-dessous.

l 1 m, 2 my 3 J
LYY Y\
I e o s ot —- —Y Y Y\ ~ 1
A B
X, X

On note x1,z9 la position des masses x1,xo de sorte que lorsque 1 = x9 = 0, les 3 ressorts sont
détendus. A linstant initial, les deux masses sont & leur position initiales z1(0) = x2(0) = 0, et que les
deux vitesses initiales sont 7 (0) = 2, 25(0) = 0 (la 2éme masse est a arrét). On suppose que les seules
forces s’exergant sur les masses sont celles exercées par les ressorts.

(a) Montrer que x1,z2 vérifient le systéme d’équations différentielles suivant :

myxy —kx1 + k(zg — 21)
mex = —k(zy —x1) — kao

(b) Ecrire ce systéme sous la forme X” = A.X avec X = [il] pour une matrice A & déterminer.
2

On prendra k = 1 et m; = my = 1 dans des unités arbitraires.

(c) Déterminer les valeurs propres de A et déterminer une base de vecteurs propres correspondant
V1, V2.



(d) Sion note [il] = y1U1 + Yo U2, déterminer le systéme d’équations différentielles satisfait par yi, yo.
2

(e) Déterminer la solution générale y (t), y2(t) de ce systéme d’équations différentielles, puis détermi-
ner la solution générale x1(t), z2(t) du systéme initiale

(f) Déterminer la solution de I’équation différentielle qui vérifie la condition initiale donnée.

III Exercices supplémentaires

Exercice 36. Pour chacun des ensembles suivants, dire s’il s’agit d’un sous-espace vectoriel. Si c’est le
cas, déterminer une base et sa dimension :

Vi={(z,y,2) €ER3 |z +2y — 2 =0}
Vs ={(2,y,2) €R® |z — 3y +22 = 0,2z — 5y + 22 = 0}

Vo={(z,9,2) ER® |z +y+2=2}
Vi ={(z,y,2) € R®| 2> + 5y — 2 = 0}

Exercice 37. Montrer que ’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires est un sous-espace
vectoriel d'un R™ et déterminer une base et sa dimension :

r -y 42z 2w = 0
y —3z 2w = 0

—x 42y -4z 4w = 0
y —4z 3w = 0

Exercice 38. Soient f la symétrie du plan par rapport a la droite Ox et g celle par rapport a la droite

y =z

Déterminer les matrices de f, g, et go f et montrer que go f est la rotation d’angle 7.
Meme question avec f o g.

Exercice 39. Pour chacune des matrices suivantes, déterminer un systéme d’équations cartésiennes de
I'image de A.

1 2 3 4 1 -2 2
0 1 0 1 2 -4 0
A1_2367A2_—124
1 -1 3 1 -1 2 3

Exercice 40. Dire si les applications du plan suivantes sont linéaires :

2

X r—Yy x X X X
(@) f(ly|)=|y+=z d) f(y])=|y+=z () f(ly]|) =y
z T+ 2z z 0 z 1

Dire pour chacune de ces applications si elle est linéaire ou non.

Exercice 41. Soient M; = [é 8}, M,y = [8 é], M3 = {(1) g], My = {8 ﬂ Soit E 'espace vectoriel

des matrices 2 x 2. Soit f: E — F qui a une matrice A € E associe A X (; Z)

Déterminer la matrice de f dans la base (M, My, M3, My).




Changement de base
. . 2 . 1 S
Exercice 42. Soit 7; = 3 et Uy = ol et B = (01, va).

(a) Soit f : R? — R? I'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est (; 52>.

Déterminer la matrice de f dans la base B

(b) Soit g : R? — R? I'application linéaire telle que
g(vh) =201 +vs et g(’l_fg) = —01 + 375.

Déterminer la matrice de g dans la base canonique.

Déterminants

Exercice 43. Calculer le déterminant de la matrice

1
A= -1
2

= W N
[ S S =Y

(a) en utilisant la régle de Sarrus; (b) en développant suivant la premiére ligne ; (c) en développant suivant
la deuxiéme colonne (d) en la transformant sous forme triangulaire.

Exercice 44.  (a) Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant une méthode de votre
choix
-1 2 2 3 5 1 -2 -1 1
A= -1 1 -2 B = 0 0 2 C= -1 1 2
-1 1 -1 6 3 0 -3 -2 0

(b) Calculer le déterminant de AB, C?,

Diagonalisation

Exercice 45. Diagonaliser les matrices suivantes :
1 3
Al - < 4 2 ) A2

Exercice 46. Soit A la matrice de I'exercice 45 ou on a trouvé des matrices P et D telles que D =
P_lAQP.
(a) Expliquer pourquoi on a Ay = PDP~1L.

Il
7N
— o
w N
~

(b) Expliquer pourquoi on a alors A% = PD"P~! pour tout n € N*.

(c) Calculer A% (en fonction de n € N*). Vérifier votre formule pour n = 4.

IV Réponse aux tests et exercices supplémentaires

Réponses aux tests

10



Réponse au test 2. f3(v7) = f(f(f(¥1))) = f(f(20h)) = f(22¥) = 23. Plus généralement, f™(7;) =
297 et f(vh) = (—3)", (ceci se démontre par récurrence puisque f*1(%) = f(f"(7))). Puisque f" est
linéaire (car c’est une composition d’applications linéaires),

fn(’lj) = fn(4171 — 5’172) = 4f7l(171) — 5fn(172) =4x 2”’(71 -5 X (—3)”’(72.

Réponse au test 3.

Réponses aux exercices supplémentaires

Réponse a ’exercice 36. (a) V4 : Oui. Base : (—2,1,0), (1,0,1). Vo : non. V3 : Oui. Base : (4,2,1).
V4 : Non.

3
. N . -1 . .
Réponse a I’exercice 37. On trouve comme base : 1l c’est un espace de dimension 1.

1

Réponse a l’exercice 38. M; = <1 01>, M, = (? (1)>, Mgoy = My o My = <(1) _01> On

0 1

reconnait la matrice de la rotation d’angle 7 /2. Myog = MM, = _1 o)

Réponse a ’exercice 39. Les 2 premiéres colonnes de A; forment une base de ImA;, correspondant
aux 2 variables pivot. On a un systéme de 2 équations cartésiennes pour ImA; : —2a + b+ ¢ = 0,
—a+3b+d=0.

Les colonnes 1 et 3 de As forment une base de ImAs, correspondant aux 2 variables pivot. On a un
systéme de 2 équations cartésiennes pour ImAs : —4a + 3b + 2¢ = 0, —6a + 5b + 4d = 0.

Réponse a ’exercice 40. (a) Oui. (b) Non. (c) Non.

Réponse a ’exercice 41. On trouve My =

O O N
O O =W
N = OO
= w O O

11



Réponse a ’exercice 42. (a) La matrice de passage est P = (2 1), pl= ( 2 _1>, La matrice

3 2 -3 2
36 24

“1Ap —
de f dans la base B est P7"AP = (_55 _37)
2

(b) La matrice de f dans la base B est B = (1

_31). Sa matrice dans la base canonique est
7 -3

PBP~! = < )
7T =2

Réponse a l’exercice 43. det A = —5.

Réponse a I’exercice 44. det A=1;det B=42;detC = 3; det D = 15.

Réponse a ’exercice 45.

. (5 0 (3 1 S
e oe(30) (P 1) e

7N
>~ =
|

w =
"

°
S

[\

>

I

7 N

o =

~ o
N—

I

Il
N

|

— N
—
N——

I

L

I

Wl =

7 N
— =

|
NG
N———

Réponse a ’exercice 46.

2 1 1 0
n o__ np—1 _
A" = PD"P _<11)<04n

En prenant n = 4 on trouve

1(1 -1\ _1( 244" 2424
3\ 1 2) 73\ -1+4" 142.4

4 [ 86 170
4 _(85 171)
On vérifie par le calcul :
2
4 o2 (6 10 _( 86 170
A_(A)_(5 11>_<85 171)

12
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