Université de Rennes 1 Année 2024
L1 - PCSTM, OM2

Feuille d’exercices 1. Développements limités

I Tests de compréhension

Les tests sont a faire pour vérifier que vous comprenez le cours, les réponses se trouvent en fin de feuille
de TD.

Troncature
Test 1. Le formulaire donne la formule suivante :

x> 25 27 2f

. I A A A : _
sin(z) =z 30 + ST + ol + 2 (z), }%E(x) 0

(a) En déduire un développement limité a 'ordre 5 de sin(x) quand  — 0, et donner sa partie réguliére.

(b) Méme question a lordre 4.
Test 2. Donner le développement limité d’ordre 2 en 0 du polynéome P(z) = 2* — 223 + 522 — 3.

Test 3. Trouver un exemple de fonction f dont le développement limité a 'ordre 2 en 0 est

f(x) =7+ 132 — 2422 + 22c(z)

Substitution

Test 4. Donner le développement limité en 0 des fonctions suivantes

(a) —In(1+z)et In(1—2), alordre3 (b) 2cos(x) et cos(2z), alordre 3

Test 5. Donner le développement limité en 0 de

(a) ¥/1 + 3z a Pordre 2 (b) V1+22 aTordre 4

Test 6. Soit f(z) = 1+ z — 2% + 2%¢(z). Déterminer le développement limité & 1’ordre maximum possible
en 0 de f(a®).

. - o In(l+a)
Test 7. A l'aide de développements limités, déterminer lim ——=
z—0 sinz

II Exercices

Sommes et produits de développements limités

Exercice 1. Calculez le développement limité quand = — 0 des fonctions suivantes :

(a) sin(2x) —2cos(z), & l'ordre 4 (b) (x+2?)* +cos(z), alordre 3
In(1
(¢) V1+2z—+/1+3z, alordre?2 (d) M, a l'ordre 3
x

Exercice 2. Calculez le développement limité a ’ordre 3 quand x — 0 des fonctions suivantes :
(a) (14 z?*)%cosz (b) e¥sin(x) (¢) cos’x (d) e*In(l +x)

Calculer les DL a l'ordre 2 quand z — 0 des fonctions suivantes (on peut utiliser les résultats précédents,
mais attention au terme de reste!)
e” sin(x) e** In(1 + )

b)) —— d) ———=

o) @) “
Exercice 3 (Pour aller plus loin). Calculer le développement limité en 0 de f(x) - g(z) & Pordre maximum
possible, sachant que : f(z) = z — 2% + 2%1(2) et g(z) = 22 + 2% + 2%e5(x), avec lim, o e1(z) = 0 et
limx_m 82(3)) =0.



Se ramener a des développements limités connus

Exercice 4 (Attention au piége). On veut calculer le développement limité de e'** & l'ordre 2 quand
xz — 0.

(a) Que va-t-on obtenir si on fait la substitution © = 1 + « dans le développement limité de e* en 07

a-+b

(b) En utilisant que e = e, déterminer le développement limité de e!** a I'ordre 2 quand x — 0.

Exercice 5 (Exercice important). Calculer les développements limités suivants a I'ordre 2 quand x — 0 en
se ramenant & des DL connus :

1 3
(a) 132 (b) P () V24

(d) V2+3z (e) In(5+ 3z) (f) 3t%

Composition de développements limités

Exercice 6. Calculez le developpement limité a 'ordre 3 quand x — 0 des fonctions suivantes :
(a) sin(In(1+ z)) (b)  In(1+ sin(2z))
Exercice 7. Calculez le développement limité & l'ordre 2 au voisinage de 0 de f(z) = In(cos(x)).

Exercice 8 (Attention au piége). Calculez le développement limité & I'ordre 2 au voisinage de 0 de
flx) =€

Exercice 9. Calculez le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de
(a)\/e® + cos(z) (b)In <e2 4 sin a:)
Quotient de DL

r+3
5 a l'ordre 2 en calculant le développement

Exercice 10. Déterminer le développement limité de f(z) =

limité de

5 et en multipliant par x + 3.

Exercice 11. Calculez le développement limité & 'ordre 2 quand x — 0 des fonctions suivantes :

e’ 1 e’
(&) cos(x) (b) 1 —sin(z) (c) V1+2z

Exercice 12 (attention!). Calculez le développement limité & 'ordre 2 quand x — 0 de

~ In(1+22)
~ sin(22)

Formules de Taylor-Young (complément)

Exercice 13. (a) Utiliser la formule de Taylor-Young pour écrire le développement limité a 'ordre 4
quand z — 0 de (1 + x)“.

(b) En déduire le développement limité a 'ordre 3 quand = — 0 de v/1 + «.

Exercice 14. Utiliser la formule de Taylor-Young en 7 pour écrire le développement limité & 'ordre 2 quand
r — 7§ de sin(z).

Primitive d’un développement limité (complément)

Exercice 15.
1

(a) Déterminer le développement limité & 'ordre 6 quand  — 0 de la fonction g(z) = 1o
x

(b) En se rappelant que la dérivée de arctan(z) est 5> déduire un développement limité a l'ordre 7

1+z
quand x — 0 de arctan(z)



Limites en 0

Exercice 16. A 'aide de développements limités, déterminer les limites suivantes. Vous pouvez aussi utiliser
la régle de 'Hopital.
cos(z) — 1 ef—1—=x (V14 2z — 1Dzsin(zx)

Win—"w O Ol g

Exercice 17. Utiliser les développements limités pour calculer les limites suivantes :

e* — cos(x)

(a) lim — 20 (b) lim S0(@) — tan(@)

2>01— /132 0 x2 + 23

Exercice 18 (Pour aller plus loin).

(c) x1—>H(r)l+ sin(z) — In(1 4 x)

1
(a) Calculez le développement limité en 0 & 'ordre 1 de ;1n(1 + z).
(b) En déduire lim (1 + z)=.
z—0

(¢) Déterminer le développement limité en 0 & I'ordre 1 de (1 +z)%.

Droite tangente, position de la courbe relativement a la tangente, extremum

Exercice 19. Pour chacune des fonctions suivantes dont on donne le développement limité , déterminer une
équation de sa droite tangente en 0 et la position relative de la courbe et de sa droite tangente au voisinage
de 0. Dire §’il s’agit d’un extremum local.

fi(z) =sin(2z) — 2cos(x) = =2 + 22 + 2% + 2%e(x)  folr) =In(l+z)+e” =1+ 22+ %x?’ + 2%¢(2)

fa(x) = y/cos(z) =1— izQ + 2?e(z)

Exercice 20. Soit f(z) une fonction dont le développement limité en 0 est
indiqué ci-dessous. Dans chacun des cas, déterminer I’allure du graphe de la

fonction f(x) au voisinage de = 0 parmi les 12 graphiques ci-contre. y N a3
(a) f(x) = —1442 —32* + 22% + 23¢(2) g N
() fz)=1—2%+22% + 23<(z) s o .
(c) f(x)=—x— 2>+ 2%(z) // PR \
(d) f(z)=2® -2+ 2%(x)
() f@)=1-2z+2"—a’+a’(x) 1/ 2 NG
(f) f@)=2+4x+ 2"+ 2° + 2°¢(x)
(9) f(x) =244z —a° + 2% () . .

, 42 .

(h)  f(z) =2+ 2% + 2°(x) y R \3

(i) Donner des exemples de DL correspondants aux figures al, cl, b3 et d2.

Asymptotes en oo (optionnel)

Exercice 21. On considére la fonction
fla) = S
= 2 —z+1

— Déterminer le développement limité & ’ordre 2 de hf(%) lorsque h — 0, h > 0.
— En posant h = %, en déduire I'equation de la droite asymptote au graphe de f en +oo.
— Quelle est la position du graphe de f par rapport a ’asymptote 7

1
Exercice 22. Soit f(z) = xsin(—). En étudiant hf(+) lorsque h — 0, trouver I'équation de la droite

asymptote au graphe de f au voisinage de +o00, et déterminer la position du graphe de f par rapport a
I’asymptote.

Exercice 23. Soit f(z) = e* /a2 + 1



(a) Déterminer le développement limité en a 'ordre 2 de hf (%)quand h — 0 par valeurs positives.
(b) En déduire I’équation de 'asymptote oblique de f en +oo.
)
)

(c

(d) Mémes questions en —oo.

Déterminer la position relative de la courbe de f par rapport a cette asymptote.

III Exercices supplémentaires

Vous trouverez les réponses a ces exercices en fin de feuille de TD.

Sommes, produits, quotients, compositions

Exercice 24. Calculez le développement limité en 0 des fonctions suivantes :

(a) In(l1+4+x)+e®, alordre3 (b) e*4+e ", alordre 3
1
(¢) In (1 +2> , alordre 3

Exercice 25. Calculer le développement limité de f(z) 4 g(z) a ordre maximum possible au voisinage de
0, sachant que : f(z) = 2 + 2 — 2% + 223 + 23¢1(2), lim, 0 e1(x) = 0 et g(x) = 1 — 3z + 222 + 22e(2),
limw_m 62(]}) = 0.

Exercice 26. Calculez le développement limité en 0 des fonctions suivantes :
(a) (e —e ®)sin(z), alordre 3 (b) sin(z)cos(z), a lordre 3
(¢) sin®(x), alordre 4
Exercice 27. Calculez le développement limité en 0 des fonctions suivantes :
(a) (14 2z — 2232, aTordre 2 (b) sin(sin(3z)), a Pordre 3

(c) \/cos(x), alordre 2 (d) evV!*™®  alordre 2

Limites, tangentes, et asymptotes
Exercice 28. A l'aide de développements limités , déterminer les limites suivantes :
V1420 -1 o o In(l+z)—=
(a) lim —————(b) lim ————
20+ 22 x>0 cos(z) —1
Exercice 29. Utiliser des développements limités pour calculer les limites suivantes :

cos(z) — cos(2x) s (@) — cos(z) . 3tanz — 3z

() ilg%) sin?(z) (b) alclg%) sin(x) (c) ilg%) 3 + 22

Exercice 30. Pour chacune des fonctions suivantes dont on donne le développement limité , déterminer une
équation de sa droite tangente en 0 et la position relative de la courbe et de sa droite tangente au voisinage
de 0. Dire s’il s’agit d’'un extremum.

file) =142 —222=1+42z— %aﬁQ + 22e(x) fa(z) = sin(x)(e® — e7%) = 222 + 2% (x)
f3(z) = 3tanz — 3z = 2 + 2¢(x) fa(x) =1 —2* + 2%¢(2)

Exercice 31. (a) Utiliser la formule de Taylor-Young pour écrire le développement limité d’ordre 2 en
1 de f(z) = arctan(x).
(b) En déduire une équation de la droite tangente en 1 & la courbe de f ainsi que la position relative de
la courbe et la tangente.

Exercice 32. Soit f(z) =xIn(1+ 1).
En calculant un développement limité a l'ordre 2 de f (%) quand h — 0, déterminer 1’équation de ’asymp-
tote de f en +o0, et la position du graphe de f par rapport a ’asymptote au voisinage de +o0.
(Complément) En déduire wgrfoo(l + Ly



Exercice 33. Soit f(z) = V2 +4x +2

(a) Déterminer le développement limité en 0 & Pordre 2 de hf(+).

(b) Déduire ’équation de 'asymptote oblique de f en 4oc et la position relative de la courbe de f et
I’asymptote.

(¢) Méme questions en —oo.

IV  Réponses aux tests et exercices supplémentaires

Réponse au test (a) sin(z) == — ‘%? + %T + xdes(x), lim, ,pe2(z) =0
(b) sin(z) = x — 13—? + ztes (), limg ,pe3(x) =0

Réponse au test EI' P(z) = =3+ 52% + 2?(—2x + 2%) = =3 + 52% + 2%¢(z) avec lim,_,e(z) = 0.
Réponse au test On peut tout simplement prendre f(z) = 7 + 13z — 2422.
Réponse au test

(a) —In(1+x) = -z + 322 — $2° + 2e(x).
Le DL de In(1 4 u) avec u = —x donne In(1 — ) = —z — 12% — 12° + 2%¢(x).

(b) 2cos(x) =2 — 22 + 23e(x).
cos(2z) = 1 — 222 + z3e(x).

Réponse au test (a) Utiliser le DL de (14 u)® avec a = 1/3 et u = 3z. On trouve 1+ x — 22 + 2%¢(x).
(b) Utiliser le DL de (1+u)* (I'ordre 2 suffit!) avec a = 1/4 et u = 22. On trouve 14 22 — Szt +2'e().

Réponse au test [6] f(2%) =1+ (2%) — (2%)2 + (2%)%e(2®) = 1 + 2° — 25 + 2% ().

In(l4z) z-—2%/2+2%1(x) Fl—2/24z61(2)) 220 1
Réponse au test |7] - = = —-=1
sinz T+ x2e9(x) Z(1 4 zea(x)) 1

Réponse a ’exercice (a) In(1+2)+e” =1+2z+ 22° +2%(z). (b) e* +e @ =2+ 22 + 23¢(x).
(c) In (}J_r—w) =In(1+ ) —In(1 — 2) =2z + 22° + 23¢().

x

Réponse a ’exercice On ne connait que le DL a 'ordre 2 de g en 0, donc on ne peut déterminer que
le DL a l'ordre 2 de f +g. On a f(z) = 2+ 2 — 22 + 2%e3(x), donc (f + g)(x) = 3 — 2z + 2% + 2%e4(2).

Réponse a I’exercice (a) (e — e~ ") sin(x) = 222 + z3(z). (b) sin(x) cos(z) = (z — %) (1 — J2?) +
2?e(z)) = x — 22° + 2%¢(2). () sin®(z) = 2% — La* + 2'e(x).

Réponse a ’exercice (a) V1+ 2z — 222 = 142 — 22 + 2%¢(2) (b) sin(sin(3z)) = 3z — 92° + 23¢(x)
(c) \/cos(z) = \/1 — 322 +a%e(z) =1 — 2% + 2%e(x). (d) eV = e+ Sz + 2?e(x).

Réponse a ’exercice (a) +o0. (b) 1

— cos(2 (3 + 3
Réponse a ’exercice (a) cos(z) — cos(2) _7 (i 5(3:)))) N 5

sinz(x) r2(1 +e(z
e —cos(x) _ a(l+ei(w) _1+e(x) 1
el adiig? o
tanx — 3z  x°(1+e(x Telz
(c) B x2(1—i$) - 1—?’5 -0



Réponse a ’exercice Avertissement. On ne connait que le comportement de e(x) proche de 0, donc
on peut étudier la position relative de la courbe et de sa tangente que proche de 0.

(a) équation de la tangente : y; = 1 + x; la courbe est en dessous de y; proche de 0.

(b) équation de la tangente : yo = 0; la courbe est au-dessus; on a un minimum local en 0.

(c) équation de la tangente : y3 = 0; la courbe est au-dessus de la tangente si x > 0 et en dessous si
x < 0 (proche de 0); ce n’est pas un extremum.

(d) équation de la tangente : y4 = 1; la courbe est en dessous; on a un maximum local en 0.

Réponse a ’exercice arctan(z) =3 + 1(z — 1) — 1z = 1)? + (z — 1)%e(z - 1), lim1 e(x—1)=0.
T—
L’équation de la tangente est donc y = 7 + %(gc —1). La courbe est en dessous de sa tangente au voisinage
de 1.
Réponse a l’exercice f(3) = +In(1+h) = +(h—3h*+h%(h)) = 1— Lh+he(h), o limy,_,o e(h) = 0.
Donc en posant b = . on a f(z) = zln(1+21) =1- 11 4+ 1-(1) on zgr}:oos(%) = 0. On en déduit

lim, 400 f(2) = 1 donc y = 1 est asymptote horizontale en +o0. De plus, f(z) —1 = 1(—1 + (1)) <0

xr
pour z suffisamment grand.
41 1\ _ of() 1
On en déduit que (1—}-1) =e — e =e.

1
Réponse a ’exercice (a) hf(1/h) =1+2h — h* + ﬁs(h).

1 1 1
(b) f(&) =2 4+2— —+ —&(—)). y =  + 2 est asymptote oblique en +00 et la courbe est en-dessous de
r T
I’asymptote.
(c) Siz <0, Va2 =—z. Donc f(z) = —z—2+ 1+ 1e(1)). y = —2 — 2 est asymptote et la courbe est

encore en-dessous de 'asymptote.
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