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S-structures

Soit A un anneau commutatif unitaire et soit p un nombre premier.

Définition

Un vecteur de Witt a coefficients dans A est une suite infinie de la

forme (fo, ..., fm,...) avec fo, ..., fm,... € A. Pour tout n € N, le
n-ieme polynéme de Witt est :

Wn(fo7"-7fm,...):fbpn+pfi-pn71_|_,,,+pnfn'
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S-structures

Nous allons nous intéresser au cas ou n = 1. Nous avons alors
WA(f,g) = fP + pg pour f,g € A.

Définition

L’anneau des vecteurs de Witt (de type p) de longueur 2 sur
I'anneau commutatif A est Wi (A) = A X A muni des lois
suivantes : pour f, g, f', g’ € A,

p—1
° (f.g) +(f.g) = <f+f’ag+g'— D },(‘k’)f""f’k),

o (f,g) x (f'.g') = (ff', fPg’ + gf"" + pgg’).
L’élément neutre pour I'addition (resp. la multiplication) est (0, 0)
(resp. (1,0)).
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S-structures

Définition
Une p-dérivation est une application § : A — A telle que :
Q 4(0) =4(1) =0,

Définition

Une d-structure est une section de Wy :

A= Wi(A) .
f s (f,8(f))
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S-structures

Définition

Un d-anneau est un anneau commutatif doté d’une §-structure.
Autrement dit, c'est un couple (A, &) composé d’'un anneau
commutatif A et d’une p-dérivation § : A — A. Si le contexte est
clair, on peut seulement noter A au lieu de (A, ). Un
d-sous-anneau d'un §-anneau A est un sous-anneau B de A tel que
0B C B.

Définition
Un morphisme de §-anneaux est un morphisme d’anneaux qui
préserve 6.

| A\

On obtient la catégorie JA des d-anneaux.
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S-structures

Définition

Soit R un d-anneau fixé. Un d-anneau sur R est un 6-anneau A
muni d'un morphisme de §-anneaux R — A. Un morphisme de
d-anneaux sur R est un morphisme de d-anneaux qui est un
morphisme de R-algébres. On obtient la catégorie Rs des
d-anneaux sur R.

Proposition

Soit R un d-anneau fixé et soit A un d-anneau sur R. Notons f;
pour i € E les générateurs de A sur R. Une §-structure sur A est
déterminée de maniére unique par I'action de & sur les f;.
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S-structures

Définition
Un Frobenius sur A est un endomorphisme ¢ de A qui vérifie :

Ve A ¢(f) =P mod p.

| A\

Proposition

Soit A un §-anneau. L’application

p: A A
f s FP + pd(f)

est un Frobenius sur A. On ['appelle I'endomorphisme de Frobenius
de A.

v
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S-structures

Proposition

On suppose que A est un anneau sans p-torsion. Soit ¢ un
endomorphisme de A. On suppose que ¢ est un Frobenius sur A.

En posant :
o(f) — 1P

p
pour tout f € A, on obtient une structure de §-anneau sur A.

o(f) =
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S-structures

Exemples

@ |l existe une unique d-structure sur Z. Elle est donnée par :

n—nP

Vn € Z,0(n) = —

@ |l existe une unique J-structure sur Z[X] pour laquelle
§(X) =1 (ou f € Z[X]).

o Il existe une unique J-structure sur Z[Xo, ..., Xm,...] pour
laquelle 0(X;) = Xm41 pour tout m € N,

@ Lorsque p = 2, I'anneau des entiers de Gauss A = Z[i] ne
possede pas de J-structure.

o Si R=7/p“Z avec k € N\{0} et A est une R-algebre, alors
A possede une J-structure si et seulement si A = {0}.
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é-structures
Travaux de Buium

Travaux de Buium (années 2000)
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Travaux de Buium

A anneau commutatif unitaire.
Définition
Une application § : A — A est appelée un opérateur sur A s'il

existe deux polynémes S, P dans A[Xo, X1, Yo, Y1] tels que pour
tous x,y € Aona:

d(x +y) = S(x,y,0(x),0(y)),

d(xy) = P(x,y,0(x),0(y))-

Dans ce cas, on dit que ¢ et le couple (S, P) correspondent I'un a
I'autre.
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Travaux de Buium

Exemples d'opérateurs (1/3)

o L’'opérateur de différence :
Il s’agit d'une application § : A — A qui Vvérifie

§(x +y) =0(x) +4(y),

(xy) = xd(y) + yd(x) + 6(x)d(y) et 6(1) = 0

pour tous x,y € A.
Le couple (X1 + Y1, XoY1 + YoX1 + X1Y1) correspond a §.

o La dérivation :
C’est une application § : A — A qui satisfait

d(x +y) =16d(x) +d(y) et 6(xy) = xd(y) + yd(x)

pour tous x,y € A.
Le couple (X1 + Y1, XoY1 + YoX1) correspond a 4.
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Travaux de Buium

Exemples d'opérateurs (2/3)

o L'opérateur de w-différence :
Soit 7 un élément non inversible de A. Un opérateur de
m-différence est une application 0 : A — A qui vérifie

d(x+y) =3d(x) +d(y) et (xy) = xd(y) + yd(x) +76(x)d(y)

pour tous x,y € A
Le couple (X1 + Y1, XoY1 + YoX1 + mX1 Y1) correspond a 4.
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Travaux de Buium

Exemples d'opérateurs (3/3)

@ La m-dérivation :
Soit m un élément non inversible de A. On suppose qu'il existe
un élément 7" € A tel que #m* = p ou p est un entier
premier. Soit g # 1 une puissance de p. On considere le
polyndme a coefficients entiers

X9+ Y9 —(X+Y)
p :
Une m-dérivation est une application § : A — A qui satisfait
6(x +y) =0(x) +(y) + 7 Co(x,y),
(xy) = x0(y) + y6(x) + md(x)d(y).
pour tous x,y € A. Le couple

(X1 + Y1+ 7 Cy(Xo, Yo), Xg Y1 + Yo X1+ X1 Y1)

C(X,Y) =

correspond a J.
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Travaux de Buium

Q Soit § un opérateur sur A. On dit que § est générique sur A
si, pour tout polynéme F € A[Xo, Xi] vérifiant F(x,d(x)) =0
pour tout x € A, on a F = 0.

Q Soit d un operateur sur A. Une extension generlque de § est
un opérateur & sur une extension d’anneau A de A tel que : )
coincide avec § sur A, il existe un couple (S, P) qui
correspond 3 & et b, et & est générique sur A.

© Un opérateur § sur A est appelé un opérateur de jet si
9(0) = 0(1) = 0 et s'il admet une extension générique.
@ Deux opérateurs d1 et §r sur A sont dits équivalents s'il existe

un élément inversible A\ € A* et un polynéme f € A[X]
vérifiant f(0) = (1) =0 et :

Vx € A, 01(x) = Ada(x) + f(x).
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Travaux de Buium

Proposition

Soient 01 et 0y deux opérateurs équivalents sur A. Alors 01 est un
opérateur de jet si et seulement si 62 en est un.

Proposition

Si A n’a pas d’idempotents non triviaux et si w n'est pas un diviseur
de 0, alors I'opérateur de différence, la dérivation, I'opérateur de
w-différence et la w-dérivation sont des opérateurs de jet.
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Travaux de Buium

Théoréme de classification de Buium

Théoreme

On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0.
Tout opérateur de jet sur A est équivalent a I'un des opérateurs
suivants : un opérateur de différence, un opérateur de dérivation,
un opérateur de m-différence, ou un opérateur de m-dérivation.
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o-structures
Travaux de Buium

Soit A un anneau. On suppose que § : A — A est un opérateur et
0 : A — A une extension générique de 6. Alors il existe un unique
couple (S, P) qui correspond a ¢ et §.
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Travaux de Buium

Lemme

Soit A un anneau. On suppose que d : A — A est un opérateur et
0 : A — A une extension générique de . Soit (S, P) I'unique couple
qui correspond a 0 et §. Pour toute A-algebre B, les formules

(x0,x1) + (Yo, 1) = (%0 + y0, S(x0, Y0, X1, 1)),

(x0, x1)-(¥0, y1) = (x0¥0, P(x0, Yo, X1, ¥1)),

définissent une structure d'anneau sur B x B telle que I'élément
neutre pour I'addition soit (0,0) et I'élément neutre pour la
multiplication soit (1,0).
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Travaux de Buium

@ Notons X(A) I'ensemble de tous les couples (S, P) de
A[Xo, X1, Yo, Y1] tels que les deux formules du lemme
précédent définissent, pour toute A-algebre B, une structure
d'anneau sur B x B dont I'élément neutre pour I'addition
(resp. la multiplication) est (0,0) (resp. (1,0)).

@ Notons (A) le groupe A* x X(X — 1)A[X] muni du produit
semi-direct (A1, f1).(A2, ) = (A1 A2, A + A1f2).

Le groupe '(A) agit sur X(A), I'action est donnée par

(A, 1).(S,P) = (S5, P)
pour (A, ) € T(A),(S,P) € £(A) avec
S = AS (Xo, A H(X1 — £(X0)), Yo, A1 (Y1 — £(Y0))) + F(Xo+ Yo),

P = AP (Xo, A1 (X1 — f(X0)), Yo, AH(Y1 — £(Y0))) + F(Xo Yo).
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Travaux de Buium

Proposition

On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0.
Tout élément de X (A) appartient & I'orbite sous I'action de T'(A)
de I'un des quatre couples (S, P) suivants :

S=X1+ Y1, P =X Y1+ YoX1 + X1 Y1,
S=X1+Y1,P=XoY1+ YoXi,
S=X1+Y1,P=XoY1+ YoX1 +7X1 Y1,

S =X+ Vi + 7 Co(Xo, Yo), P = XIV4 + YIXy + mX0 4,

ou 7, " et q sont définis comme précédemment.
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Travaux de Buium

Lemme

On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0,
notons K son corps des fractions. Tout élément de ¥(K)
appartient a l'orbite sous I'action de I'(K) de I'un des deux couples
(S, P) suivants :

S5=Xi+ Y1, P=XY1+ YoXi + X1 Y1,
S=X1+ Y1,P=XpY1 + YoX1.
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Travaux de Buium
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