
L1 2019-2020

Algèbre et géométrie 1

Corrigé du contrôle n°1

Exercice 1

Démontrer que les propositions

𝒫 et ((𝒫 ou 𝒬) ⟹ ℛ) et 𝒫 et ℛ

sont équivalentes.

• Supposons que
𝒫 et ((𝒫 ou 𝒬) ⟹ ℛ).

Comme 𝒫 est vraie, (𝒫ou𝒬) l’est aussi. Comme (𝒫ou𝒬) ⟹ ℛ, on en déduit que ℛ est vraie. Donc
(𝒫 et ℛ) est vraie.

• Réciproquement, si (𝒫 et ℛ) est vraie, alors 𝒫 est vraie. De plus, comme ℛ est vraie, l’implication
(𝒫 ou 𝒬) ⟹ ℛ est vraie aussi, ce qui démontre

𝒫 et ((𝒫 ou 𝒬) ⟹ ℛ).

On a donc l’équivalence voulue.

Exercice 2

Pour tout entier 𝑛 ⩾ 0, notons

𝑆𝑛 ∶=
𝑛

∑
𝑘=0

𝑘 3𝑘 = 0 × 30 + 1 × 31 + 2 × 32 + ⋯ + 𝑛 3𝑛.

Démontrer par récurrence que :

∀𝑛 ∈ ℤ⩾0 𝑆𝑛 = 2𝑛 − 1
4

3𝑛+1 + 3
4

.

Pour 𝑛 entier naturel, notons 𝒫𝑛 la propriété

𝑆𝑛 = 2𝑛 − 1
4

3𝑛+1 + 3
4

.

• Dans le cas 𝑛 = 0, on a 𝑆0 = 0×30 = 0×1 = 0 et 2𝑛−1
4 3𝑛+1 + 3

4 = −1
4 31 + 3

4 = 0, donc la propriété 𝒫0
est vraie.

• Soit 𝑛 ∈ ℤ⩾0 tel que 𝒫𝑛 est vraie. Montrons que 𝒫𝑛+1 est vraie. Par hypothèse de récurrence, on a

𝑆𝑛 = 2𝑛 − 1
4

3𝑛+1 + 3
4

,
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or 𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + (𝑛 + 1) 3𝑛+1 par définition de 𝑆𝑛+1, donc

𝑆𝑛+1 = 2𝑛 − 1
4

3𝑛+1 + 3
4

+ (𝑛 + 1) 3𝑛+1

= 3𝑛+1 (2𝑛 − 1
4

+ 𝑛 + 1) + 3
4

= 3𝑛+1 6𝑛 + 3
4

+ 3
4

= 3𝑛+2 2𝑛 + 1
4

+ 3
4

= 2(𝑛 + 1) − 1
4

3(𝑛+1)+1 + 3
4

,

donc 𝒫𝑛+1 est vraie.

Exercice 3

L’application 𝐹 suivante est-elle injective ? surjective ? bijective ? (N’oubliez pas la démonstration !)

𝐹∶ { ℝ ⟶ ℝ⩾0
𝑥 ⟼ |𝑥 + 1|

Comme 𝐹(0) = |1| = 1 et 𝐹(−2) = |−1| = 1, on a 𝐹(0) = 𝐹(−2). Or 0 ≠ −2, donc cette application
n’est pas injective. Elle n’est donc pas non plus bijective.
Montrons que l’application 𝐹 est surjective. Soit 𝑦 ∈ ℝ⩾0. Posons 𝑥 = 𝑦 − 1. On bien 𝑥 ∈ ℝ, et

𝐹(𝑥) = |𝑥 + 1| = |(𝑦 − 1) + 1| = |𝑦|,

or 𝑦 ⩾ 0, donc 𝐹(𝑥) = 𝑦, ce qui démontre la surjectivité de 𝐹.
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