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1 Ensemble algébrique

1.1 Ensemble algébrique

Soit k un corps.
Pour A C k[X1, ..., X,,], on note (A) I'idéal engendré par A.

Définition 0.1. Soit S C k[Xy, ..., X,,] un ensemble de polynomes. On pose
V(S)={(x1,...,z,) € A"(k),VP € S, P(z1,...,x,) =0} .
Un ensemble de la forme V(S) est appelé un ensemble algébrique affine.

Si F € k[Xy,...,X,], on écrit V := V(F) et on dit que V une hypersurface affine. Lorsque
deg(F') = 1, on dit que V est un hyperplan affine. Lorsque n = 2, pour hypersurface (resp.
hyperplan), on dit aussi courbe plane (resp. droite du plan).

On notera parfois A" en omettant le corps k lorsque le contexte le permet. Soit A un anneau
integre, I C A une partie de A et x € A. Et on définit : I - J = {ay, (z,y) € I x J}. De
plus si A = k[Xy, ..., X,,] alors pour z € A™ on pose I(z) = {P(z),P € I}. Si I(z) = {0}
on va juste écrire I(xz) = 0. On remarque que z € V(I) <= I(z) = 0. De plus puisque
P +— P(x) est un morphisme surjectif d’anneaux (C') (z) = (C(x)). Donc I(z) est 0 ou k et
(C-D)(z)=(C(x)- D(z)), pour C et D des parties de k[X7,..., X,].

Lemme 0.1. Soit A un anneau integre et I, J C A.

I-J=0<«= I=0VvJ=0

Preuve : Bien sursi I =0 ou J =0 alors I - J = 0. Supposons maintenant que [ - J = 0.
Supposons de plus qu’il existe z € I tel que x # 0, i.e. I # 0. Puisque [ - J = 0, pour tout
yeJ,zye l-J=0.Doncxy=0.Or A est integre et = # 0, donc y = 0. Ainsi J =0. O

Proposition 1.1. Soit S C k[Xy,...,X,,] et I l'idéal engendré par S. Soit (J;) une famille
d’idéaux quelconque et J un idéal.

1. V(S)=V()

2. V(L)) = V() UV(J) = V(INJ)
3. V(i) =NV ()

4. SiJCI alors V(I) C V(J).

Preuve : Soit x € A™. Puisque (S(z)) = I(x), S(z) =0 <= I(x) =0 donc V(I) = V(95).
Puisque (I(z) - J(x)) = (I - J) () = (1J)(x),

z e VUV () <= I(z)=0VJ(z) =0 < I(z)J(z) =0 < (IJ)(z)=0 < z e V(IJ).

Donc V(IJ) = V(I)UV(J). Puisque (I N J)(z) = I(x) N J(x), on a de méme
V(InJ)=V({I)UV(J). De plus (U;J;), = U;(J;) (). Donc

Ainsi V(U;J;) =NV (J;). Si J C I, alors
V(I) = {&,YP € I, P(z) = 0} C {&,YP € J, P(z) = 0} = V(J).

Ce qui fournit le quatrieme point. [



1.2 Structure des ensembles algébriques

Définition 0.2. Un anneau A est nothérien si tout idéal de A est engendré par un nombre
fini d’éléments de A.

Théoréme 1.1. Si R est un anneau nothérien alors R[X1,...., X,] est nothérien.

Preuve : Puisque R| X}, ..., X,,+1] est isomorphe a R[ X7, ..., X,,][X}41], il suffit que montrer
que R[X] est nothérien. Soit / un idéal de R[X] et J '’ensemble des coefficients dominants des
polynomes de I. J est un idéal de R donc il existe ag, ..., a, qui engendrent J. Soit Fi, ..., F},
des polynomes de I dont les coefficients dominants sont respectivement aq, ..., a,. On note
m le maximum des degrés des F;. Pour tout d < m, on note J; 'ensemble des coefficients
dominants des polynomes de degré au plus d dans /. C’est un idéal. Il existe donc ay g4, ..., apq
qui engendrent Jy. On note F 4, ..., F}, 4 des polynomes de I de degré d de coefficient dominant
a1 d, ..., Gp q respectivement. On note I’ 'idéal engendré par les F; et F; 4 avec d < m. Montrons
que I = I’. On a bien sur I’ C I. Raisonnons par I'absurde et supposons que l'inclusion
soit stricte. Soit G € I de plus bas degré et qui n’est pas dans I'. Si deg(G) > m, alors

il existe ¢; € R tel que S = ZciFi a le méme coefficient dominant que GG. On a bien

sir deg(S) < m < deg(G). On pose k = deg(G) — deg(S). On note H = G — X*S et on
vérifie que deg(H) < deg(G) (car G et X*S ont méme degré et coefficient dominant). Donc
H € I’ car G est de plus bas degré donc G € I’ ce qui est absurde. Si d = deg(G) < m,

alors il existe des ¢; € R tels que S = Z ¢; I 4 a le méme coefficient dominant que G. Donc

deg(G — S) < deg(G). Et ainsi, par minimalité du degré et S € I', G € I'. Ce qui est absurde.
Donc par double inclusion on a : [ =1'. [

0.1. Tout ensemble algébrique est une intersection finie d’hypersurfaces.

Preuve : Soit V' un ensemble algébrique. Par le théoreme précédent il existe FY, ..., F, tels
que V =V(Fy,..., F.). D’apres|la proposition 1.1jon a V = (| V(F;). O
i=1

1.3 1déal d’un ensemble de points

Dans cette sous-section on se placera dans ’espace A™. Soit V' une partie de A™. On définit
I(V):={P € k[Xy,..., X,],Vz € V, P(z) = 0}. On remarque que pour tout z € V, I[(X)(z) =
0.

Lemme 0.2. Soit I C k[Xy,..., X,]. Si pour tout x € V, I(x) =0, alors I C I(V').

Preuve : Soit P € I. Puisque pour tout z € V, P(x) € I(x) =0, P € I(V), ainsi I C I(V).
U

Proposition 1.2. Soit V' un ensemble algébrique.
V(I(V)) =V

De plus pour toute partie A on a A C V(I(A)) et si A C B, alors I(B) C I(A) (la réciproque
est vraie si A et B sont des ensembles algébriques.
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Preuve : Il existe un idéal J C k[Xy, ..., X,,] tel que V(J) =V.
Soit x € V, on a par définition I(V)(z) = 0, donc = € V(I(V)) et ainsi V' C V(I(V)).
Puisque pour tout x € V, J(z) = 0 donc J C I(V) et ainsi V(I(V)) C V(J) = V. Et donc
V =V(I(V)).
Soit x € A, on a donc I(A)(z) =0 et ainsi x € V([(A)), donc A C V(I(A)).
Puisque pour tout © € A C B I(B)(xz) = 0, on a (B) I(A). Soit V, W deux ensembles
algébriques tels que I(W) C I(V). Puisque V(I(A)) = A si A est algébrique, et, V(-) est
décroissant pour l'inclusion, V =V (I(V)) Cc V(I(W)) =

On vient de montrer que si V' est un ensemble algébrique, I(V)(z) = 0 si et seulement
si x € V. Et que I : {ensemble algébrique} — {idéal} est injectif. Précisons un peu cette
relation :

Proposition 1.3. Soit A C A". L’idéal I(A) est radical.

Preuve : On a évidemment [(A) C /I(A). Soit P € /I(A). 1l existe alors n € N tel
que P" € I(A). Donc pour tout x € A, P*"(z) = 0, donc P(z) = 0. Ainsi P € I(A). Donc
I(A) C I(A). Et par double inclusion on a : I(A) = /I(A). O

Ainsi I établit une bijection entre les ensembles algébrique et les idéaux radicaux.

1.4 Irréductibilité

Un ensemble algébrique V' est dit irréductible si V' # 0, et si pour tout V;, V5 des ensembles
algébriques affines, V = V; U V4 implique qu’au moins 'un des deux V; est égal a V.

Proposition 1.4. Soit V' un ensemble algébrique. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
o V est irréductible
o [(V) est premier
Preuve : On remarque que si V' C V; UV, avec V; un ensemble algébrique, alors V =
VNnhiuVnVyet VNV est algébrique. Donc, V' n’est pas irréductible, si et seulement si, il
existe des ensembles algébriques Vi, V5 tels que V- C ViUV, et V& Vi, Vo, si et seulement si, il
existe des ensembles algébriques Vi, V5 tels que 1(V))I(Vy) C I(V) et I(V') ¢ I(V1),I(V2) (par

'injectivité et décroissance de I), si et seulement si, il existe deux idéaux radicaux Iy, Io ¢ I(V)
tels que I11, C I(V), si et seulement si, 1(V') n’est pas premier. [J

Proposition 1.5. Soit V' un ensemble algébrique. Il existe alors une unique famille finie d’en-
sembles algébriques irréductibles Vi, ..., V,. tels que

U
=1

De plus si v # j alors V; ¢ Vj.

Preuve : On pose S 'ensemble des ensembles algébriques ne possédant pas de décomposition
comme dans la proposition ci-dessus. Supposons que S n’est pas vide. Posons S5 = I(S).
Puisque S est non vide il en est de méme de Sp;s. Donc Sp;s possede un élément maximal J
(car si ce n’était pas le cas il existerait une suite croissante non stationnaire d’idéaux ce qui
est absurde car k[X7,..., X,] est noethérien). Puisque V(-) est décroissante et V(I(V)) =V,
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V = V(J) est minimal dans S. Puisque V est dans S il existe V;,V5 # V qui sont des en-
sembles algébriques tel que au moins un des deux V; ou V5, soit dans S et V =V, U V5. On peut
supposer sans restriction que c¢’est V4 qui est dans S. Ainsi V] étant strictement plus petit que
V. Donc V n’est pas un élément minimal de S. C’est absurde. Donc S = (). [

1.5 Théoreme des zéros de Hilbert
Dans cette sous-section on supposera que k est un corps algébriquement clos.
Théoréme 1.2. Soit I un idéal propre de k[X1, ..., X,] alors V(I) est non vide.

Preuve : Soit J un idéal maximal contenant /. Alors L = k[X1, ..., X,,]/J est une extension
de corps de k. On note 7 : k[X,..., X,] = L la projection canonique. Montrons que 7’ := s,
est un isomorphisme. Soit x € L. Il existe L' un corps tel que k C L', et, ¢ : L' — L un
isomorphisme tel que 7, = ¢ o iy, ol ix est 'inclusion de k dans L’ (voir , Proposition 2.3
page 231). On a [L : k] < n, donc la famille (¢(x)*)kefo.n) est liée (car il y a n + 1 vecteurs).

Ainsi il existe des A; € k tels que 0 = Ao+ A1.¢(x) + - - + \y@(x)". En posant P = Z A X
=0

on a P(¢(z)) = 0. De plus P € k[X] et k est algébriquement clos. Donc toutes les racines de

P sont dans k. Ainsi ¢(x) € k. Donc k = L', ce qui nous donne 7, = ¢ Ce qui conclut. Soit

a; le résidu modulo J de X;. On a alors X; — ik Ya;) € J. Or (X; — ik Yay), ..., X, — Tk Yay))

est un idéal maximal contenu dans J. Donc J = (X; — 7 Yay), ..., Xy — Tk Y(a,)). Et ainsi

(@), @)} = VI € V). D

Théoréme 1.3. Si I un idéal de k[X, ..., X,], alors I(V(I)) = /1.

Preuve : On a bien stir /I C I(V(I)). Puisque 'anneau des polynomes est nothérien il
existe Fy, ..., Fy. telsque [ = ([, ..., F,.). Soit G € I(V(I)). On pose J = (Fy, ..., B, X, 11G — 1).
On vérifie facilement que J ne possede aucun zéro. Donc par le théoreme précédent J =
kE[X1, ..., Xpy1). Et ainsi (1) = J. On peut donc écrire

1—ZG Xy ooy X)) i + (X1 G — 1 H (X1, oy Xingr)-

On regarde maintenant cette égalité dans k(X1, ..., X,+1) le corps des fractions de k[ X1, ..., X, 11].
On peut alors considérer Y = ﬁ On a alors pour m assez grand :

Y™ = ET: Ki(Xy, ... X0, Y)F;,+ D(Xq,...X,,,Y)(G =Y.
Soit (z1, ..., z,) € k™. par I'égalité précédente pour tout y € k*,
= i Ki(xy, oo,y ) Fi(x1, ..o 20) + D(xq, oo, T, ) (G201, -2y 0) — Y).
i=1
Or k étant algébriquement clos, k* est infini. Puisque

ZK T1y o, YV (21, .. ) + D(x, o0, V)G (2, .. ) = Y) = Y™



possede une infinité de 0, on a :
X = g Ki(xy, oy @, X)) Fi (21, .o ) + D(21, ooy Ty X1 ) (G (21, -0 20) — Xipg1).
Et ainsi par récurrence on a :

Xm, = ZK X1,y X, X)) Fy + D(Xy, o, X, X)) (G(X1, -, X)) — X))

En remplacant X, 1 par G on obtient que G™ € I. Donc G € v/I. Ainsi par double inclusion

VI=I1(V(I)). O

0.2. Soit I un idéal de k[X,...,X,]. On a l’équivalence suivante :
dimg k[ X1, ..., X,]/I < 00 <= V() est fini.

Et dans ce cas
#V(I) < dimy k[ X7, ..., X,,]/1.

Preuve : On suppose que V(I) = {z1,...,x;}. On pose F; le complémentaire de
{(laj) € [[L k]] X [[17”]]7 Jr e [[Ln]]’xiﬂ“ = $l7j} :

(X — xi1) H (X; — ;) sl existe k tel que z; , # x; 1
Pour Q; := H x (l,;)egzismon on a Q;(x;) # 0 et
Jj Mg
(lvj)EEi

Qi(x;) =0sii# j. On pose F; := ﬁQl Soit A; tel que

> AF;=0 mod (I).

Donc Z)‘iFi € I et donc \; = Z)\lFZ(:EJ) = 0. Ainsi {F;} est une famille libre mod (I).
Et donc #V (1) < dimy, k[ X1, ..., X,,]/1. Supposons que k[Xi, ..., X,,|/I est de dimension fini
m et que #V(I) > m + 1. En appliquant le raisonnement & une partie finie de V(I) de

cardinal m + 1 on obtient m+1 < m. Ce qui est absurde. Supposons que V(I) = {zy, ...,z }.

On a: VI = I(zy,...,28) = N(Xy —xi1,..., X, — ). Donc il existe m € N* tel que
k

(ﬂ (Xl—Ii71,...,Xn—l'i7n))m c I. Or Gz = ]‘_[()(VZ — Ijﬂ‘) c m(Xl_xi,17~--;Xn_$i,n)~

i=1
n

Donc GI* € I et G; € k[X;]. Ainsi la famille des monémes de degré inférieur a mz deg(G})
i=1
forme une famille génératrice de k[X1,..., X,]/I. O

2 Morphismes

Soit V' un ensemble algébrique.



2.1 Anneau de coordonnées

On appelle anneau de coordonnées de V' le quotient I'(V') := k[ X7, ..., X,,]/I(V).
Proposition 2.1. T'(V') est un anneau nothérien. Si V' est irréductible, alors T'(V') est intégre.

Preuve : Puisque I'(V') est le quotient d’un anneau nothérien, il est lui méme un anneau
nothérien. Puisque V' est irréductible, I(V') est premier. Donc k[ X, ..., X,,]/1(V) est integre.
O

Une fonction polynomiale est une fonction f € F(V,k) qui coincide avec ’évaluation
d’un certain polynoéme F € k[Xi,...,X,] sur V. Il est aisé de vérifier que I'ensemble des
fonctions polynomiales est un sous-anneau de F(V, k), ce que 'on laisse donc au lecteur.

Proposition 2.2. Soit f,g € F(V,k) deuz fonctions polynomiales. f coincide avec g si et
seulement si F'—G € I(V'). De plus T'(V') est isomorphe a l'anneau des fonctions polynomiales
sur V.

Preuve : Considérons « : k[Xy, ..., X,,] = F(V, k) définie par F' — f ou f(z) = F(x) pour
tout x € V. Cette application est surjective dans 'anneau des fonctions polynomiales et de
noyaux (V). On conclut par le premier théoréeme d’isomorphisme de Noether. [

2.2 Fonctions polynomiales

Soit V- C A" et W C A™ deux ensembles algébriques irréductibles. Une fonction f : V — W
est une fonction polynomiale s’il existe m fonctions polynomiales f; € F(V,k) telles que

f = (f1,-, fm)- Une fonction polynomiale ¢ : V' — W induit un morphisme d’anneaux
¢* : T(W) — I'(V) définie par : ¢*(f) = f o ¢.

Proposition 2.3. L’application ¢ — ¢* est un isomorphisme entre l’anneau des applications
polynomiales V- — W et l'anneau des morphismes de k-algébre T'(W) — T'(V). De plus toute
fonction polynomiale V- — W est la restriction d’une application polynomiale A™ — A™.

Preuve : On a juste a montrer que cette application est surjective. En effet cette application
est clairement un morphisme et est de plus injectif (il suffit de prendre pour f une fonction
coordonnée). On pose my : k[X1,..., X,] = T'(V) et mw : k[ X1, ..., X,] = T'(W) le morphisme
de projection canonique. Soit a : I'(W) — I'(V) un morphisme de k-algebre. Il existe des
T; € k[ Xy, ..., X,,] tels que a(my (X;)) = 7y (T;) pour tout i € [1,m]. On pose T' = (11, ..., Tpn).
T est une fonction polynomiale A" — A™. Soit P € k[X7, ..., X,]. On a alors en utilisant le fait
que « est un morphisme de k-algebre les égalités suivantes : my (P o T) = my(P(Ty, ..., T)n)) =
P(my(Th), ...;mv(Tw)) = Pla(mw(X1)), ..., a(mw (Xin))) = a(mw (P)). Ainsi pour tout
PeI(W), PoT € I(V). On obtient alors que pour tout x € Vet P € (W), P(T(x)) = 0.
Donc T'(z) € W. Ainsi T(V) C W. Donc T : T'(W) — I'(V) est bien définie et par le calcul
qui précede elle coincide avec a.. [

2.3 Changements de coordonnées

Soit T': A® — A™ une fonction polynomiale et P € k[X7, ..., X;,]. On note PT := PoT.
Soit I un idéal de k[Xi,..., X,,] et V un ensemble algébrique. On note VT := T-}(V) et
I":={PT, Pel}.



Définition 0.1. On dit que T est un changement de coordonnées affine si pour tout
i€ [1,m], deg(T;) =1 et T est bijective.

Proposition 2.4. Soit T : A» — A™ et R : A™ — A¥ des changements de coordonnées. Les
fonctions suivantes sont des changements de coordonnées affines :

1. RoT
2. T-1

Preuve : La preuve est laissée au soin du lecteur. [

Proposition 2.5. Soit T' un changement de coordonnée et F' un polynome. On a alors :
T-Y(V(F)) =V(FT).

Preuve : Soit x € T Y (V(F)). On a donc T(z) € V(F). Ainsi F o T(z) = 0. Donc
r € V(FT). Ce qui nous amene a : T-1(V(F)) C V(FT). Et 'inclusion réciproque s’obtient en
remontant les implications précédentes. [

2.4 Fonctions rationnelles et anneaux locaux

Ici k sera supposé algébriquement, clos.

24.1

Soit V' un ensemble algébrique irréductible et z € V. Puisque I'(V') est integre on peut
considérer son corps des fractions et on le note k(V'). Un élément k(1) est appelé une fonction
rationnelle sur V. On commence par ce lemme pour pouvoir définir correctement de futurs
notions.

Lemme 0.1. Soitx € V et P € k[Xy,...,X,]. Si P(x) =0, alors pour tout Q € k[ X1, ..., X,]
tel que P =@ mod (I(V)), Q(x) = 0.

Preuve : Soit @ € k[Xy,...,X,] tel que P = @ mod (I(V)). 1l existe alors R € I(V)
tel que Q@ = P + R. Puisque R € I(V) on a en particulier que R(x) = 0. Donc Q(z) =
P(z)+ R(z) =0+ 0=0. O

Soit g € I'(V). On écrit g(x) = 0 si pour G € k[Xy,...,X,] tels que my(G) = g on a
G(x) = 0. (ceci a du sens car si G(z) = 0 alors c’est le cas de tout élément de 7y (G) d’apres
?7), sinon on écrit g(z) # 0. On dit que f € k(V) est définie (ou réguliére) en x € V si il
existe (g,h) € T'(V)? tel que h(z) # 0 et f = g/h. On dit que x est un pole de f sinon. Et
on note O,(V) = {f € k(V),3(g,h) € k[V]*,h(z) # 0 et f = g/h} ensemble des fonctions

rationnelles sur V' définies en x.

Proposition 2.6. Soit x € V. Le triplet (O,(V),+, x) est un anneau local noethérien d’idéal
mazimal :

m, (V) ={f € O.(V), f(z) = 0}.
Preuve : Soit f; = g1/h1, fo = ga/ha € O,(V) tels que hy(x), ha(x) # 0. On a

_ giha + g2l
i+ fo= T i,



De plus (hihg)(x) = hi(z)he(z) # 0 car hy(x),he(z) # 0. Donc fi + fo € O.(V). Et bien
sur —f1 € O,(V). Pour la multiplication on a : fifo = (g192)/(h1hs). Puisque (hihs)(z) # 0,
fifa € O (V). De plus puisque 0 = 0/1 et 1 = 1/1, on a 0,1 € O, (V). Ainsi O,(V) est
un anneau. On constate facilement que 1’ensemble des éléments non-inversible de O, (V') est
m, (V). Ainsi O, (V) est un anneau local d’idéal maximal m, (V). De plus étant donné que cet
anneau est le localisé d’'un anneau Noethérien, il est lui méme Noethérien. []

Cet anneau est appelé anneau local de V' en z.

Lemme 0.2. Le diagramme suivant est commutatif :
le ™

KX1, . X ——— k(X X))

k(V)

TV
i
(V)
, avec 11,1y les injections naturelles et w lapplication définie par m(F/G) = wy(F) /7y (G). De
plus w est un k-morphisme de corps surjectif.

Preuve : Soit F}/Gy = F3/Gy. On a 7y (F1Ge) = my(FyGy). Or 7y est un morphisme
de k-algebre. Donc my (Fy)my (Gs) = 7wy (Fe)my(Gy). Ainsi w(Fy/Gs) = w(Fy/Gs). Done w
est bien définie. On constate aisément que m est un k-morphisme de corps. De plus pour
f/g € k(V) il existe F,G € k[Xy,...,X,] tels que f = 7y (F) et g = 7y (G). Donc 7y (F/G) =
v (F)/mv(G) = f/g. Ainsi 7 est surjectif. On remarque que pour tout F' € k[Xy,...,X,] on
a (i1 (F)) = my(F)/mv(1) = ia(my (F)). Ce qui démontre que le diagramme est commutatif.
0]

On peut ainsi étendre my a k(Xq, ..., X,).

Proposition 2.7. Soit V' un ensemble algébrique irréductible.
L I(V)= N 0.V)
zeV
2. L’ensemble des péles de f € k(V') est un sous ensemble algébrique de V.

3. Soit T un changement de coordonnées, on a alors : O, (VT) = Opy (V)

Preuve : Soit f € k(V). On note J; := {G € k[Xy, ..., X,,|, 7v(G)f € I'(V)}. L'ensemble
J¢ est un idéal. En effet J; est bien un groupe car I'(V') en est un. De plus pour G € J; et
H € kX, ... X,], 7v(HG)f = ny(H)nv(G)f. Or my(H),nv(G)f € T'(V). Donc HG € J;.
De plus V(J¢) est I'ensemble des poles de f. En effet, soit € V' un pole de f. Pour G € J¢,
mv(G)f € T'(V). Donc (GF)(z) est bien définie (avec F' € k(Xy,...,X,) et m/ (F) = f).
Or si G(x) # 0 alors F(z) est bien définie. Donc il existe (N, D) € k[X1,...,X,)? tel que
F = N/D et D(x) # 0. Ainsi f = my(N) /7y (D) et my(D)(x) # 0. Donc f est bien définie en
x. Ce qui est absurde. Donc G(x) = 0. Soit x € V(Jy). Puisque hf € I'(V) (avec f = {) et
que les zéros de H (h = my(H)) sont les poles de f, V(Jf) est contenu dans l'ensemble des
poles de f. Donc par double inclusion V' (Jy) correspond a '’ensemble des poles de f. Et ainsi

I'ensemble des poles de f est un ensemble algébrique. On a bien sur : I'(V) C () O,(V). Soit
zeV
f e ) O,(V). Puisque f est réguliere en tout point, V' (Jy) est vide. Ainsi par le théoreme
zeV
des zéros de Hilbert (que 'on peut appliquer car on a supposer pour cette section que k est
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algébriquement clos) /J; = k[Xy,...,X,]. De plus on vérifie facilement que J; est radical.
Donc J¢ = k[Xy,...,X,]. Ainsi f =my(1)f e I'(V). O

Ici on a un théoreme clé dans la démonstration du théoreme de Bézout. Ce théoréme sert
dans les faits a passer du local au global.

2.4.2

Lemme 0.3. Soit [ et J deuz idéaux étrangers. Pour tout n,m € N*, I" et J™ sont étrangers.

Preuve : Soit N = max{n,m}. Soit (i,j) € I x J tel que i + j = 1. L’anneau étant
commutatif, 1 = (i + j)* est la somme d’élément de la forme (& un facteur pres) i ou jV
Donc 1 € IV + JN. Or IV + JN C I + J™. Donc I™ et J™ sont étrangers. [

Théoréme 2.1. Soit I C k[Xq, ..., X,] un idéal tel que V(I) =V est fini.

KX, X /T[] 0. (A") /10, (A™)

zeV
Et k[X1,...,X,] /I est de dimension finie sur k.

Preuve : Soit V(I) = {21, ..., 2z, }. Et puisque les I(z;) sont maximaux ils sont étrangers
deux a deux. Par le théoreme des zéros on a : H I(x;) m I(x;) — /1. Puisque k[ X1, ..., X

est Noethérien il existe N tel que H I(P)N (H I(x;) ) -V cl. Puisque les I(FP;) sont
étrangers deux a deux il en est de méme des I(x;)N d’apres m le lemme 0.3 Ainsi par le théoréeme

des restes chinois, k[X7,..., X Hk X1, ..., X,)/(I + I(z;)™). Ainsi si on montre que

k[Xy,--- ,Xn]/(I+[(:1:i) ) = O,, (A”)/([(:cz) +1)O,, (A™) (car V(I + I(z)N) = V(I) N

V(I(z;)Y) = {x;}) on a gagné. On supposera donc pour la suite que V(I) = {z}. Par
k[X1,...,X,] /I est de dimension finie. Attaquons nous a I'isomorphisme. Considérons
d’abord le morphisme injectif canonique

K[X1,..., X, /T — O, (A") /IO, (A").

Montrons qu’il est surjectif. Soit F'/G une fonction rationnelle de O, (A™). Par définition de
I(z)ona:G(z)—G € I(x). Et donc ¢ — G € I(z) = VT avec ¢ = G(z). Ainsi il existe N € N*
tel que (¢ — @)Y e I. 1l existe donc K € k[Xy,..., X,] tel que ¢V — GK = (¢ — G)". Ainsi

= GK mod IO,(A"™). Et enfin F//G = 5 F mod (I) (ce qui est possible car ¢ # 0). Ce
qui conclut sur la surjectivité et donc le caractere 'isomorphe’ est établit. [J

2.5 Polynémes homogenes

Soit A un anneau integre. F' un polynéme homogene de A[X7, ..., X,,] et G un polynéme de
AlXq, ..., X,]. On pose :

o G* = nHG(L... X ),avecd:deg(G).

Xn+l’ 7AX77,+1
[ J F* == F(Xl, ---,Xn—la ]_)
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Proposition 2.8. Soit (F,G) € k[X1,..., X 1] et (f,9) € k[Xy,..., X,]?.
1. (FG).,=F.G, et (fg)* = f*g*.
2. Si F # 0 et r le plus grand entier tel que X, divise F, X! (F.)* = F, de plus
(f)e= 1
8. (F4G)am Fut Gu et Xty (f +9)" = Xy f* + X9 avee 7 — deg(g), s — deg(f),
t=r+s—deg(g+ f)

Preuve : Décomposons F' et G comme un élément de k[X7, ..., X, ][X,11] Z FX}Hl
2r
et G = Z G Xy Ainsi (FG), = [ Y | Y. FG | XF | = ). FGjet
i=1 k=0 \ it =k i+j=k
0<i,j<r " 0<i,j<r
F.G, = (Z E) (Z Gk> = Z Z F,G;. Ce qui donne la premieére égalité. Passons a la 6-
i=0 k=0 ;1 ik
0<i,j<r

ieme égalité. Soit f = Z fiet g Z g; les décompositions en polynomes homogenes de f et g,
i=0 i=0

vérifiant deg(f;) = deg(g;) = 4. Onaalors X! | (f+g)* = X!, <Z(fz + gi)XSigl(Hg)_deg(fﬁg")) =

r

Z<f’ i) X JBUTARD = car i deg(f; + g;) < i alors f; + gi = 0. De méme X059+ —

Z fi Sigl ~deg(fi)rdeglg) o XSigl(f) * Z 9i Sigfg ~deslg)tdeelf) O qui conclut en sommant

les deux égalités précédentes. On laisse au lecteur le soin de rédiger la démonstration les 3,4 et
Seme égalités. [

Remarque 2.1. On peut simplifier les questions de factorisations avec ce procédé, en effet,
a une puissance prés de X, .1, factoriser un polynome homogéne F de A[Xj, ..., X, 11| cest
factoriser F..

0.1. De plus si k est algébriquement clos et F' € k[X,Y] alors
F=cY"[[(X = \Y).

Preuve : On a F, € k[X]. Donc il existe des \; € k tel que F, = H(X —\;). Et d’apres la
proposition précédente il existe un entier r tel que F' =Y" H(X - \Y). O

3 Propriétés locales des courbes planes

A partir d’ici, on va appeler courbe un polynome non nul et droite un polynome de degré
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3.1 Multiplicité en un point et tangente

x est un point simple (ou régulier) de F € k[X,Y] si on a soit F(z) = 0 et & (x) # 0,
soit F'(z) =0 et 4E(x) # 0. Sinon on dit que x est un point multiple (ou singulier). Si z est
un point simple de F' alors la courbe 9% (2)(X — a) + 95 (2)(Y — b) (avec x = (a, b)) est appelé
la tangente de I’ en x. Supposons que F' est non nulle. Soit G le polynome homogene de plus

bas degré de F' et on peut écrire G = H L} avec L; une droite. Si (0,0) est singulier alors L;
i=1

est appelée tangente de F' en (0,0). On définit la multiplicité de F' en (0,0) comme étant le

degré de G, et on le note mo)(F). En fait la ”deuxieme” définition de la tangente coincide

méme avec le premier cas si x = (0,0).

Proposition 3.1. (0,0) est un point simple si et seulement si mpy = 1.

Preuve : Puisque la définition de tangente coincide avec la deuxieme, si m,0)(F) > 2 alors
g—f;((O, 0)) = 0. De méme en Y ce qui est absurde. De méme pour I'autre sens. [

On peut définir la multiplicité en un point x quelconque en appliquant un changement de
coordonées affine T' & F' de sorte que T'((0,0)) = x et en calculant, multiplicité ou tangente,
en F'T. Et bien str la multiplicité ne dépend pas du changement de coordonées affine choisis :

Proposition 3.2. Soit T,S deux changement de coordonnées affine tels que T((0,0)) =
5((0,0)) = z. On a alors m)(F') = m(070)(FS>.

Preuve : Soit G le polnyome homogene de plus bas degré de F'. Puisque pour tout i € [1,n]
deg(T;) = 1, pour tout P € k[X1, ..., X,], deg(PT) = deg(P). Ainsi le polynome homogene de
plus bas degré de FT (resp. F¥) est GT (resp.G®). De plus deg(GT) = deg(G) = deg(G®). O

3.2 Multiplicité et anneaux locaux

Anneau de valuation discrete

Soit A un anneau integre. Alors on a les équivalences suivantes :
e A est un anneau noethérien local et I'idéal maximal est principal.

e [l existe un unique élément irréductible ¢ € A a un inversible pres tel que tout élément
de A s’écrive de maniere unique sous la forme ut™ avec u € A* et n € N.

Preuve : Supposons le premier point. Soit m 'idéal maximal de A et ¢ un générateur de m. Soit
a,b € Netu,ve A* tels que ut® = vt®. Quitte & permutter (a,u) et (b,v) (ce qui est possible
puisque permutter (a,u) et (b,v) ne changent rien a I’équation envisagée), on peut supposer
a < b. On a alors u = vt*~®. Donc b = a sinon u € m. Et donc m n’est pas propre. L’écriture
est donc unique. Soit a € A tel que a ne s’écrive pas comme voulu. Donc a € m = (). Donc
il existe u; € A tel que a = ujt. De méme u; € (t) et il existe uy € A tel que u; = usot et
ainsi de suite. Il existe donc une suite (u,,) de A telle que w,, = u,,1t. Ainsi (u1) C (ug) C - -+

Or A est Noethérien. Donc cette suite est constante a partir d’'un certain rang. Donc a s’écrit
comme on le voulait. Ce qui est absurde. Ce qui conclut. Supposons le deuxieme point. On
pose m := (t). C’est clairement ’ensemble des éléments non inversibles et c¢’est bien évidement
un idéal. Donc A est un anneau local. De plus son idéal maximal est m et il est principal. [J

t est alors appelé un parametre uniformisant de A. Dans le cas ou A vérifie I'une des
deux équivalences du théoréme précédent, on note I'entier n par ord’ (¢g) avec g € O,(F). Et
dans ce cas on dit que A est anneau a valuation dicrete.
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Multiplicité

Lorsque F' est irréductible on pose : O, (F) := O, (V(F)), I'(F) := I(V(F)) et m,(F) :=
m,, (V(F))

Proposition 3.3. Supposons I irréductible et x un point de F. x est un point simple de F' si
et seulement si O,(F) est un anneau de valuation discréte. Et si c’est le cas et que L est une
droite passant par x non tangente a F en x, alors l'image de F' dans O.(F) est un paramétre
uniformisant.

Preuve : Supposons que z est un point simple et que L est une droite passant par P et
qui n’est pas tangent a F' en P. Via un changement de coordonnées on peut supposer que
L = X, que la tangente de F' en z est Y et que z = (0,0). Puisque x = (0,0), 'image
de X et Y dans O,(F) (a et b) est non inversible. Ainsi a,b € m,(F). Soit G € m,(F).
Puisque (a,b) est ’ensemble des polynomes avec un coefficient consant nul, en notant Gq la
partie non constante de F' on a Gy € (a,b). Donc G — Gy € m,(F). Or G — Gy est constant
et m,(F) est un idéal propre. Nécessairement G = Gy € (a,b). Finalement m,(F) = (a,b).
En regroupant les termes en Y on obtient : ' = HY — QX? avec H(P) # 0 et Q € k[X]
(en utilisant le fait que Y est la tangente de F' en P). Donc en regardant I'image de F' dans
[(F) : hb — ga* = 0. Ainsi b = £a*. Donc m,(F) = (a). De plus F' est irréductible. Donc
O.(F) est integre. Ainsi d’apres la proposition précédente O, (F') est un anneau de valuation
discrete. Supposons que O, (F) est un anneau a valuation discrete. Puisque m,(F) = (t), on a
m,(F)"/m,(F)"™ = (") /(") = (1)/(t) = O.(F)/m,(F) (en tant que k-espace vectoriel).
Orpour f € O.(F), f—f(x) € m,(F). Donc O, (F)/m,(F) = k. Ainsi d’apres|le théoreme 3.1}
m.(F) = 1. Finalement, d’apres , = est un point simple.

Supposons que x est un point simple sur F. Comme précédemment on peut supposer que
L = X, que Y est la tangeante de F' en (0,0) et que z = (0,0). Et de ce qui précede on en
déduit que I'image de L dans O,(F) est est un parametre uniformisant de O, (F). O

Théoréeme 3.1. Soit x un point sur une courbe irréductible F'. Alors pour n suffisamment
grand m,(F) = dimy, (m,(F)"/m T (F)).

Preuve : Voir preuve page 121 de . 0]

Ce dernier théoreme peut aussi faire office de définition pour la multiplicité en un point
comme par exemple dans

3.3 Nombre d’intersections

Soit F' et G deux courbes, on définit le nombre d’intersection de F' et G en « par dimy, (O, (A")/(F,G))
et on le note I,(F,G). On dit que F' et GG s’intersectent proprement en z si il n’ont aucunes
composantes en commun qui passe par .

Proposition 3.4. Soit F,G, H trois courbes et x un point.
o [.(F,G) < oo si et seulement si F' et G s’intersectent proprement en x.
e [.(FH,G) = I.(F,G)+ I,(H,G).
o [.(F,G) #0 si et seulement si x € FNG.
e Si T est un changement de variable affine I,(E",G") = It (F, G).
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o [.(F.G)=I1,(F,.G+ HF)
o L est une tangente a F en P si et seulement si, I,(F,L) > m,(F).
Preuve : Voir preuve page 37 de 1]} O

Théoreme 3.2. Pour toute courbe F' et G et x € A™.
L(F,G) > my(F)m,(G)
Et avec égalité si et seulement si F' et G n’ont aucune tangente commune en x.

Preuve : Voir preuve page 37 de (1]l O

Proposition 3.5. Soit F' un polynome irréductible.

e Six est un point simple de F, alors I.(F,G) = ord’ (G).

e Si I et G n'ont aucune composante en commun, alors Z I.(F,G) = dimy (k[ X,Y]/(F,GQ)).

Preuve : Si x est un point simple alors
dimy, (O, (F)/(G)O,(F)) = ord} (G)

et I,(F,G) = dimg (O,(F)/(G)O.(F)), ce qui conclut le premier point.
Supposons que F' et G n’ont aucune composante en commun. D’apres [le théoreme 2.1| on a
done » " I(F,G) = dimy, (k[X,Y] /(F,G)). O

Remarque 3.1. Supposer F' irréductible pour la proposition précédente n’est en rien restrictif
puisque si F' est un facteur irréductible de P et P = FH, alors I,(P,G) = I.(F,G)+ I.(H,G)
d’apres|la proposition 3.4

4 Géométrie projective

k sera supposé algébriquement clos.

4.1 Espace projectif

On va d’abord définir cette notion puis exposer quelques liens avec le cas affine.

Définition 0.1. L’espace projectif P (k) est le quotient induit par l’action multplicative de k*
sur k™ 1\ {0}.

On note [xy,...,2,41] Vorbite de (x1,...,2,41). Et avec cette notation on définit U; =
{[x1,. .. xpa],z; = 1}
Proposition 4.1. Pour tout i € [1,n + 1], k™ est en bijection avec U; par ¢;((x1,...,2,)) =
[T1, . i1, L a2

Preuve : La preuve est laissée au lecteur. [

On pose Hy, := P"\U,+1 = {[x1, ..., Tnt1] , ns1 = 0}, cet ensemble sera appelé hyperplan
a I'infini.
Proposition 4.2. H,, est en bijection avec P" 1 via ¢ : [xy, ..., Tui1] = [21, ..., 20

Preuve : La preuve est laissée au lecteur. [
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4.2 Ensemble algébrique projectif
4.2.1

Soit P € k[X1,...,Xu1] et & = [z1, ..., 2p41] € P™. On dit que x est un zéro de P si pour
tout A € k* P(\-21,..., A 2,41) = 0, et dans ce cas on note P(z) = 0.

Définition 0.2. Soit I un idéal de k[ X1, ..., Xpi1. Onpose V,(I) ={x € P, VF € I, F(x) = 0}.
Un ensemble de la forme V,(I) est appelé ensemble algébrique projectif de P".

Proposition 4.3. Soit F = Fy + --- + F,, un polynome (ou les F; sont les composantes
homogénes de F), [x1,...,xp11] = x € P est un zéro de F si et seulement si pour tout i,
Fi(zy, ..., 2p41) = 0.

Preuve : x est un zéros de F' si pour tout A € k*, F'(A-xy,...,A-x,11) = 0, ce qui est
équivalent a X" - F,, (z1,...,Zpy1) + ...+ Fi (21, ..., 2p41) = 0, done X™F,, (21, ..., Tpmyr) +
..+ Fo(xq,...,2541) possede une infinité de zéro (car un corps algébriquement clos est

nécessairement infini) donc ce polynéme est le polynéme nul et ainsi pour tout ¢,
Fi(l’l, ce ,ZL’n+1) =0.

g

On commence a voir le lien avec les idéaux homogenes. De méme que dans le cas affine, il
est possible de construire I’analogue dans le cas projectif de I'idéal d’un ensemble. Soit X C P".
On pose I,(X) :={F € k[X1,..., Xy41], Vo € X, F(x) = 0}. Un idéal I de k[Xy,...,X,] est
dit homogene si pour tout F' € I les parties homogenes de F' sont dans I. Pour tout X € P",

I,(X) est homogene. En effet :

Proposition 4.4. I est homogéne si et seulement si il est engendré par un ensemble fini de
polynomes homogénes.

Preuve : Si I est homogene, alors il est clair qu’il est engendré par un ensemble fini
de polynomes homogenes. Supposons que [ est engendré par un ensemble fini de polynomes

homogenes {F(I), el F(”)} avec d; = deg(F®). Soit Z F; = F € I avec deg F; = i. 1l existe

=T

PU) tels que F = Z PO FU) | Puisque Z szde(j) est la partie homogene de degré m de F',

j=1 j=1
on a F,, = Z szde(j). Ainsi F,,, € I. Et donc F' — F,, € I. En raisonnant par récurrence
j=1

on a pour tout ¢, F; € [. U

Comme dans le cas affine, on dira qu’un ensemble algébrique projectif V, est irréductible
si ce n’est pas 'union de deux ensembles algébriques projectifs qui ne sont ni vide ni V,.

Proposition 4.5. Soit I un idéal homogéne de k [ X1, ..., X,11]. I est premier si et seulement
si pour tous polynomes homogénes F et G de k[Xy,...,Xp41] st FG € I, alors F € I ou
Gel.

Preuve : Supposons que pour tout polynome homogene F, G tels que FG € I, F' € [ ou
G € I. Soit A et B deux polynomes tels que AB € I. Montrons que A € I ou B € I. On
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décompose A et B en somme de leurs parties homogenes : A = Ag+... A,, et B = By+...+B,.

On pose C' = Z B;. Si C = 0, alors pour tout i € [0,r], B; € I. Donc B € 1.
i€fo,r];Bigl

Supposons maintenant que C' # 0. On remarque que AC' € [ car on a enlevé de B que les

parties homogenes tels que B; € I. De plus siona A € [ ou C € I, alors on a A € I ou

=C + Z B; € I. Ainsi on peut supposer que B = C' quitte a remplacer B par

1€[0,r];B; €I
C'. Puisque Z ApB; est la partie homogene de degré q de AB, Z ApB; € 1. Ainsi
ké:—ri,:lqgr ké;—ri,zlqgr

pour ¢ = 0, on a AyBy € I. Donc Ay € I ou By € I. Or By ¢ I par hypothese sur B.
Donc Ay € I. Raisonnons par récurrence et supposons que pour tout k < ¢g—1, A, € I. Or
Z ApBy = AjBy+ Ago1 By + -+ AgBy € I et Aj_1By,...,AgB, € I par hypothese de

k+l=
kgm,lgr
récurrence. Donc A,B) = Z AyB— (Ajo1Bi+ -+ ApB,) € I. Cependant By ¢ I. Donc
k+l=q
k<m,l<r

A, € 1. Ce qui conclut la récurrence. Donc A = Ay +---A,, € I. O

Proposition 4.6. Soit V,, un ensemble algébrique projectif.
V,, est irréductible si et seulement si I,(V,) est un idéal premier.

Preuve : Supposons que V, est irréductible. Soit (F,G) € k[X1,..., X 1] tel que FG €
»(V3). On peut supposer F et G homogenes d’apres la proposition précédente. On a: V,(1,(V,)) C
(( )) V,((G)). Car si z € V,(I,(V,)), alors puisque FG € I,(V,), d’apres
3, (FG)(x1,...,Zps1) = 0 o0 = [z1,...,Zp41]. Alnsi F(xy,...,2,41) = 0 ou
G(xl,...,Xn+1) = 0. Donc toujours d’apres [la proposition 4.3, F(x) = 0 ou G(x) = O,
ie.x € V,((F))UV,((G)). De plus on a 'V, C V,(1,(V,)) (c’est quasiment par définition). Donc
V, C V,((F)) UV,((G)). Or V, est irréductible donc V,, C V,((F)) ou V,, C V,((G)). Quitte a
échanger F' et G on peut supposer que V, C V,((F)). Ainsi pour tout x € V,, x € V,((F))
i.e. F(x) = 0. Donc par définition de I,(V})), F' € 1,(V,). Donc I,(V,) est un idéal premier.
Supposons que V, n’est pas irréductible. Il existe donc Vi = V(1) et Vo = V,(I3) tels que
VidVy, =V, et V1,Va # V,. Si I; C I,(V,), alors pour tout = € V, et P € I} C I,(V},),
P(x) = 01ie. V, C I,(I;) = V1. Ce qui est absurde donc I1,1Iy ¢ I,(V,). Soit F' € I1\1,(V,)
et G € L\, (V, ) Puisque pour tout x € V,, F(z) =0 ou G(z) =0 (car x € V; ou z € V%),
FG e I,(V,). Or F ¢ I,(V,) et G & I,(V,). Donc I,(V,) n’est pas premier. [

1

On a ainsi de nouveau (par rapport au cas affine) une correspondance entre les ensemble
algébrique projectif irréductible et les idéaux premier. Maintenant peut-on se ramerner au cas
affine 7 Oui, avec la notion de cone par exemple :

Définition 0.3. Soit V' un ensemble algébrique projectif. On appelle cone sur V' [’ensemble
C(V)={(z1,...,2p31) € A" [21,.. ., 2p1] €V ou (21,...,2,11) = 0}.

On note I,(V) :=I(V) et V,(I) := V(I) pour tout idéal I C k[z1,...,2,1] et V C AL

Proposition 4.7. Soit V,, un ensemble algébrique projectif non vide et I un idéal homogeéne.

e [(C(Vp) = Ip(Vp)
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o SiV,(I)#0 alors, C(V,(I)) = Vo(I)

Preuve : Montrons le premier point. Par définition ,(C(V)) C L,(V). Soit F' € I,(V).
Soit (z1,...,2,:1) € C(V)\ {0}. Par définition [z1,...,2,.1] € V, donc F(P) = 0. On peut
écrire F' sous la forme : F' = Fy+...+ F, avec deg(F;) = i et F; un polynome homogene. Pour
tout A € k*, 0 = N"E(z1,. .., Tpe1) + ... + Fo(z1, ..., Tpy1) = F(Axy, ..., A\xyy1). Puisque
k est infini (car il est algébriquement clos) 1'égalité est vraie pour A = 0. Donc F(0) = 0.
Ainsi F' € I,(C(V)). Donc par double inclusion 1,(C(V)) = I,(V). Montrons maintenant le
deuxieme point. Soit Fi, ..., F,, des polynomes homogene engendrant I (possible d’apres
[proposition 4.4). Soit P € V,(I) et A € k. On a F;(\ - P) = X [(P) = 0. Donc [P] € V
ou P = 0. Donc P € C(V,(I)). Soit P € C(V,(I)). Si P = 0 alors F;(P) = 0 car F; est
homogene de degré strictement positif (car V,(I) # 0). Donc P € V,(I). Supposons P # 0.
Donc [P] € V,(I). Ainsi F;(P) = 0 pour tout i. Donc P € V,(I). Et ainsi par double inclusion
V() = V(D). O

Et ainsi on retrouve (presque) les résultats dans le cas affine :

Théoréme 4.1. Soit I un idéal homogene de k[X1, ..., X,i1].

1. V,(I) = 0 si et seulement il existe N tel que I contient tous les polynomes homogénes
de degré plus grand que N.

2. Si V(1) £ 0. L(Vy(1)) = VT,

Preuve : Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Vo(I) =

(b) Va(I) = C(V,(1)) € {(0,...,0)}

(©) (X1, Xopr) € VT = L(Va(1))

d) (Xi,... . Xp)Y C 1.

Ce qui montre 1.. Supposons que V,(I) # 0, I,(V,(I)) = L,(C(V,(I))) = L(V,(I)) = VI. O

4.2.2

Onnote I',(V,) = k[ Xy, ..., Xpui1] /1(V,) avec V, un ensemble algébrique projectif irréductible.
C’est un anneau noetherien mtegre On peut donc considérer son corps des fractions ky (V).
On remarque que si f et g sont des polynomes homogenes de méme degré alors f/g € ky(V,)
définit une fonction sur V. En effet f(A-xy,... . A 2pi1) = f(z1, .. 2np1)/9(21, . oo Tpgr), Sl
f et g sont homogenes. Et on définit ainsi :

Définition 0.4. k,(V,) = {f/g € kn(V,),deg(f) = deg(g)}, ses éléments sont appelés les fonc-
tions rationnelles de V,.

On a alors une inclusion de corps : k C k,(V,) C kn(V},). On dit de méme que r € k,(V},)
est définie en z € V,, si il existe (f,g) € Tn(V,)? tel que : g(z) # 0 et r = f/g. On note :
0,(V,) =A{r € k,(V},,), r est définie en z}.

Proposition 4.8. O,(V},) est un anneau notherien local avec pour idéal mazimal

ma (Vo) = {f/g € kp(Vp), () # 0 et f(x) =0}
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Preuve : On reproduit la preuve de [la proposition 2.6l [J

On appelle un changement de coordonnées projectif un changement de coordonnées
affine linéaire.

Proposition 4.9. §i T est un changement de coordonnées projectif alors O, (VpT) est iso-
morphe a Or(y (V,). De méme, ky(V,) =k, (V,F) et Ty(V,) = Ty (V).

Preuve : La preuve est laissée au lecteur. [

4.3 Lien projectif/affine
4.3.1

Nous allons faire le lien entre ensemble algébrique irréductible et projective et comment
passer de l'une a l'autre. Cela se fera au moyen de ’homogéinésation des polynomes. Soit [

un idéal de k[ Xy, ..., X1, J un idéal de k[ X1, ..., X,], V (resp. W) un ensemble algébrique
projectif (resp. affine).
1. Onpose: I, ={F.,Fel}et J ={F*"FelJ}
2. On pose : V, = V,(I,(V),) et W* = V,(I,(W)*).
On a alors les propriétés suivantes qui nous permettent de passer du cas affine au cas
projectif.
Proposition 4.10. 1. Si'V est un ensemble algébrique affine, alors ¢, 1 (V) =V*NU,44
et (V*), =V.
2. Si V. C W sont des ensemble algébrique affines, alors V* C W*. Et si V. C W sont des
ensembles algébrique projectifs, alors V, C W,.

3. S1V est une ensemble algébrique affine irréductible, alors V* est un ensemble algébrique
projectif irréductible.

V* est la

(2

—-

4. 51V = UV, est la décomposition en irréductible de V alors V* =
i=1 7
décomposition en irréductible de V*.

1

5. Soit V. un ensemble algébrique affine. V* est le plus petit ensemble algébrique projectif
contenant ¢n1(V).

6. StV est un ensemble algébrique affine propre, alors aucunes des composantes irréductible
de V* n'est contenu ou ne contient H.o.

7. Soit V' un ensemble algébrique projectif. Si aucune composantes irrédutibles de V ne
contient ou n’est contenu dans Ho,, alors V. est propre et (V,)* = V.

Preuve : (1) on pose I = I(V),
Gn1 (V) =Alz1, ..y zn, 1), (21, ..oy 2p) €V ={[z1, ... 20, 1|,YP € I, P(xy,...,2,) =0}

= {[.Z'l, Ce ,l‘n+1],vp € [, P*(.flfl, e ,xn+1) =0A Tn+1 7é 0} = V(I*) N Un—l—l'

Ce qui conclut. Montrons (2) et (3). D’apres [la proposition 2.8 on a F' € [* si et seule-
ment si F, € I. Ce qui entraine, I* C J*, si et seulement si, I C J. Donc V* C W*. De
méme V, C W, si ce sont des ensembles algébrique affines et V' C W. Toujours d’apres
lla proposition 2.8 si I est premier alors I* aussi, ce qui prouve (3). De plus (4) est une
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conséquence de (2), (3) et (5). Montrons donc (5). Soit W un ensemble algébrique conte-
nant ¢n1(V) et F € I(W) C I(¢p1(V)). On a alors F, € I(V). 1l existe alors r € N tel
que FF = X!, (F,)" € I(V)*. Donc I(W) C I(V)*. Ce qui conclut. (6) On peut suppo-
ser que V est irréductible. Ainsi V* ¢ Hy, par (1) (car ¢,.1(V) n’est pas vide). Si Hy, C
V* alors I(V)* € I(V*) C I(Hyx) = (Xp41). Mais pour F' € I(V)\{0}, F* € I(V)*
avec [* & (Xpq1) (car F # 0). Ainsi H,, ¢ V*. Ce qui est absurde. Montrons (7). On
suppose une nouvelle fois que V' est irréductible mais projectif. Puisque ¢,.1(Vi) C V, il
suffit de montrer que V- C (Vi)*. On a (Vi)* = V(L(Va(I,(V).)*) = V,((1,(V).)*), car
I, (V). est radical (puisque [,(V) l'est) et d’apres le théoreme des zéros de Hilbert. On a
L(V): = {P*,Pe{Q., Qe L,(V)}} = {(P)*PeIL(V)} Soit P € I,(V).Dapres
position 2.8 il existe ¢ € N tel que X!, (P.)* = P € I(V). Puisque I,(V) est premier
et (Xot1) = L(Hw) & L,(V) (car V ¢ Hy), (P.)* € 1,(V). Donc (I,(V).)* C I,(V), ie.
Vc V) O

On a donc une bijection entre les ensemble algébrique projectif irréductible qui ne sont
pas contenues dans H,, et les ensemble algébrique affine irréductible non vide. On appelle
fermeture algébrique de V' I'ensemble V™.

4.3.2

Proposition 4.11. Soit V' un ensemble algébrique projectif irréductible et x € U;NV. On a
O0,(V) = O¢f1(x)(V*) en tant que k-algébre (ou V, correspond a la déshomogénisation de V' par
X;).

Preuve : On définit la fonction a(f/g) = f./g.. Montrons qu’elle est bien défninie. Si
y = ¢; (), alors f(x2)/g(x) = (f(z)/2:) / (9(x)/:) = f.(y)/9.(y) = a(f/g)(y)- De plus si
f € I'n(V), alors pour tout P € V' f(P) = 0. Donc f. € I'(V;). Donc a(f/g) € Oy-1(p) (Vi)
De plus si fu/g1 = fo/g et y = 674(x), alors (fi)e/(90)-(v) = fi(2)/1(x) = Fo()/g2(x) =
(f2)«()/(92)«(y). Or k est algébriquement clos et est donc infini. Ainsi (f1).«(g2)« = (f2)«(g1)x-
Donc (f1)«/(91)« = (f2)+/(g2)«- Ainsi a est bien définie. Il est facile de vérifier que cette fonction
est bijective avec |la proposition 2.8 De plus c¢’est un morphisme de k-algebre. Donc c’est un
isomorphisme. [l

0.1. Soit x € P? et i tel que x € U;. On a O,(P?) = (9¢f1(x)(A2).

Preuve : Application directe de la proposition précédente combiné avec I'affirmation sui-
vante : P2 = A%, O

5 Courbe plane projective

5.1 Multiplicité, multiplicité d’intersection, tangente, etc.

A partir de maintenant nous travaillerons sur P? et nous appelerons courbe plane projective
un polyndéme homogene de degré 3 ou nul. Soit F # 0 une courbe plane projective et x € P2. Si
x € U; on déhomogénise F' par rapport a X;, ce que 'on note F,. Et on appelle multiplicité
de F en x le nombre mp(F') := m¢i_1(P)(F*).

Proposition 5.1. La multiplicité est indépendante du choix du U; si x € U;.
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Preuve : Soit 7, j tels que x € U; N U;. Puisque la multiplicité dans le cas affine ne dépend
que de I'anneau local au point considéré (lle théoreme 3.1[) par |1a proposition 4.11|, M1 () (F,) =

My (V(E)). O

Proposition 5.2. Soit T un changement de coordonnée projectif. On a alors myp)(F) =
mg(FT).

Preuve : Soit 7 tel que z € U; et y € A® tel que [y1, 2, y3] = z. On a
1 _ (LW BN\ 1y — (DO BON ooy,
o' (o) = (0 2 ) o' re) = (T8 ) et o5 (7(0)

7))+ (¢ ! (x)
T,)«(¢; (@)

s
o3

Ty (y) Ty (y/y:)

De plus par linéarité de T, Tily) = = E Donc

Ti(y/yi)

o (1) = ({72 () e, 3 ) = (7 (7 ) 031

et 671 (T(a)) = (ETI)* (T2§ )<¢31<x>>.

On note S} = <(T2)* (T5). ) Sy = <(T1)* (T3)*>, et S3 = <(T1)* (Tz)*> On a a travers
(

w
~—
*
/‘\

(T1)«? (T1)« (T2)« 7 (T2)« (T5)+ (T3)«

a(f/g) = [ (T1)e; (T2) s, (13):) /9" ((T1)4; (T2), (T3)),

un isomorphisme :
Os:)(V(F,)) =2 OV (F((T1)x, (T2)«, (T5),)), pour tout z € AZ

Alnsi, mr ) (F) = m¢;1(T(x))(F) Mg, (67 () = (x)((FT)*) =m,(FT). O

On peut maintenant définir tout naturellement la notion de point multiple (cf. singulier) et
point simple (cf. régulier). On dit qu’un point P d’une courbe projective plane est multiple
si mp(F') > 1 et sinon on dit que P est un point simple de F.

Proposition 5.3. Soit F' une courbe plane irréducible (i.e. V,(F) est irréductible). Si x € P?
est un point simple de F', alors O,(F) est un anneau de valuation discréte.

Preuve : Se rapporter au cas affine. [J

On peut aussi définir la notion de tangente dans un espace projectif en se rapportant
aux propriétés de la multiplicité d’intersection : |la proposition 3.4, Pour c¢a il faut donc
d’abord définir les multiplicités d’intersections. Soit F' et G deux courbes projectives
planes et € F' N G. On note le nombre d’intersection(s) en = de F et G : [, (F,G) =
dimy, (O, (A?) / (F., G,)). Puis la notion de tangente. Soit F' une courbe projective plane, L une
droite projective et z € FNL. On dit que L est une tangente de F en w si: I, (F, L) > m, (F).
Et on a quasiment les mémes propriétés :

Proposition 5.4. Soit F' et G deux courbes planes et x € P2,

1. I.(F,G) est indépendant de par rapport a quelle coordonnées on déshomogénise.
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2. I,(F,G) < oo si et seulement si F, et G, s’intersectent proprement en ¢; ' (x) si on
déshomogénise par rapport a X;.

I.(FH,G) = 1I.(F,G) + I.,(H,G).
I.(F,G) # 0 si et seulement six € FNG.
Si T est un changement de coordonnées projectives alors I,(F*,GT) = I, (F, G).

Si H est un polynome homogéne tel que deg(H) = deg(G) — deg(F) alors I.(F,G) =
I(F,G+ HF).

7. Soit i € {1,2,3} tel que x € U;. On a alors I (F, G) = 1 -1,y (F, Gy).

S S S

Preuve : Il suffit de se rapporter au cas affine. En appliquant le changement de coor-
données T = (X3, Xo, X1), on applique une permutation sur les coordonnées. Ainsi si on
déshomogénise par rapport & X; on a Op(,)(P?) = O, (P?) et Pimage de F et G dans Oy, (P?),
via f/g s fT/gT, est FT et GT respectivement. Or (F1), = F(X3, Xo, X1). = F(X3, X, 1).
On s’est donc ramené au cas ot on déshomogénise par rapport a X3. Ce qui montre les points (1)
et (2). Le point (7) est quasiment une définition. Montrons le point (5). Soit 7" un changement
de coordonnées projectifs. D’apres ce qui précede on peut supposer que I'on déshomogénise
par rapport a X3. D’apres |1a proposition 2.8| et |le corolaire O.1|, Oyt (AY)/((FT),,(G1),) =
O,(F)/(FT, GT). Done O,y 10, (B2 [(FT. (G1)2) = Op)(P)/(F. G) = Oy 1) (42)/ (., G).
Donc I,(FT,GT) = I (F,G). Les autres points, laissés aux lecteurs, proviennent de
[position 2.8 |la proposition 4.10] et {la proposition 3.4, [J

5.2 Théoréme de Bézout

Proposition 5.5. Si F,G € k[X,Y] sont deuzx polynomes sans composantes communes alors
FNG est fini.

Preuve : On considere F' et G comme des polynomes de k (X) [Y]. Puisque F' et G n’ont
aucune composante en commun, ils sont premiers entre eux. Ils le sont donc dans £ (X) [Y]. On
peut donc appliquer le théoréeme de Bézout au couple (F,G). Il existe donc A, B € k (X) [Y]
tel que AF + BG = 1. Soit a; les poles de A et B (qui sont en nombres finis). Puisque
(IT(X = @) AFH(IT(X — @) BG = (I[ (X — a;)) et ([T (X — @) F, ([T(X — @) G € k[X,Y],
si F(z) = G(x) =0 alors (] (x; —a;)) = 0.

Donc {z1;x € FNG} C{a;,i € I}. Ainsi en appliquant le méme raisonnement a Y, on a FNG
est fini. [J

Lemme 0.1. Soit P(1),..., P(n) € P2. Il existe alors une droite L qui ne passe par aucun des
P(i).

Preuve : On pose [P(i)1, P(i)2, P(i)3] = P(i) et P, = (P(i)1, P(i)a, P(i)3). Supposons que
n = 1. Dans ce cas on prend i tel que P(1); # 0 et on pose L = X;. Raisonnons par récurrence :
supposons que pour n’importe quel ensemble de n points il existe une droite L qui ne passe
par ces points. Soit P(1),..., P(n) n points et L une droite ne passant pas par les P(i). Soit

P(n+1) € P2 Soit j tel que P(n+1); # 0. Posons Ly;s = aX; avec a € k\ {é((%?,P(i)j # 0}.
J

Un tel ensemble est non vide car I’ensemble que l'on retire a k est fini et étant donné que k

est algébriquement clos il est infini. Ainsi L, 1 = L + Ly;s ne passe par aucun des points P(7).

Ce qui conclut la récurrence. Ainsi 'existence d’une telle droite est établie. [
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Théoreme 5.1. Soit F' et G deux courbes planes projective sans composante commune.
> I(P,FNG) = deg(F) deg(G)
Preuve : On montre qu’en fait sous un changement de coordonnées (projectif) Fi et G,

vérifie ZI (x, Fu N G,) = deg(F)deg(G). Ce changement de coordonnée fait en sorte que

chacun des points de F, N G, se trouve dans A?(k).

Puisque FFNG est fini d’apres|la proposition 5.5 par un changement de coordonnée projectif
possible d’apres |le lemme 0.1f et du fait qu’une droite projective L, correspond a une appli-
J

caition linéaire, et on créer un changement de coordonées avec T' = (Xi,...,X,, L)) on peut
supposer que F' N G ne se trouve pas sur la droite a l'infini Z = 0. D’apres [le théoreme 2.1,

dimy k[ X, Y]/ (Fy,Gy) = Z I(xz, F N G). On pose pour la suite :

R=k[X,Y,Z],T = k[X,Y, Z]/(F.G) et T = kX, Y]/(F.,G.,)

On pose I'y ={n(H); H € k[X,Y, Z]}. Et m = deg(F) et n = deg(G).
Etape 1 : Montrons que dimy I'y = mn pour tout d > m + n. Notons 7 : R — I" la projection
naturelle. On définit ¢ : R X R — R par ¢(A,B) = AF + BG et ¢ : R - R X R par

P(C) = (GC,—FC). Le lecteur pourra montrer que la suite R x R PSR TS 0 est

exacte. Montrons que Im()) = ker(¢). On a bien sur I'm(¢) C ker(¢). Soit (A, B) € ker(¢).
On a alors AFF = —BG. Et puisque F' et G n'ont aucun facteurs en communs, F' divise B et
G divise A. Ainsi il existe C, D tels que A = GC et B = F'D. Ainsi —DFG = CFG. Donc

—D =(Cie. —A = B, ce qui conclut. La suite 0 = Ry_,,_n L Ry x Ry_,, i> R, T,;—0

w et en appliquant le théoreme du rang on a :

est donc exacte. Puisque dim R; =
dimI'; = mn.

Etape 2 : On définit a : I' — T par « (F) = ZH. Soit H, A, B tels que ZH = AF + BG.
Pour K € k[X,Y,Z] on note Ky = K(X,Y,0). De plus puisque F,G et Z n’ont pas de zéro
en commun par le changement de variables effectué Fj et GGy n’ont aucune composante en
commun. Ainsi AgFy = —ByGo. Et donc il existe C' tel que Ag = —GoC et By = FyC. On
pose Ay = A+ CG et By =B—-CFetona: (A), = (B1), =0. Donc il existe A’, B’ tel
que Ay = ZA' et By = ZB'. On adonc ZH = AF + BG = (A, — CG)F + (B, — CF)G =
A F + BiG =Z(A'F + B'G). Ainsi H = A'F + B'G. Donc « est injective.

Etape 3 : Soit A, ..., An, des polynomes tels que Ay, ..., A, est une base de I';. On pose

a; = (A;),. o induit un isomorphisme de I'y dans I'yyq (car une application linéaire injective
entre deux espaces de méme dimensions est en fait un ismorphisme). Ainsi les résidus de
Z"Aq, ..., Z" Ay forme une base de I'yy,.

Etape 4 : Soit h € T,, il existe H € k[X,Y] tel que h = H. Il existe N tel que Z¥ H* est un

polynéme homogene de degré d+r pour un certain r € N. Donc ZN H* = Z NZ"Ai+BF+CG.

i=1
mn

On a alors H = ZNH* Z)\ ), + BoFy + C,G.. Ainsi h = Z)\ a;. Donc (a;) est une

=1
mn

base de I',. Ainsi (a;) est une famille génératrice de T',. Soit \; tels que Z Aia; = 0. On a alors
i=1
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Z)‘i (A;), = BF, + CG,. 1l existe donc r,s,t € N tels que Z" Z)‘iAi = 7°B*F + Z'C*G.
i=1 i=1
Done Y A Z"A; = 0 dans Ty, Ainsi \; = 0. Et finalement dimT'y = dimT,. O

=1

Dans le cas affine il faut regarder les directions asymptotiques des deux polyndémes pour
pouvoir conclure a la méme égalité.

0.1. Soit F,G € k[X,Y]. On note Fyus (resp. Guae) le monome de degré dominant
dans F (resp. G). Si Frae N Gar = 0 et, F' et G n'ont aucune composante en commun alors

Z I(P,FNG) = deg(F)deg(G).

Preuve : Puisque Fyap N Grae = 0 pour tout P € P2, si F*(P) = G*(P) = 0 alors P € Us.
Donc Z Ip(F*,G") = Z Ip(F,G). De plus F et G étant sans composante en commun, F™*

Pep? PeA”
et G* le sont aussi par [la proposition 2.8 On conclut par le théoreme de Bézout. [J
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