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La consultation de document et 'utilisation d’outil électronique non connecté sont
autorisées. Tous les résultats doivent néammoins étre justifiés et les calculs détaillés. On
pourra cependant utiliser librement les résultats vus en CM et en TD. Les étudiants
bénéficiant d’un aménagement pour raison médicale sont dispensés des questions 1, 2 et
8.

Bon courage.

On désigne respectivement par B", Iﬁ%n, S™ et P" la boule unité fermée, la boule unité
ouverte, la sphere unité et ’espace projectif réels de dimension n.

n—1

Soit X un espace topologique séparé, f : S — X une application continue et

Cy:= X1, B"

1. (1 point) Montrer qu’avec f : S' — S!, z — 22, on a C; ~ P? et que, pour n > 0, si
f:S*t — P! désigne la projection, alors C; ~ P™.

Solution: En effet, on sait dans le premier cas que
]P)Q ~ Sl HB” = Cf,
f
et dans le second que

P~ P [ B” = C.
f

2. (1 point) Montrer que C} est séparé, que l'application canonique B — Cy induit
un homéomorphisme avec un ouvert de Cy et que I'application canonique X — Cf
induit un homéomorphisme avec le fermé complémentaire.

Solution: Puisque X et B" sont séparés et S*~! est compact, cela résulte
des résultats généraux sur les recollements d’espaces topologiques le long d’une
application continue.

On identifie dorénavant X et B" avec leurs images respectives dans Cy et on pose
My = Cy\ 0 (ou 0 désigne le centre de la boule).

3. (3 points) Montrer que sin > 2et y € B \ 0, on a un isomorphisme

m(Cy,y) =~ Coker(m(@” \0,y) — Wl(]\;[f,y)).



Solution: On consideére le recouvrement ouvert C'y = B U M ¢. Puisque n > 2,
B* N My = B" \ 0 est connexe par arcs. De plus, B" est contractile et donc
simplement connexe. Il suffit alors d’appliquer le théoreme de van Kampen.

4. (3 points) Montrer que Iapplication
g:I@B”\O—»S”fl, yl—>i

1yl

est une équivalence d’homotopie.

Solution: L’homotopie

Yy € B\ 0,¥t € [0,1], h(y,t) = (1 —t)y+t2||yy”

fournit une rétraction par déformation forte

o - Y
B\ 0 — S"1(1/2), gy 2.
2[|y|l

Il suffit alors de composer avec I’homéomorphime

S"H1/2) ~S™ g 2.

5. (3 points) Montrer que 'application

T T sizeX
y— (fog)ly) siyeB"\0

est une rétraction par déformation forte.

r:Mf—»X, {

Solution: Puisque C est muni de la topologie quotient de X [[B", M ¢ est muni
de la topologie quotient de X JT(B™\ 0). Pour montrer que r est continue, il suffit
donc de considérer ses restrictions a X et a B™ \ 0. Pour la premiere, c’est clair :
on trouve l'identité. La seconde s’écrit

y = f(y) siy €S
y= (fog)(y) siyeB™\O0.

C’est donc la composée de f avec I'application continue y — y/||y| sur B\ 0. 11
sufit donc de poser

B*"\ 0 — X, {

hz,t)=1—-t)z+tr(z) =2 size X

vt €[0,1], { hiy,t) = (1 —t)y +tr(y) siy e B\ 0.
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6. (3 points) En déduire que sin > 2,y € S* ! et x = f(y), on a un isomorphisme

m1(Cy,y) =~ coker(m (S* !, y) I m (X, x)).

Solution: Si on désigne par i : B \0 — Mf I’application d’inclusion, on a
fog=roi. On adonc un diagramme commutatif

m(B"\ 0,y) = m (My,y)

g*l’\‘ T‘*\LN

m (S y) e (X, 2)

On en déduit un isomorphisme sur les conoyaux.

7. (3 points) En déduire que si z € P?, on a un isomorphisme 7 (P?, z) ~ Z/27Z.

Solution: On sait que pour f: z — 2% de S! dans lui-méme, on a C; ~ P2 On
en déduit que

m(P?, ) ~ m (Cy, x)
~ coker(m (S*, y) I m(S', z))
~ coker(Z 2 7)
~ 7./27.

8. (3 points) En déduire ensuite que si n > 2 et z € P", on a un isomorphisme
T (P, x) ~ Z/27.

Solution: On a vu que si f: S""' — P"! désigne la projection, alors C; ~ P
et on a donc, par récurrence, pour n > 3,

m (P", ) =~ coker(m (S”_l, Y) LY T (Pn_l, x))
~ coker({1} — Z/27)
~ 7./]27.
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