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Dé�nitions d'une algèbre de Boole

Dé�nition

Une algèbre de Boole est un anneau unitaire (A,+,×, 1) dont tous
les éléments sont idempotents.

Dé�nition

Une algèbre de Boole est un treillis distributif, qui admet un plus
petit et un plus grand élément, complémenté (A,⩽,∩,∪, 0, 1, ·c).
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Dictionnaire

Anneau Treillis

(A,+,×, 1) à éléments idempotents (A,⩽,∩,∪, 0, 1, ·c) distributif
0 (neutre pour +) 0 = min(A)
1 (neutre pour ×) 1 = max(A)

x+ y (x ∩ yc) ∪ (xc ∩ y) = x∆y
x× y x ∩ y

xy = x x ⩽ y
xy x ∩ y

x+ y + xy x ∪ y
x+ 1 xc
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Exemples d'algèbres de Boole

Exemples

P(E) : L'ensemble des parties d'un ensemble E.

OF (X) : L'ensemble des ouverts-fermés d'un espace
topologique X.

Dé�nition

Une algèbre de Boole est dite atomique si tout élément est minoré
par un atome i.e un élément dont le seul minorant strict est 0.

OF (Q) est non-atomique.
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Dé�nitions d'un espace de Stone

Plusieurs notions distinctes permettent de dé�nir les espaces de
Stone.

Dé�nition

Un espace topologique est totalement discontinu si ses
composantes connexes sont les singletons.

Un espace topologique est totalement séparé si toute paire de
points peut être séparée par un ouvert-fermé.

Un espace topologique est de dimension 0 si ses
ouverts-fermés forment une base de sa topologie.

Remarque : Toutes ces notions passent à la topologie produit et à
la topologie induite.
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Dé�nitions d'un espace de Stone

Dé�nition/Proposition

Un espace topologique compact est un espace de Stone s'il véri�e
de manière équivalente n'importe laquelle des trois conditions
précédentes.

Exemples d'espaces totalement discontinus

Les espaces discrets : N, Z/nZ
Les parties de R d'intérieur vide : Q, Z[ 1n ], l'ensemble de
Cantor

Les limites inverses d'espaces �nis discrets : Zp = lim←−Z/pnZ
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Théorème de représentation de Stone (1936)

Théorème

La catégorie des espaces de Stone et la catégorie des algèbres de
Boole sont anti-équivalentes.

Booleop
S // Stone
OF

oo

A � // S(A) := Hom(A, {0, 1})
⊂ {0, 1}A
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Espaces pro�nis et espaces de Stone

Dé�nition

Un espace topologique est pro�ni si c'est la limite inverse d'espace
�nis discrets.

Proposition

Un espace topologique est pro�ni si et seulement si c'est un espace
de Stone.
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Rappels

Si (Xi, fi,j)i,j∈I est un système projectif d'espaces topologiques, on
dé�nit

lim←−
i∈I

Xi =

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi

∣∣∣∣∣ ∀i ⩾ j, fi,j(xi) = xj

}

et on note pi : lim←−Xi → Xi les projections canoniques.
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Propriété universelle de la limite inverse

Y

φi

��

φj

��

∃!φ

��
lim←−
i∈I

Xi

pi

xx
pj

&&
Xi

fi,j
// Xj

Baptiste Dugué & Jules Givelet Espaces de Stone



Algèbre de Boole et espace de Stone
Caractère pro�ni des espaces de Stone

Compacts projectifs

Démonstration de la proposition

Proposition

Un espace topologique est pro�ni si et seulement si c'est un espace
de Stone.

lim←−
i∈I

Xi =

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi

∣∣∣∣∣ ∀i ⩾ j, fi,j(xi) = xj

}

Baptiste Dugué & Jules Givelet Espaces de Stone



Algèbre de Boole et espace de Stone
Caractère pro�ni des espaces de Stone

Compacts projectifs

Démonstration de la proposition

Proposition

Un espace topologique est pro�ni si et seulement si c'est un espace
de Stone.

X

πρ

��

πρ′

��

π

��
lim←−X/ρ

pρvv pρ′ ((
X/ρ

fρ,ρ′
// X/ρ′
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Dé�nition

Un compact projectif est un espace compact tel que pour toute
application surjective π : E → Q entre compacts, on peut relever
toute application f : X → E de la manière suivante :

E

π
����

X
f
//

f̃
??

Q
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Proposition (Gleason)

Un espace compact est un compact projectif si et seulement s'il est
extrêmement discontinu (l'adhérence de tout ouvert est ouvert).

Les compacts projectifs sont donc des espaces de Stone.

Proposition (Rainwater)

Un espace compact est un compact projectif si et seulement si c'est
un rétracte de la compacti�cation de Stone-�ech d'un espace
discret.
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