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Introduction :

La dérivation arithmétique est une notion qui a été introduite par André Joyal dans les années 1980.
Nous pouvons construire & partir de cette notion ce que 'on appelle les d-anneaux, que nous allons in-
troduire et étudier dans la premiere partie de ce document. L’idée de Joyal est d’obtenir la théorie des
A-anneaux & partir de celle des d-anneaux, et pour cela il construit les P-anneaux (ot P est un ensemble
de nombres premiers) & partir des J-anneaux puis il montre que les concepts de P-anneaux et de A-
anneaux sont équivalents lorsque P est I’ensemble de tous les nombres premiers. La notion de dérivation
arithmétique a ensuite été reprise et développée par Alexandru Buium dans les années 2000. Les travaux
de Buium sur la dérivation arithmétique, que nous allons étudier dans une seconde partie, ont pour but de
développer un analogue arithmétique de la dérivation. Enfin, ces derniéres années, de nouveaux travaux
sur ce sujet ont été effectués par Bhargav Bhatt et Peter Scholze. Ces derniers s’appuient notamment sur
la notion de Frobenius et 'utilisent pour la théorie de Hodge p-adique.

1 J-structures

1.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif unitaire et soit p un nombre premier.

Définition 1.1. Un vecteur de Witt a coefficients dans A est une suite infinie de la forme (fo, ..., fm,...)
avec fo, ...y fm,... € A. Pour tout n € N, le n-iéme polynéme de Witt est :

n n—1
Wolfo, s fm,--) =15 +pff  +- 40" fu

Nous allons nous intéresser au cas ot n = 1. Nous avons alors Wi(f,g) = fP + pg pour f,g € A.
L’anneau des vecteurs de Witt (de type p) de longueur 2 sur ’anneau commutatif A est W1 (A4) = Ax A
muni des lois suivantes : pour f,g, f',g € A,
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o (f,9)x (') =(ff 9" +9f" +pgg).
L’élément neutre pour I’addition (resp. la multiplication) est (0,0) (resp. (1,0)).
Avant d’introduire les §-structures, donnons la définition d’une p-dérivation :
Définition 1.2. Une p-dérivation est une application § : A — A telle que :
1. 6(0) = 6(1) =0,
p—1
2. Vh g€ A6(f +9)=3(f) +6(9) = & s () fPrgh,
=1
3. Vf,g€ A d(fg) = fPé(g) +6(f)g +pd(f)d(g).
Définition 1.3. On considere le 0-ieme polynome de Witt Wy. Une d-structure est une section de Wy :

[ (f,605))
Lemme 1.4. Se donner une d-structure équivaut a se donner une p-dérivation.

Démonstration : Soit § une p-dérivation. Pour f, f' € A, I'application f € A — (f,8(f)) € W1(4)
vérifie :

[ ]
—
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—
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o (£.500) + (16(7) = (f IS0 + 80 — ,; ;(Z)f”"“f”“> — (F+1.5(F + '),

o (S8 0(F) = (FF fPo(f) + () f"" +pd(f)o(f) = (f,6(f 1)
donc c¢’est un morphisme d’anneaux. Comme Wy(f,0(f)) = f, le morphisme f € A — (f,d(f)) € W1(A)
est une section de Wy et donc une J-structure. Réciproquement, soit

o:A— Wi(4)
f= (£600)

une J-structure. Par définition o est une section de Wy et on a Wy(f,d(f)) = Wooo(f) = f. Vérifions que
d est une p-dérivation. Comme o est & valeurs dans W7 (A), il vient pour f, f' € A :

(1,300 + (F,6(7) = (f w1+ - o (1) f”’“f”“)
k=1

puis
-1

Wo ((£,8(£)) + (/. 8(/)) = W <f + 1,600 +3(F) - ;(ﬁ) f”"“f”“) —f+ !
k=1

hS]

dou 6(f + f') =(f) +d(f") 7pz—:1 %(i)fp*kf'k. On a de méme que :
k=1

Wo((£,6(f) x (f',0(f))) = Wo(£ 1", fPo(f) + 6())f +po(£)o(f) = £

dou §(ff") = fPO(f)+(f)fP+pd(f)o(f). Enfin, on obtient que §(0) = 0 (resp. 6(1) = 0) en considérant
Pélément neutre pour l'addition (resp. multiplication) de W7 (A). O

Définition 1.5. Un §-anneau est un anneau commutatif doté d’une §-structure. Autrement dit, c’est un
couple (A, ) composé d’un anneau commutatif A et d’une p-dérivation § : A — A. Si le contexte est clair,
on peut seulement noter A au lieu de (A,0). Un d-sous-anneau d’un §-anneau A est un sous-anneau B
de A tel que 6B C B.



Définition 1.6. Un morphisme de §-anneauz (ou §-morphisme) est un morphisme d’anneaur qui
préserve 6. Autrement dit, si A, B sont deux d-anneaux, un morphisme d’anneaur u : A — B est un
morphisme de §-anneauz siuod = ou.

Remarque 1.7. On obtient la catégorie §A des d-anneauz : les objets sont les §-anneaux, les fleches sont
les morphismes de §-anneaux. On dispose alors du foncteur oubliant G : A — A ou A désigne la catégorie
des anneaux.

Définition 1.8. Soit R un d-anneau fixé. Un J-anneau sur R (ou § — R-algébre) est un d-anneau A
muni d’un morphisme de d-anneaur R — A. Un morphisme de d-anneaux sur R est un morphisme
de §-anneaur qui est un morphisme de R-algebres. On obtient la catégorie Rs des 6-anneaus sur R.

Proposition 1.9. Soit R un d-anneau fixé et soit A un §-anneau sur R. Notons f; pour i € E les
générateurs de A sur R (on notera alors A = R[(f:)icr]). Une é-structure sur A est déterminée de
maniere unique par ’action de § sur les f;.

Démonstration : D’apres le lemme [1.4] se donner une §-structure revient & se donner une p-dérivation
. La proposition découle alors directement des axiomes de la définition de la p-dérivation 6 (définition

12). O

Définition 1.10. Un Frobenius sur A est un endomorphisme ¢ de A qui vérifie :

Ve A o(f) = fP modp.

Donnons un exemple de Frobenius : soit A un §-anneau, 'application ¢ : A - A est un

[ fP+po(f)

Frobenius sur A. En effet, il est clair que ¢(f) = fP mod p pour tout f € A et on a la proposition
suivante :

Proposition 1.11. Soit A un d-anneau. L’application ¢ : f € A fP+pd(f) € A est un endomorphisme
de A.

Démonstration : Pour f, f’ € A, par définition d’une p-dérivation on a :

o(f+ 1) =+ )P +p(f+f)

-1

bS]

_ "\p A 1 D\ pp—k gk
~ () +p<5(f)+5(f) > () f)
= 174 D)+ 17+ 5(7)

= 6(1) + 07

o(f 1) = (L) +p3(ff1) = fP 7+ p(fPo(f) + 6(F)f +p(f)(f"))
= (f" +ps(N))(f? +po(f))
= o(f)o(f),
#(0) =pd(0) =0et ¢(1) =1+ pd(1) = 1. O
Remarque 1.12.
1. ¢ est obtenue par composition de la section f — (f,0(f)) avec le polynome de Witt W7.

2. La condition multiplicative d’une p-dérivation se réécrit alors :

Vfg€ A 6(fg) = fPo(g) +0(f)o(g) = 6(f)g” + o(£)d(g)-



¢ est appelé 'endomorphisme de Frobenius de A. On a ainsi montré qu’a partir d’une d-structure
sur A, on obtient un endomorphisme de A. Il existe une réciproque partielle :

Proposition 1.13. On suppose que A est un anneau sans p-torsion. Soit ¢ un endomorphisme de A. On
suppose que ¢ est un Frobenius sur A. En posant :

pour tout f € A, on obtient une structure de §-anneau sur A.

Démonstration : ¢ est un Frobenius donc on a bien 6(f) € A pour tout f € A. En utilisant le fait
que ¢ est un morphisme, on montre facilement que § vérifie les axiomes de la définition donc § est une
p-dérivation. O

1.2 Exemples
Nous allons commencer par regarder le cas ou A = Z.

Proposition 1.14. I existe une unique §-structure sur Z.

Démonstration : Le seul endomorphisme de Z est 'identité et c’est un Frobenius sur A car pour
n € Z, ou bien p divise n et dans ce cas n et n? sont tous les deux congrus a 0 modulo p, ou bien p ne
divise pas n et le petit théoreme de Fermat nous donne que n?~! = 1 mod p d’oit n = n? mod p. De
plus, Panneau Z est sans torsion donc a fortiori sans p-torsion pour p premier. D’apres la proposition [T.13]
il existe une unique structure de d-anneau sur Z, c’est-a-dire une unique é-structure. O

D’aprés la proposition I'unique §-structure sur Z est donnée par :

n—np

p

Vn € Z,06(n) =

Intéressons-nous maintenant au cas ou A = Z[X].
Proposition 1.15. Il existe une unique o-structure sur Z[X| pour laquelle 6(X) = f (ou f € Z[X]).

Démonstration : On consideére endomorphisme ¢ de A = Z[X] défini par ¢(n) = n pour n € Z
et ¢(X) = XP + pf avec f € A. Il est clair que ¢ est un Frobenius sur Z[X]. Z[X] est un anneau sans
p-torsion donc, par la proposition on obtient 'existence d’une J-structure sur Z[X| qui est définie par
§(n) = =" pour n € Z et §(X) = f. D’apres la proposition une §-structure sur Z[X] est déterminée

L P . . . A
de maniere unique par ’action de é sur X, ce qui nous donne ["unicité. O

Théoréme 1.16. Il existe une unique d-structure sur Z[Xg, ..., Xm,...] pour laquelle 6(Xp,) = Xmi1
pour tout m € N.

Démonstration : La démonstration est analogue a la preuve de la proposition : on considere
l’endomorphisme ¢ de A = Z[Xy,..., Xm,...] défini par ¢(n) = n pour n € Z et ¢(X,,) = XE, + pXpni1
pour tout m € N. Il est clair que ¢ est un Frobenius sur A. A est un anneau sans p-torsion donc, par la
proposition [1.13] on obtient ’existence d’une J-structure sur A qui est définie par 6(n) = "‘Tflp pourn € Z

et 0(Xy) = X1 pour m € N. D’apres la proposition on a unicité de cette J-structure. O

Il peut arriver qu'un anneau A ne possede pas de d-structure méme s’il ne contient pas d’élément de
p-torsion. On a l'exemple suivant :

Proposition 1.17. Lorsque p = 2, Uanneau des entiers de Gauss A = Z[i] ne posséde pas de §-structure.



Démonstration : Z[i] est sans élément de 2-torsion et on a deux endomorphismes de Z[i] : 'identité
et la conjugaison. Mais aucun de ces deux endomorphismes n’est un Frobenius de Z[i]. En effet, soit
a+ib € Z[i] (avec a,b € Z). On a :

(a +ib)* = a® + 2iab — b* = a®> — b* mod 2

mais a+ib # a® —b?> mod 2, donc le morphisme identité n’est pas un Frobenius. De méme, a —b % a2 — b?
mod 2, donc le morphisme conjugaison n’est pas un Frobenius. O

Regardons & présent le cas ot R = Z/p*Z avec k € N\{0} et A est une R-algébre. On a le résultat
suivant :

Proposition 1.18. A posséde une d-structure si et seulement si A = {0}.

Démonstration :

e Si A = {0}, alors A posséde une §-structure, il s’agit de la d-structure associée a la p-dérivation
6:A— A 0~0.

e Supposons que A # {0}. On suppose par I'absurde que A posséde une J-structure. Pour n € Z, on
a:

n —n?
p

vp(d(n)) = vy < ) =vp(n—nP) —v,(p) = vp(n) +vp(1 — nPmh) —1= vp(n) — 1.
Par une récurrence immédiate, il vient que v,(67(n)) = v,(n) — j pour tout j € N. En particulier
pour n = p¥, on obtient v,(§*(p*)) = v,(p*) —k = k — k = 0. Dans Z/p*Z, on a que p* = 0 d’ou
5% (p*) = 0 puis p* divise §%(p*) : contradiction avec vp(dk (*)) = 0.

O

1.3 J-enveloppe et j-idéal

Définition 1.19. Soit R un §-anneau et soit A une R-algébre. La §-enveloppe A% de A est un §-anneau
qui est universel pour les morphismes de R-algébres dans les 6 — R-algébres. Autrement dit, il existe un
§-anneau A sur R et un morphisme de R-algébres j : A — A° tels que si on se donne un morphisme de
R-algébres v : A — T ot T est une § — R-algébre, alors il existe un unique morphisme v’ : A> — T de
d-anneaux sur R tel que u =u' o j.

Exemple 1.20. On a Z[X]° = Z[(X;)ien] avec lunique §-structure telle que §(X;) = X1 pour tout
i € N (théoréme . Plus généralement, pour un anneau R qui posséde une unique d-structure, on a
R[(Xk)ker]’ = R[(Xki)kerien] avec l'unique §-structure telle que §(Xy;) = Xy ip1 pour k € F et i € N,

Définition 1.21. Un d-idéal dans un §-anneau A est un idéal I de A qui est stable sous §. La d-cloture
Is d’un idéal I de A est le plus petit §-idéal de A qui contient I.

Remarque 1.22. La §-cloture d’un idéal I de A existe toujours car A est un 6-idéal de lui méme et il
contient I.

Lemme 1.23. Le noyau d’un morphisme de d-anneauz u : A — B est stable par 6.

Démonstration : u est un morphisme de d-anneaux donc par définition wod = d ou. Pour a € ker(u),
ona:uod(a)=3dou(a) =4(0) =0, donc §(ker(u)) C ker(u). O

Proposition 1.24. Un §-idéal est le noyau d’un morphisme de §-anneaus.

Démonstration : Soient A un d-anneau et I un idéal de A.

e Supposons que I est un d-idéal. Alors 6(1) C I. On considére 'anneau quotient A/ et le morphisme
d’anneaux r: A — A/I. On a I = ker(r). On définit d sur A/I paré: f+1 € A/l = §(f)+1€ A/l
On vérifie facilement que c’est une p-dérivation sur A/I car ¢ est une p-dérivation sur A. Alors A/I
est un d-anneau. r est donc un morphisme de -anneaux et I est le noyau du morphisme de §-anneaux
T



e Réciproquement, supposons que I est le noyau d’'un morphisme de d-anneaux. Soient B un §-anneau
et u: A — B un morphisme de J-anneaux tels que ker(u) = I. Comme ker(u) est stable par 6 d’apres
le lemme [T.23] alors I est stable par ¢ et c¢’est un d-idéal de A.

O

Proposition 1.25. Un idéal I d’un §-anneau A est un 6-idéal de A si et seulement si pour tout générateur
fdeIlonad(f)cCl.

Démonstration : Le sens direct est évident. La réciproque découle directement des assertions 2. et 3.
de la définition d’une p-dérivation (définition [L.2]). O

Proposition 1.26. Si I = (f;)icr, alors Is = (8'(f;))icE,jen-

Démonstration : Notons J = (§7(f;))icE jen-

e J contient I (il suffit de regarder les 67 (f;) avec j = 0).

e Pour tout (7,') € E x N, on a 6(67 (fir)) = 67 +1(fir) € J donc J est un d-idéal par la proposition
e Soit K un ¢-idéal contenant I. Pour tout i € E, on a §(f;) € K car f; € I C K et K est un d-idéal.

Comme §(f;) € K et K est un d-idéal, il vient §%(f;) € K, puis en itérant on obtient 67 (f;) pour
tout j € N. Ceci étant vrai pour tout ¢ € F, on en déduit que J C K.

Ainsi, J est un d-idéal qui contient I et c’est le plus petit au sens de l'inclusion, donc Iy = J. O

Proposition 1.27. Soit R un d-anneau, notons Agr la catégorie des R-algébres.
Le foncteur F : Agr — Rs, A A° est adjoint au foncteur oubliant G : Rs — Ag, (A,8) — A.

Démonstration : Commencons par montrer I'existence de la d-enveloppe. Soit A une R-algebre. On
peut écrire A = R[(Xy)ker]/I avec I = (f;)icg. Comme & I'exemple ona:

R[(Xp)ker]’ = R[(Xk1)keren]

avec l'unique J-structure telle que §(Xy ;) = Xi 41 pour k € F et I € N. De plus, d’aprés la proposition

on a Is = (07(fi))icr, jen. Donc R[(Xy1)kerien]/ (07 (fi))icE jen est un d-anneau et il s’agit de la
s-enveloppe A% de A. Montrons & présent 1’existence d’un isomorphisme :

VA € Ap,¥Y(B,6) € Rs, aa p:Hom(A%, (B,6)) ~ Hom(A, B).

Soit j un morphisme de A dans B = G(B,d) ou A € Ag est une R-algebre et ot (B,d) € Rs est une
§ — R-algebre. Par définition de la §-enveloppe, il existe un morphisme F4 : A — A% = F(A). On considére
aussi la restriction Gp : (B,§) — B = G(B,6). Par définition de la §-enveloppe, A° est un §-anneau tel
que si on se donne un morphisme u : A — (B, §), alors il existe un unique isomorphisme v’ : A% — (B, )
tel que u = v/ o Fy. Comme j = Gp o u, il existe donc un unique morphisme (et méme isomorphisme)
u' i A% — (B, ) tel que j = Ggpou' o Fy. O

2 Travaux de Buium

Les travaux de Buium sur la dérivation arithmétique ont pour but de développer un analogue arithmétique
de la dérivation. La variable temporelle ¢ est remplacée par un nombre premier p fixé. Les fonctions a va-
leurs réelles lisses sont remplacées par des entiers relatifs, ou plus généralement par des entiers de corps de
nombres. L’opérateur de dérivation sur les fonctions f(t) — %(t) est remplacé par la p-dérivation que 'on
a défini sur Z a la section Buium introduit ainsi un analogue arithmétique des dérivations, appelé -
dérivations. La question est de savoir a quel point ces opérateurs de w-dérivation paraissent < naturels > et

quels autres choix nous avons pour définir des analogues arithmétiques des dérivations < usuelles >.

Soit A un anneau commutatif unitaire.



Définition 2.1.

1. Une application 0 : A — A est appelée un opérateur sur A s’il existe deux polynémes S, P dans
A[Xo, X1, Yy, Y1] tels que pour tous x,y € A on a :

§(z +y) = S(x,y,0(x),0(y)),
d(zy) = P(z,y,d(x),d(y)).

Dans ce cas, on dit que 0 et le couple (S, P) correspondent l’un a lautre.

2. Soit 6 un opérateur sur A. On dit que § est générique sur A si, pour tout polynéme F € A[Xo, X1]
vérifiant F(x,0(x)) = 0 pour tout x € A, on a F = 0.

3. Soit § un opérateur sur A. Une extension générique de o est un opérateur & sur une extension
d’anneau A de A tel que : b coincide avec § sur A, il existe un couple (S, P) qui correspond a0 et 5,
et & est générique sur A.

4. Un opérateur 0 sur A est appelé un opérateur de jet si §(0) = 0(1) = 0 et s’il admet une extension
générique.
5. Deux opérateurs 61 et 0o sur A sont dits équivalents s’il existe un élément inversible A € A* et un
polynome f € A[X] vérifiant f(0) = f(1) =0 et :
Vo € A, 61 (z) = Mo(z) + f(x).

Proposition 2.2. Soient 01 et 0o deuzx opérateurs équivalents sur A. Alors 1 est un opérateur de jet si
et seulement si 6o en est un.

Démonstration : Supposons que 5 est un opérateur de jet. On a :

Soit & une extension générique de dp sur une extension d’anneau A de A. On pose 61 (x) = Aoy (2) + f(x)
pour tout x € A.
e Comme 8 coincide avec dy sur A, il en découle directement que 81 coincide avec &; sur A.
e Soit (S3, P2) un couple qui correspond a 85 et & 85. On considere les polynomes F,G € A[Xy, X1, Yy, Y1)
définis pas F(Xo,Xl,Yo,Yl) = Xo + X1 et G(Xo,Xl,Yo, Yl) = X()Xl. En posant :
51(Xo, X1,Y0,Y1) = AS2 (Xo, X1, A1 (Yo — f(X0)), A" (V1 — f(X1))) + f(F(Xo, X1, Y0, V1)),

Py (X0, X1,Yy,Y1) = AP (Xo, X1, A7 (Yo — f(X0)), A" (Y1 — f(X1))) + f(G(Xo, X1, Y0, Y1),

on a Sy, P € A[Xo, X1, Y0, Y1] et le couple (Sy, Py) correspond & 51 et & dy.

e Il reste a montrer que 8, est générique sur A. Soit F' € A[Xy, X1] un polynéme tel que F(z, 8 (x)) = 0
pour tout € A. On considére I'application : G' : (Xo,X1) = (Xo,AX1 + f(Xo)). Alors on a
F oG e A[Xy, X1] et pour tout = € A il vient :

(F o G)(x,02(x)) = F(x,M02(2) + f(x)) = F(x,81(x)) = 0.

Comme J est générique sur A, on en déduit que F oG =0, puis F = 0.

La réciproque se démontre de maniere similaire. O

Exemple 2.3. On a les quatre opérateurs sur A suivants :

1. Une application § : A — A qui vérifie

0(z +y) = 0(z) +(y), 0(xy) = 26(y) + yd(x) + 6(x)d(y) et 6(1) =

pour tous x,y € A est un opérateur sur A (découle directement de la définition d’un opérateur sur
A) appelé opérateur de différence.



2. Une application 6 : A — A qui satisfait
5z +y)=d(x) +(y) et o(zy) = xd(y) + yo(x)
est appelée une dérivation. Une dérivation sur A est clairement un opérateur sur A. Les dérivations

sont les bases de l’algébre différentielle.

3. Soit ™ un élément non inversible de A. Une application 6 : A — A qui vérifie
6(z +y) =6(x) +6(y) et d(zy) = x6(y) + yd(x) + w0 ()5 (y)
pour tous x,y € A est un opérateur (découle de la définition d’un opérateur) sur A appelé opérateur

de m-différence.

4. Soit ™ un élément non inversible de A. On suppose qu’il existe un élément 7* € A tel que 7™ =p
ou p est un entier premier. Soit ¢ # 1 une puissance de p. On considére le polynéme a coefficients

entiers
X14YI—-(X+Y)1

p
Une application § : A — A est appelée une w-dérivation si elle satisfait

Cy(X,Y) =

5(z +y) = 0(x) +8(y) + 7" Cy(x,y) et d(xy) = 26(y) + y*6(x) + () (y)-

Une w-dérivation sur A est clairement un opérateur sur A. Dans le cas ot g = p et 7 = 1, on
retrouve la notion de p-dérivation (définition ,

Lemme 2.4. Reprenons les notations de l’ezemple[2:3 On suppose que l'anneau A n’a pas d’idempotents
non triviau.

e L’application § : A — A est un opérateur de différence si et seulement si l’application
p:x€A—ax+dx)e A

est un morphisme d’anneaux.

e L’application § : A — A est un opérateur de w-différence si et seulement si lapplication
p:xeA—ax+mi(zr)e A

est un morphisme d’anneaux.

e L’application § : A — A est une w-dériation si et seulement si ’application
p:reA—ai+mi(x)e A
est un morphisme d’anneaux.
Démonstration : Immédiat. O

Proposition 2.5. Reprenons les notations de Uezemple [2.3. Si l'anneau A n’a pas d’idempotents non
triviauz et si m n’est pas un diviseur de 0, alors les quatre opérateurs de ’exemple sont des opérateurs
de jet.

Démonstration : On suppose que A n’a pas d’idempotents non triviaux et que 7 n’est pas un diviseur
de 0. Comme C,4(0,0) = 0, on a dans les quatre cas §(0 4+ 0) = 6(0) + 6(0) d’otr 6(0) = 0. Dans le cas 2,
d(1x1)=35(1)+ (1) ce qui nous donne 6(1) = 0. Dans les cas 3 et 4, on a :

§(1) =6(1 x 1) =26(1) + (1),
d’ott —4(1) = 76(1)? puis —md(1) = (—7w6(1))%2. Comme A ne possede pas d’idempotents non triviaux,

on en déduit que —md(1) € {0,1}. Comme 7 n’est pas inversible dans A, on ne peut pas avoir que
—7m6(1) = m(—6(1)) =1, d’ot —wd(1) = 0. De plus, 7 n’est pas un diviseur de 0, d’ott §(1) = 0.



Montrons a présent que dans les quatre cas, § admet une extension générique. Nous allons commencer
par faire la démonstration pour un opérateur de w-différence, les preuves pour un opérateur de différence
ou une m-dérivation sont similaires. Soit donc ¢ un opérateur de w-différence sur A. On considere I’anneau
A= AlTy, T1,...,Ty,...]. Nous allons montrer que 'on peut étendre ¢ en un opérateur 5 sur A en posant
S(Tn) = T,41 pour tout n € N. D’apres le lemme Papplication ¢ : ¢ € A — x + wd(x) € A est un
morphisme. On étend ¢ en un endomorphisme de A en posant qz(Tn) =T, + 71,+1 pour tout n € N. On
définit 6 : z € A — @ € A. Clest un opérateur de w-différence par le lemme donc il existe un
couple (5', P) qui correspond & 6. On a bien que 4§ coincide avec § sur A et que (5, P) correspond A § et 4.
Il reste & vérifier que 4 est générique sur A. Soit F € A[Xy, X1] tel que F(Z,0(&)) = 0 pour tout & € A et
soit n € N tel que F € A[Ty,Th,...,Ts][Xo, X1]. En prenant & = T,,41, il vient :

0=F(Tht1,6(Tnt1)) = F(Tot1, Tht2)

d’ou F = 0.

Intéressons-nous & présent au cas ot § est une dérivation. On définit & sur A par 6 := & sur A et
6(Ty) = Tny1 pour tout n € N, et on définit S, P € A[Xo, X1, Yo, V1] par S(Xo, X1,Y, Y1) = Yo+ V7 et
P(Xo, X1,Y0,Y1) = XoY1 + X1Y). Le couple (S, P) correspond a ¢ et 5. On montre que 5 est générique
sur A comme au cas précédent, et on obtient alors que 4 est une extension générique de 6. O

L’idée a présent est de classifier les opérateurs de jets, ce qui est fait dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.6. (Théoréme de classification de Buium)

On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0. Tout opérateur de jet sur A est équivalent
a l'un des opérateurs suivants : un opérateur de différence, un opérateur de dérivation, un opérateur de
w-différence, ou un opérateur de mw-dérivation.

La démonstration du théoreme de classification de Buium étant assez longue, nous allons voir les
principales étapes de la preuve. Nous avons besoin des résultats suivants :

Lemme 2.7. Soit A un anneau. On suppose que 6 : A — A est un opérateur et 6: A= A une ex-
tension générique de 6. Soit F € A[X1,0,..., Xm0, X1,1,--.,Xm,1] un polynéme en 2m variables tel que

F(Z1,. ., Zm,0(Z1)y. -, 0(Zm)) = 0 pour tous T1,...,Tm € A. Alors F = 0.
Démonstration : Immédiat par récurrence sur m € N\{0}. O

Corollaire 2.8. Avec les notations du lemme il existe un unique couple (S, P) qui correspond a ¢ et
d.

Démonstration : Il existe au moins un couple (S, P) qui correspond & 4 et ~5 car 0 est une extension
générique de 0. Si (S1, P1) et (Sa, P2) sont deux couples qui correspondent & § et ¢, en appliquant le lemme
E\l F = Sl — SQ (I‘G‘Sp. F = P1 - PQ), on obtient que Sl = S2 (resp. P1 = PQ) O

Lemme 2.9. Soit A un anneau. On suppose que § : A — A est un opérateur et 6: A — A une extension
générique de 0. Soit (S, P) l'unique couple qui correspond a § et 0. Pour toute A-algébre B, les formules

(o, 1) + (yo,y1) = (w0 + Yo, S(x0, Y0, T1,Y1))s

(anxl)‘(y07y1) = (xoyOaP(x()ayvalvyl))»

définissent une structure d’anneau sur Bx B telle que l’élément neutre pour l'addition soit (0,0) et I’élément
neutre pour la multiplication soit (1,0).

Notons X(A) Pensemble de tous les couples (S, P) € A[Xy, X1, Yo, Y1] tels que les deux formules du
lemme [2.9]définissent, pour toute A-algeébre B, une structure d’anneau sur B x B dont I’élément neutre pour
laddition (respectivement la multiplication) est (0,0) (resp. (1,0)). Par ailleurs, notons I'(4) le groupe
A* x X(X — 1)A[X] muni du produit semi-direct (A1, f1).(A2, f2) = (M2, f1 + A1 f2). Le groupe T'(A)
agit sur X(A), l'action est donnée par (A, f).(S, P) = (S, P') pour (A, f) € T'(A), (S, P) € 3(A) avec

S = AS (Xo, AH(X1 — f(X0)), Yo, AT (Y1 = f(Y0))) + f(Xo + Yo),



P/ = AP (Xo, A (X — F(X0)), Yo, A (Vi — F(Y0))) + F(XoYo).
Le lemme suivant découle directement du lemme :

Lemme 2.10. Si (S, P) est un couple qui correspond o un opérateur de jet § sur A et o une extension
générique de 8, alors (S, P) € X(A) et lapplication v € A (x,0(x)) € Ax A est un morphisme d’anneaux
(ot la structure d’anneau sur A x A est définie par (S, P) comme dans le lemme . Réciproquement, si
on a un opérateur 0 sur A tel que Uapplication x € A — (z,0(x)) € A x A est un morphisme d’anneaux
(ot la structure d’anneau sur A x A est définie par un couple (S, P) comme dans le lemme [2.9), alors O
correspond a (S, P).

On déduit du lemme que démontrer le théoreme de classification de Buium revient & démontrer
la proposition suivante :

Proposition 2.11. On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0. Tout élément de
Y(A) appartient a lorbite sous Uaction de T'(A) de l'un des quatre couples (S, P) suivants :

S=X1+Y1,P=XY1 + Y X1+ X Y1 (correspond & un opérateur de différence),
S=X1+Y1,P=XoY1 +YoX;y (correspond a une dérivation),

S=X1+Y1,P=XY1 + Y0 X1 +7X1Y7 (correspond a un opérateur de w-différence),
S=X1+Y1+7°Cy(X0,Y0), P =XY1 + Y/ X, +7X1Y1 (correspond d une w-dérivation),

ou m est défini comme dans les exemples[2.3+3 et[2.3-4 respectivement.

Pour démontrer la proposition une premiere étape est donnée par le lemme suivant (que nous
allons admettre) :

Lemme 2.12. On suppose que A est un anneau local intégre de caractéristique 0, notons K son corps
des fractions. Tout élément de (K appartient a lorbite sous Uaction de T'(K) de l'un des deux couples
(S, P) suivants :

S=X1+Y1,P=XoY1 + Yo X1 + X111,

S=X14+Y,P=XoY] + Y X;.

On se donne un élément (S, P) € ¥(A) (ot A vérifie les hypotheses de la proposition [2.11]). D’apres le
lemme [2.12] nous avons les deux cas suivants :

1. (S, P) est dans lorbite de (X7 + Y7, XoY7 + Yo X1) sous laction de I'(K),
2. (S, P) est dans l'orbite de (X7 + Y1, XoY1 4+ Yp X1 + X1Y7) sous Paction de I'(K).
Nous allons faire la preuve ici uniquement pour le premier cas. On suppose ainsi que (S, P) est dans l’orbite
de (X1 4+ Y1, XoY1 + Yo.X1) sous 'action de I'(K'). On peut écrire
(S, P) = (A f).(X1 + Y1, XoY1 + Yo X1)
out A€ K* et f e X(X —1)K[X]. On obtient :

S=X1+Y1+ f(Xo+Yo) — f(Xo) — f(V0),
P =XoY1 + Yo X1 + f(XoYo) — Xof(Yo) — Yo f(Xo)-
On peut alors supposer que A = 1. Comme P est & coefficients dans A, la deuxieme égalité ci-dessus nous

donne que f est aussi a coefficients dans A. D’ou (A, f) € T'(A). On a ainsi démontré que (S, P) est dans
Porbite du couple (X7 + Y71, XoY:1 + YpX1) sous l'action de T'(A4), ce qui termine la preuve de ce cas.
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