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Exercices corrigés - Systémes différentiels linéaires -
résolution

Exercice 1 ' - Le plus facile des systémes différentiels [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille
d'exos]

Enoncé ¥

Le mouvement d'une particule chargée dans un champ magnétique suivant 'axe (Oz) est régi par un
systeme différentiel de la forme

xll — O)y/
"= _ox!
ZII — O
ou @ dépend de la masse et de la charge de la particule, ainsi que du champ magnétique. En posant
u = x' +iy’, résoudre ce systéme différentiel.

Indication P
Corrigé P

Exercice 2 ' - Diagonalisable! [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥

Résoudre les systemes différentiels suivants :

= x+2y—2 x = y+z
1.5y = 2x+4y-2z 2.4 —x+2y+z
7 = —x=2y+z 7 = x4z
Indication P
Corrigé P
Exercice 3 "www - Diagonalisable...mais sur les complexes [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille
d'exos]
Enonce ¥
Donner les solutions réelles du systéme différentiel X’ = AX lorsque
1 1 O 0O 1 -1
1LA=]-1 2 1 2A=11 4 =2
1 0 1 2 6 -3

Indication P
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ICorrigé >

Exercice 4 i - Systéemes non diagonalisables [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

lEnonce ¥
Résoudre le systéme différentiel X’ = AX lorsque

0 2 2 -6 5 3
1LA=|-1 2 2 2A=|-8 7 4
-1 1 3 -2 1 1

lindication >
ICorrigé >

Exercice 5 W - Avec I'exponentielle de matrice [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

lEnoncé ¥
Soit A la matrice

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.
2. En déduire la valeur de exp(fA).
3. Résoudre le systéme différentiel

KO = 20 +x0)
@ = x@) —x()—x3()
X1 = —x1(0) + 2x2(0) + 2x3(1)

lindication "
ICorrigé >

Exercice 6 Wi - Avec I'exponentielle de matrice [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

|Enoncé v

Soit A la matrice A =

S O Q
S & &

c
b |. Calculer exp(A). En déduire la solution générale du sytéme
a

X' = AX.

lindication >
ICorrigé >

Exercice 7 wwww - Avec second membre [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Résoudre les systemes différentiels suivants :
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Exercices corrigés -Systemes différentiels linéaires - résolution

x((t) = 6x1(t) +3x2() — 3t + 4 5 { x1 (1) x1(0) + 2x2(0) + ¢
x} (1) —4x1(t) — x2(0) + 4t — 4 K@ = —dx) - 3x0).

On donnera les solutions réelles.

Indication P
Corrigé P
Exercice 8 wiwww - Coefficients non constants [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Résoudre le systéme différentiel suivant :

{ x = QC-txi+@-Dx
x, = 2(1 =vx1 + (2t - Dxs.

Indication P
Corrigé P
Exercice 9 i - Avec second membre, et pas a coefficients constants [Signaler une erreur]
[Ajouter a ma feuille d'exos]
Enoncé ¥
Résoudre le systéme différentiel
x' = 2tx—y+tcost
y X+ 2ty + tsint.

On pourra, dans le systeme homogene, effectuer le changement de fonctions inconnues en posant
2

— vt I
u=xe' etv=ye .

Indication P
Corrigé P

Exercice 10 " - Ordre plus grand [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Résoudre le systéme différentiel d'ordre 2 suivant :

{ﬂm = XO+Y®-y0
VIt = x'(@0)+y ) —x@)

Indication P
Corrigé P

Discussions des forums
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Mini-exercices.

1.

4.

Résoudre I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 : x’(t) = —3x(t). Trouver la solution
vérifiant x(0) = 1. Idem avec x'(t) + x(t) = cos t, puis x'(t) + x(t) = te".

Résoudre le systeme différentiel X’ = AX ou A = (—01 (2)) Trouver la solution vérifiant X (0) =
(—11 ) Méme question avec A = (—01 %)

. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A= (—21 %) En déduire les

solutions du systeme différentiel X’ = AX.

. \ cppt . \ 42-2
Trouver les solutions du systéeme différentiel X’ = AX ou A= (8 2-1 )

Mini-exercices.

1.
2.

Vérifier que exp (¢ - (9 3)) = (<2¢ =snt) pour tout ¢ réel.

sint cost

Montrer que, pour toute matrice A € M, (C), det(exp(A)) = e™*. Commencer par le cas ol A

est triangulaire.

Soient A = ( 010 ), N = (:% 5 8). Montrer que A= A+ N est la décomposition de Dunford
332 000

de A. Calculer exp(A), exp(N) et exp(A).

Mini-exercices.

1.

Soit A € M,,(R). Soient t, € R et X, € R". Trouver I'expression de la solution du systéeme
X' = AX vérifiant X (t,) = X,.

. Prouver ce résultat du cours : « Lensemble des solutions du systéeme différentiel X’ = AX

(avec A€ M, (R)) est un R-espace vectoriel de dimension n. »

. SoitA= (_f —(1)2 _82). Trouver la décomposition de Dunford de A. Résoudre le systeme diffé-

rentiel X’ = AX. Trouver la solution vérifiant X(0) = (g).

Soient
-10 1 30 0 00 O 01 o0
a=(339), p=(3q2) N=(s33) P=(is1)
Montrer que P"'AP = D + N correspond a la décomposition de Dunford de A. Calculer
exp(tD), exp(tN) et exp(tA). Résoudre le systeme différentiel X’ = AX. Trouver la solution

vérifiant X(0) = ( i )

Mini-exercices.

1.

Trouver les solutions de I'équation différentielle x” = x. Trouver la solution vérifiant x(0) = 1,
x'(0) =—1.

. Mémes questions avec x” —2x" + x = 0. Puis x” + 2x’—x = 0.

3. Trouver les solutions réelles des équations différentielles x”” = x, x"”" —2x" —x" +2x =0 et

x"”"—x"+x'"—x=0.

Trouver les suites vérifiant la relation de récurrence u,., = 3u,., + 4u,. Trouver la suite
vérifiant la condition initiale u, = 0, u; = 1. Idem avec la relation u;,, = 2u;,; —uy, puis
Upyp = —Up,q — 2u;. Idem avec uy, 3 — uy,, — 8uy,; + 61, = 0 (sans conditions initiales).

Mini-exercices.

1.

2.

/

. \ rrr . X = . .
Trouver les solutions du systéme différentiel { , Y Montrer que les trajectoires des
y —

solutions sont des cercles centrés a I'origine.

Trouver les solutions du systéme différentiel X’ = AX ou A = (% {) Trouver la trajectoire
passant par le point (1,0).

. Diagonaliser la matrice A = ((1’ (1)), c’est-a-dire déterminer une matrice diagonale D semblable

a A. Trouver les solutions du systéme différentiel X’ = DX, et tracer les trajectoires. En
déduire les solutions et les trajectoires du systéme X’ = AX.






