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2.4 Exercices
2.4.1 Groupes

Exercice 2.1 1. Montrer que si G est un groupe et S Ä G, alors

xSy “

#
nπ

i“1

s
˘
i
, si P S

+
et xxSyy “

#
nπ

i“1

xis
˘
i
x

´1

i
, xi P G, si P S

+
.

2. Montrer que si

G “ xpxiqiPI | prj “ 1qjPJy et G
1

“ xpx
1
i
qiPI 1 | pr

1
j

“ 1qjPJ 1y

alors

G ‹ G
1

» xpxiqiPI , px
1
i
qiPI 1 | prj “ 1, r1

j1 “ 1qjPJ,j1PJ 1y.

3. Montrer que Z2
» xx, y | rx, ys “ 1 y où on a posé rx, ys :“ xyx

´1
y

´1.

Exercice 2.2 — . Si G est un groupe, on désigne par rG,Gs le sous-groupe a

engendré par les commutateurs rx, ys “ xyx
´1
y

´1 et on pose G
ab :“ G{rG,Gs.

1. Montrer que G est abélien si et seulement si rG,Gs “ t1u si et seulement si
G » G

ab.
2. Montrer que rG,Gs est un sous-groupe distingué de G.
3. Montrer que si f : G Ñ G

1 est un morphisme de groupes, alors fprG,Gsq Ä

rG
1
, G

1
s avec égalité si f est surjectif.

4. En déduire que f induit un morphisme de groupes f
ab : Gab

Ñ G
1ab.

5. Montrer que G
ab est abélien.

6. Montrer que si M est un groupe abélien, alors tout morphisme de groupes
G Ñ M se factorise de manière unique par Gab.

7. Montrer que p‹iPIGiq
ab

» ‘iPIGab

i
.

8. Montrer que si L est un groupe libre, alors L
ab est un groupe abélien libre

(c’est à dire isomorphe à ZpIq
“ ‘iPIZ).

a. Appelé sous-groupe dérivé.

Exercice 2.3 Montrer que Z‹n
» Z‹m

ô n “ m.

Exercice 2.4 On désigne par D2n le groupe diédral des isométries du plan qui
préservent le polygone régulier à n cotés et par D8 le groupe diédral infini des
isométries de la droite (réelle) qui préservent les entiers.

1. Montrer qu’on a une suite exacte 0 Ñ Z{nZ Ñ D2n Ñ Z{2Z Ñ 0.
2. Montrer que

D2n » xr, s | r
n

“ 1, s2 “ 1, srs “ r
´1

y

» xt, s | t
2

“ 1, s2 “ 1, ptsq
n

“ 1y.

3. Montrer que

D8 » xt, s | t
2

“ 1, s2 “ 1y.
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4. En déduire un morphisme de groupes surjectif D8 ⇣ D2n.
5. Montrer que D8 » Z{2Z ‹ Z{2Z.

Exercice 2.5 Soit G le groupe d’isométries de R2 engendré par

↵ : pt, sq fiÑ pt ` 1, sq et � : pt, sq fiÑ p1 ´ t, s `
1

2
q.

1. Montrer que ↵ ˝ � ˝ ↵ “ �.
2. En déduire que � ˝ ↵ “ ↵

´1
˝ �, � ˝ ↵

´1
“ ↵ ˝ � et �

2
˝ ↵ “ ↵ ˝ �

2.
3. Montrer plus généralement que

@m, k P Z, �
m

˝ ↵
k

“ ↵
p´1qmk

˝ �
m
.

4. En déduire que tout élément de G s’écrit de manière unique ↵
n

˝ �
m avec

n,m P N.
5. Montrer que G

ab
» Z{2Z ‘ Z.

Exercice 2.6 — . Soient f1 : H Ñ G1 et f2 : H Ñ G2 deux morphismes de
groupes.

1. Montrer que si H “ t1u, alors G1 ‹H G2 » G1 ‹ G2.
2. Monter que si G2 “ t1u, alors G1 ‹H G2 » cokerpH Ñ G1q.
3. Montrer que si f2 est surjectif (resp. bijectif), alors G1 Ñ G1 ‹H G2 aussi.

Exercice 2.7 Montrer qu’on dispose de suites exactes strictes de groupes topolo-
giques :

1. 0 Ñ Z Ñ C Ñ Cˆ
Ñ 1,

2. 0 Ñ Z Ñ R Ñ S Ñ 1,
3. 0 Ñ Zn

Ñ Rn
Ñ Tn

Ñ 1,
4. 0 Ñ Z{nZ Ñ Cˆ

Ñ Cˆ
Ñ 1,

5. 0 Ñ Z{nZ Ñ S Ñ S Ñ 1.

2.4.2 Groupe fondamental
Exercice 2.8 1. Montrer que si X est un espace topologique et x P X, on a

une bijection

rpS, 1q, pX, xqs1 » ⇡1pX, xq, rp�s Ø r�s

(le premier ensemble désigne les applications continues pointées modulo
homotopie relativement à 1).

2. Montrer que si � et �1 sont deux lacets en x, alors p� „ p�1 si et seulement si
r�s et r�

1
s sont conjugués dans ⇡1pX, xq.

Exercice 2.9 Montrer que si A est un rétract (continu) de X et x P A, alors les
applications induites

⇡1pA, xq Ñ ⇡1pX, xq et ⇡1pX, xq Ñ ⇡1pA, xq
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sont respectivement injective et surjective. Montrer qu’elle sont bijectives si A est
un rétract par déformation.

Exercice 2.10 — . Soit G un groupe topologique et Ge la composante connexe de
l’unité e.

1. Montrer qu’on a une suite exacte (stricte) de groupes (topologiques).

1 Ñ Ge Ñ G Ñ ⇡0pGq Ñ 1.

2. On note ˚ la loi de groupe de Cpr0, 1s, Gq. Montrer que si �, �1 sont deux
lacets en e, alors

p� ¨ 1eq ˚ p1e ¨ �
1
q “ p1e ¨ �

1
q ˚ p� ¨ 1eq “ � ¨ �

1
.

3. En déduire que ⇡1pG, eq est abélien et que la loi de groupe est induite par ˚.

Exercice 2.11 Soit X un compact étoilé en a et p : R ⇣ S, t fiÑ e
2i⇡t.

1. Montrer que si f : X Ñ S est une application continue, alors il existe ⌘ ° 0
tel que, si }x ´ y} § ⌘, alors fpxq{fpyq ‰ ´1.

2. En déduire que le groupe CppX, aq, pS, 1qq est engendré par CppX, aq, pSzt´1u, 1qq.
3. En déduire que si f : pX, aq Ñ pS, 1q une application continue, alors il existe

une unique application continue rf : pX, aq Ñ pR, 0q telle p ˝ rf “ f .

Exercice 2.12 Montrer que l’application deg : ⇡1pS, 1q Ñ Z est un isomorphisme
de groupes.

Exercice 2.13 Montrer que si T est un tore de dimension n, alors ⇡1pT, xq est un
groupe abélien libre de rang n.

Exercice 2.14 Montrer que si n § 2 et n ‰ m, il n’existe pas d’homéomorphisme
Rn

» Rm.

Exercice 2.15 1. Montrer que S n’est pas un rétract (continu) de B2.
2. Montrer que l’application

F : pB2
ˆ B2

qz� Ñ S, px, yq fiÑsxyq X S

est continue (on a posé � “ tpx, xq, x P B2
u).

3. Montrer que si f : B2
Ñ B2 est une application continue sans point fixe,

alors l’application

B2
Ñ S, x fiÑ F pfpxq, xq

est une rétraction.
4. En déduire qu’une application continue f : B2

Ñ B2 a un point fixe (théorème
de Brouwer).

Exercice 2.16 Soit P P Crzs un polynôme unitaire de degré n ° 0 sans racine dans
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C. On pose fpzq :“ P pzq
}P pzq} et on considère, pour r ° 0, le lacet �ptq “ fpre

2i⇡t
q

dans S. On considère aussi le lacet standard �nptq :“ e
2i⇡nt.

1. Montrer que f „0 fp0q : C Ñ S et en déduire que � est trivial.
2. Montrer que lim}z}Ñ`8

´
P pzq

}P pzq} ´
z
n

}zn}

¯
“ 0.

3. En déduire qu’il existe r ° 0, tel que @t P r0, 1s, |�ptq ´ �nptq| † 2, et donc
que �ptq ‰ ´�nptq, puis finalement que � „t0,1u �n.

4. Conclure finalement que C est algébriquement clos (théorème de D’alembert-
Gauss).

Exercice 2.17 1. Déterminer le groupe fondamental de Cˆ.
2. Déterminer le groupe fondamental du cylindre

X :“ tpx, y, zq, x
2

` y
2

“ 1, 0 § z § 1u.

3. Montrer que si L est une droite dans un espace affine E de dimension trois
et x R L, alors ⇡1pEzL, xq » Z.

4. Montrer que la retraction im : Cztiu Ñ R n’est pas une retraction par
deformation.

Exercice 2.18 1. Montrer que l’action naturelle de A P MnpZq sur Rn induit
une application continue f : Tn

Ñ Tn et que f˚ a pour matrice A dans la
base canonique de ⇡1pTn

, 1q.
2. En déduire que f est bijective si et seulement si A P GLnpZq.

Exercice 2.19 Montrer que
1. ⇡1pSOn, 1q » ⇡1pOn, 1q » ⇡1pGLn, 1q,
2. En déduire que ⇡1pGL2, 1q » Z.

2.4.3 Théorème de van Kampen
Exercice 2.20 1. Montrer (par récurrence sur n) que si E Ä R2 est un ensemble

à n éléments et x R E, alors ⇡1pR2
zE, xq » Z‹n.

2. Montrer que si E Ä S2 est un ensemble à n ° 0 éléments et x R E, alors
⇡1pS2

zE, xq » Z‹pn´1q.
3. Montrer que si X est un disque à n trous, alors ⇡1pX, xq » Z‹n.

Exercice 2.21 On suppose n • 3 et on considère la projection stéréographique
p : Sn

za » Rn avec a “ p0, . . . , 0, 1q.
1. Montrer que si A Ä Rn est bornée, alors p induit un isomorphisme

⇡1pSn
zp

´1
pAq, xq » ⇡1pRn

zA, ppxqq.

2. Montrer que p induit des homéomorphismes pour k “ 1, . . . , n ´ 1

Sk
ˆ 0 » Sk

ˆ 0 et Sn
zp0 ˆ Sk

q » Rn
zp0 ˆ Rk

q.

3. En déduire le groupe fondamental de Rn
zpSk

ˆ 0q.


