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Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier les espaces de Stone et leur place dans la catégorie des espaces compacts.
Pour ce faire nous dresserons le portrait de ces espaces a travers trois résultats. Le premier met en évidence la
structure de limite inverse des espaces de Stone avec la notion d’espace profini aujourd’hui mise en avant dans le
domaine des mathématiques condensées développé par Scholze et Clausen. Nous démontrerons ensuite de maniére
plus précise que les objets projectifs dans la catégorie des compacts sont exactement les espaces de Stone que 'on
peut obtenir comme rétracts de compactification de Stone-Cech. Enfin, nous ferons la démonstration du théoréme
de représentation de Stone (1936), ce résultat étant la premiére raison qui a poussé Marshall Stone & étudier ces
espaces.
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1 Espace de Stone et limite inverse

1.1 Topologie des espaces de Stone

Dans tout ce qui suivra, on entend par « espace séparé » un espace Hausdorff. Tous les espaces compacts seront
supposés séparés et on dira qu’ils sont « quasi-compact » si ce n’est pas le cas.

Définition 1.1.1. Soit X un espace topologique. On dit que X est totalement discontinu si les seules
parties non vides connexes de X sont ses singletons. On dit que X est un espace de Stone s’il est totalement
discontinu et compact.

FEzemples.

— Tout espace discret est totalement discontinu car les singletons y sont ouverts. Donc en particulier, tout
ensemble fini discret est un espace de Stone.

— L’ensemble des rationnels QQ muni de la topologie induite par celle de R est totalement discontinu. En parti-
culier, toute partie compacte de Q est un espace de Stone (c¢f. proposition [I.1.1)).

— Plus généralement, toute partie non vide de R d’intérieur vide est totalement discontinue.

Proposition 1.1.1.
(1) Un produit d’espaces totalement discontinus est totalement discontinu.

(i) Une partie d’un espace totalement discontinu est totalement discontinue.

Démonstration. Preuve de (i) : Soit (X;);c; une famille d’espaces totalement discontinus. Soit A C HXi
iel
munie de la topologie induite. On note p; : HXi — X la surjection canonique. Si A n’est pas réduit & un
il
singleton, il existe 7 € T tel que p;(A) n’est pas réduit a un singleton. Or, X; est totalement discontinu, donc
pi(A) n’est pas connexe et donc A non plus par continuité de p;.

Preuve de (i) : Soit X un espace totalement discontinu et A C X munie de la topologie induite. Soit
B C A une partie non vide. Si B n’est pas réduit a un singleton, il n’est pas connexe pour la topologie induite
par celle de X et donc aussi par celle de A (ces topologies sur B sont les mémes).

Définition 1.1.2. Soit X un espace topologique. On dit que X est totalement séparé si pour toute paire
de points distincts z,y € X, il existe un voisinage ouvermé (ouvert-fermé) de x qui ne contient pas y.

Si les ouvermés de X forment une base d’ouverts, on dit que X est de dimension 0 (abrégé en X est de
dim 0).

J

Comme dans la proposition [I.I.I] on peut montrer que ces propriétés passent a la topologie produit et & la
topologie induite. Ces notions topologiques sont caractéristiques des espaces de Stone. Par exemple, on peut déja
établir la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Soit X un espace topologique.
(i) Si X est totalement séparé, alors X est totalement discontinu.

(i) Si X est séparé et de dim 0, alors X est totalement séparé.

Démonstration. Preuve de (i) : Soit A # () une partie de X non réduite & un singleton. Soient z,y € A deux
points distincts. Comme X est totalement séparé, on peut les séparer par un voisinage ouvermé U de x ne
contenant pas y. Ainsi, U et U¢ := X \ U sont ouverts et induisent une partition en ouverts disjoints non vides
de A puisque z e UNAet y € U°N A. Donc A, n’est pas connexe et X est totalement discontinu.




Preuve de (i7) : Soit z,y € X deux points distincts. Comme X est séparé, on peut séparer x et y par un

ouvert U 3 x qui ne contient par y. Or, X est de dim 0, donc il existe des ouvermés (G;);cr tels que U = U G;.
il

Il existe alors ¢ € I tel que z € G; et on a bien y € U® C Gf. Donc, G; est un ouvermé séparant = et y et donc

X est totalement séparé. <

Remarque. Dans la preuve de lassertion (i), on ne considére qu’un voisinage ouvert de 'un des deux points pour
les séparer si bien que 1’on peut remplacer 'hypothese de séparation habituelle 75 par ’hypothese Tj des espaces
de Kolmogorov.

FEzemples.

— L’espace des suites rationnelles de carrés sommables £2(Q) est totalement séparé mais pas de dim 0.

— L’éventail de Knaster-Kuratowski sur ’ensemble de Cantor est ’ensemble |_| S(c),ou C C [0, 1] est ensemble
ceC
de Cantor et ot S(c) représente les points du segment [c, (1/2,1/2)] dans R? & ordonnée rationnelle si ¢ est une
extrémité d’un segment ouvert retiré dans le processus de création de C et a ordonnée irrationnelle sinon.
Cet éventail privé de son sommet (le point (1/2,1/2)) est totalement discontinu mais pas totalement séparé.

Dans le cas des espaces compacts, on peut remonter le fil des implications. Pour le voir, on aura besoin du lemme
suivant :

Lemme 1. Soit X un espace topologique compact. Alors pour toute paire de fermés disjoints Fy,Fy C X,
il existe des ouverts U D Fy et V D Fy tels que UNV =0 et en particulier U N Fy = (.

| Démonstration. Cf. annexe [I| proposition o]

Proposition 1.1.3. Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’espace X est un espace de Stone.
(i) L’espace X est compact et totalement séparé.

(tii) L’espace X est compact et de dim 0.

Démonstration. On sait d’apres la proposition que (ii1) = (it) = (7). Remontons alors le courant.
Preuve de (i) = (i) : Soit € X, posons

C(z):={ye X | 3G C X ouvermé, x € G et y € G°}°

l’ensemble des points ne pouvant étre séparés de x par un ouvermé. On a bien stir € C(z). Montrer que X
est totalement séparé revient a montrer que C(z) = {x} pour tout € X ce qui revient & montrer que C(x) est
connexe puisque X est totalement discontinu. Remarquons dans un premier temps que C(x) est fermée :

Soit y € C(x)¢. Par définition de C(x), on peut séparer y de & par V un voisinage ouvermé de y. Un tel
voisinage est un voisinage ouvermé de tous ses propres points et sépare ceux-ci de z. Donc V' C C(x)¢ et C(x)
est fermée.

Ainsi, pour montrer que C(x) est connexe, on suppose que ’on peut écrire C(z) = Fy U F; avec Fy et Fy des
traces de fermés de X (comme C(z) est fermée, Fy et F5 sont fermées dans X) et on montre que Fy ou F; est
vide. Comme X est compact, on peut trouver (d’apres le lemme [1)) un ouvert U D Fy tel que U N Fy = ). On
définit la frontiere QU := U N U® et on a alors U N C(z) = (). Donc, pour tout y € AU il existe un ouvermé
Gy 2 y tel que x ¢ G, et en particulier G, C C(z)°. On obtient alors un recouvrement ouvermé de OU :

ouc |J G, cc*

yedU

Or OU est fermée dans X qui est compact donc U est compact et on a :

ou c | J Gy, = G cCa)

i=1




La partie G est alors ouvermée. Posons V := U N G¢ = U N G¢ (car OU N G° = (}) qui est clairement ouvermé.
OnaC(z)NV =Cx)NUNG*=FiNG°® = F, car F; C C(z) C G°. Or, pour tout ouvermé H, ou bien x € H
donc C(z) C H et C(x) N H = C(x), oubien z ¢ H et C(x) N H = ). Donc Fy € {C(x),0} ce qui prouve que
C(z) est connexe et X est totalement séparé.

Preuve de (i) = (49¢) : Soit U un ouvert de X et soit x € U. On va construire un ouvermé V, tel que

xz €V, CUsibienque U = U Vz et donc X est de dim 0. Pour tout y € U¢, il existe V,;, un voisinage ouvermé

zcU
de z tel que y ¢ V,,. On obtient alors un recouvrement ouvert de U* :
(& (&
vee |J vy
yeUe

Or U¥€ est fermé dans X qui est compact donc U€ est compact et on a :
n
Uec|Jvy.
i=1

n
Ainsi, si on pose V,, := ﬂ Vy, C U, V, est bien un voisinage ouvermé de z. o]
i=1

1.2 Limite inverse dans la catégorie des espaces topologiques

Définition 1.2.1. Soit (I, <) un ensemble ordonné. On dit que I est filtrant & droite si pour tout ¢,j € I
il existe k € I tel que 4,5 < k.

Un systéme projectif (d’espaces topologiques) est la donnée d’espaces topologiques (X;);cr ou I est un
ensemble ordonné filtrant a droite et d'une application continue f; ; : X; — X; pour tout couple d’indices
(i,7) tel que i > j vérifiant :

Vi € I, fi,'i = idX,- et Vi 2] > k‘, fj,k‘ o fi,j = fi,k~

On notera alors (X;, f; ;)1 pour désigner un tel systeme.

J

Ezemple. Soit p un nombre premier. On prend I = N3 et pour tout entier n > 1 on prend X,, = Z/p"Z. On
munit Z/p"Z de la topologie quotient qui est alors la topologie discréte car Z est discret. Si n > m, on a p™|p™ et
donc 7, : Z — Z/p™Z induit une application continue

idpm : Z/p"Z — Z/p™L.

Il n’est pas difficile de voir la fonctorialité des id, ,, par propriété universelle du quotient et on obtient donc un
systéme projectif (Z/p"Z,idy m)N>1-

Définition 1.2.2. Soit (X, f; ;)1 un systéme projectif. Un cone sur (X, f; ;)1 est la donnée d'un espace
topologique Y et d’une application continue @; : Y — X; pour tout ¢ € I vérifiant :

Vi 2§, fijow= ;.

On notera alors (Y, ;) pour désigner un tel cone.

Le diagramme commutatif suivant représente un coéne (Y, ;)7 sur le systéme projectif (X, fi ;)1



Définition 1.2.3. Un morphisme de cones sur (X;, f; ;)1 de (Y1,¢;)r vers (Ya,1;)r est une application
continue g : Y7 — Y5 telle que pour tout i € I, ¥; o g = ;. On note alors ¢ : (Y1,0;)1 — (Ya,¥i)1 -

Le digramme commutatif suivant représente un morphisme de cones g : (Y1, ¢;)r — (Y2, ;).

Il n’est pas difficile de montrer que les identités des cones et les compositions de morphismes de cones sont des
morphismes de cénes. Ainsi, on peut construire la catégorie (A | X) des cones sur un systéme projectif (X, f; ;) 1.
Remarquons que si Z est un espace topologique, que (Y, ;) est un objet de (A ] X) et que g : Z — Y est une
application continue, alors (Z, ¢; o g); est aussi un objet de (A | X) et g devient automatiquement un morphisme
de cone.

Définition 1.2.4. Soit (X, f; ;)1 un systéme projectif. On dit qu'un cone (L, ¢;)r sur (X;, f; ;)1 est une
limite inverse de (X, fi ;)1 si (L, ;)1 est un objet final de (A | X). C’est & dire que pour tout cone (Y, ;)7
sur (Xj, fi )1 , il existe un unique morphisme de cones v : (Y, 9;)r = (L, ¢i)1-

La propriété universelle des limites inverses permet d’établir leur « unicité ». Plus précisément, deux limites
inverses d’un méme systéme projectif sont homéomorphes par 'unique morphisme de cdne existant entre elles (cf.
annexe [[1] ). De plus il suffit qu'un espace topologique soit homéomorphe & une limite inverse pour le munir d’une
structure de cone comme décrit dans le paragraphe précédent, faisant de lui aussi une limite inverse.

Ainsi, on peut parler de « la » limite inverse de systéme projectif et celle-ci peut toujours étre construite comme
suit.

Proposition 1.2.1. Soit (X;, f; j)1 un systéme projectif. La partie de l’espace produit HXi définie par
iel

].ngi = {(xl)GHXz VZ>,], fi,j(mi)zxj}

el iel
munie de la topologie induite et des restrictions des projections p; : HXZ' — X; est une limite inverse de

Gel
(X, fig)1-




Démonstration. Montrons que (@11 Xi,pi> , AVEC P;| 1= Py @Xi’ est bien un cone sur le systeme (X, f; ;) 1.
1€ I el
Soit x = (x)ker € im X; et i > j des éléments de 1. On a alors fij(x:i) = ; et donc f; ;o p;(x) = pj|(z).
il

Montrons maintenant la propriété universelle. On considére un autre céne (Y, p;)r, on doit construire une

application ¢ : Y — l'&nXi tel que le diagramme suivant commute pour tout ¢ > j :
i€l

2

/’,\\\

X;
fi,j

En particulier, on souhaite que p; o ¢ = ;. Or, par propriété universelle du produit, il existe une unique
application continue ¢ : Y — HXi telle que p; o ¢ = ;. Reste a vérifier que 'image de ¢ est contenue dans

i€l
lim X;. Soit y € Y et i > j dans I, on a fi;(pi(e(1)) = fi;(2i() = 05 (y) = p;(o(y)) car (Y, ;) est un cone
el
sur (Xiafi,j)P *

Ezemple. SiI'on reprend le systéme projectif (Z/p"Z,idy m)n,, dans I'exemple apres la définition sa limite
inverse est ’anneau des entier p-adique notée Z,. Un élément de Z, consiste alors en une suite ([an|)n>1 avec
[an] € Z/p™Z et telle que pour tout n > 1, on ait a, = an41 [p"].

Etudions maintenant les spécificités des limites inverses dans la catégorie des espaces topologiques.

Proposition 1.2.2. Soit (X5, f; ;)1 un systéme projectif. Si pour tout i € I, X; est séparé, alors l'&lXi est
el
fermée dans H Xi.
iel

C
Démonstration. Montrons que (1&1 Xi> est voisinage de tous ses points. On considére une suite (x;);er €
. el
(1&11 X,Lv) . Il existe alors r,s € I tels que © > s et f,o(x,) # xs. Or X, est séparé donc il existe des ouverts
i€l
US> frs(xr) et V 3z, de X tels que UNV = (). Par continuité de f, s en z,, il existe un ouvert U’ 3 z, de X,
tel que f, o(U') C U. Posons W :=U' xV x H X;. C’est un ouvert de HXi' 11 contient la suite (z;)ier
i€I\{r,s} i€l

(&

puisque z, € U’ et z, € V . Enfin, W C (@XO car si (y;)ies € W, on a y, € U, donc fr.o(y,) € U C V©
el

et ys € V, donc en particulier f, s(yr) # ys. <&

Corollaire 1.2.3. Soit (X;, f; ;)1 un systéme projectif. Si pour tout i € I, X; est compact, alors @Xi est
el
compacte.

Démonstration. D’apres le théoreme de Tikhonov, HXi est compact. De plus, X; est séparé pour tout ¢ € I,
iel

donc d’apres la proposition [1.2.2 I'&HXi est compacte car fermée dans un compact. o]

iel




Proposition 1.2.4. Soit (X;, fi ;)1 un systéme projectif d’espaces séparés. Soit (Y, @;)r un cone compact
sur (X, fij)1. St pour tout i € I, @; est surjective, alors Uapplication induite ¢ : Y — @Xi est surjective.
il

Démonstration. Soit (x;)cr € Jim X;. Montrons que o ({(xi)ier}) # 0. Pour cela, posons Y; := ¢ ({z;})
iel
pour tout ¢ € I, de telle maniere que
¢ ({(@ier)) = ﬂ Y.
iel
Comme ¢; est surjective, on sait que Y; # ) pour tout ¢ € I. De plus, comme X; est séparé, {z;} est fermé dans
X; et donc Y; est fermée dans Y par continuité de ;.

Remarquons maintenant que pour tout 4,5 € I, si ¢ > j, alors Y; C Y. En effet, si y € Y; et © > j, alors
0;(y) = fi,j(ei(y)) = fij(x:) = x; car (x;)ier € lim X;. On peut alors montrer que la famille (Y:)ier a ses

iel
intersections finies non vides. En effet, soit i1,--- ,4, € I. Comme I est filtrant a droite, il existe m € I tel que
m =i, - ,1i, et donc d’apres la remarque précédente, on a

0+£Y,, C rn]Yik.

k=1

Ainsi, par compacité de Y, on peut conclure que m Y; # 0. o]
iel

1.3 Espace profini

Définition 1.3.1. Un espace topologique est dit profini s’il est la limite inverse d’un systeme projectif
composé d’espaces finis discrets.

Le but de cette section est d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 1. Un espace topologique est profini si et seulement s’il est un espace de Stone. ]

Le sens direct de cette assertion est facile a prouver. Soit (X, f; ;)1 un systéme projectif d’espaces finis discrets.

Les X, sont discrets, donc totalement discontinus et donc @Xi I’est aussi comme partie de leur produit d’apres la
i€l

proposition [I.1.1} De plus, ils sont finis, donc compacts et donc @1 X, est compact d’apres le corollaire(1.2.3

i€l

Pour la réciproque, la stratégie est la suivante :

1 On associe & un espace topologique X un systéme projectif (X, fi ;)1 et des applications continues surjectives
7 + X — X; faisant de (X, ;) un cdne sur ce systéme.

2 On montre que si X est (quasi-)compact, alors les X; sont finis et discrets si bien que @Xi est profini (et
il
donc compact d’apres le sens direct).
3 On considere application induite 7 : X — I'&HXZ' qui est surjective si X est compact d’aprés la proposition
il
[[.2.4); fermée car entre un compact et un séparé et on montre qu’elle est injective si X est en plus totalement
discontinu.

Définition 1.3.2. Une relation d’équivalence p sur un espace topologique X est dite ouverte si les classes
d’équivalences modulo p sont ouvertes dans X. On note Ry l’ensemble des relations ouvertes sur X et
7, : X — X/p la surjection canonique.




Proposition 1.3.1. Soit X un espace topologique. On peut ordonner Rx avec la relation < définie comme
suit :
p=p evVreX, m,(z) Cmy(x).

L’ensemble ordonné (Rx,<) est alors filtrant a droite.

| Démonstration. Cf. annexem <

Soit p et p’ des relations ouvertes sur un espace topologique X telles que p > p’. Soit z,y € X tels que zpy. On
a alors x € my(z) = 7,(y) C 7y (y), done my(x) = 7y (y). Ainsi, L’application 7w, : X — X/p’ passe au quotient
en une unique application continue f, ,» : X/p — X/p’ faisant commuter le diagramme suivant :

T X T
RN

X/p oy X[p'

pip’

e s 5 . / 1 _ —
L’unicité nous permet d’affirmer que si p > p’ > p”, alors f, , = idx/, et fy pv 0 fp 0 = fp, €n observant que les
diagramme suivants commutent :

T X T X
X/p—g=X/p " -
dx/p
X/p X/p X/p"

Foup

fp/)p//

Ainsi, (X, m,)r, est un cone sur le systéme projectif (X/p, fo p )R-

2

Proposition 1.3.2. Si X est un espace quasi-compact, alors pour tout p € Rx, X/p est fini discret et

@ X/p est profini.
PER x

Démonstration. Si p est une relation ouverte sur X, les éléments de X/p sont des ouverts de X. Donc pour tout
AC X/p, on a

7T;1(A) = U U,

UcA

donc 7rp_1(A) est ouvert et A aussi par définition de la topologie quotient. Donc X/p est discret.

De plus, X/p est fini car les éléments de X/p forment un recouvrement en ouverts disjoint de X. Or, par la

propriété de Borel-Lebesgue, un tel recouvrement est nécessairement fini. o]

3 Soit X un espace de Stone et w: X — @1 X/p Vapplication continue surjective et fermée comme précisé au
PERx
début de cette section. Montrons que 7 est injective. Soit x,y € X deux éléments distincts. Comme X est un espace

de Stone, il est totalement séparé d’apres la proposition et il existe un voisinage ouvermé G de x ne contenant
pas y. On consideére la relation p telle que X/p = {G, G°}. Cette relation est ouverte car G et G sont ouverts dans
X. On a alors p, om(x) = m,(x) # 7,(y) = pp o w(y) donc w(x) # (y) et on a bien un homéomorphisme

m: X — lim X/p.
PER X




2 Caractérisation des compacts projectifs

2.1 Objet projectif et espace extrémement discontinu

Définition 2.1.1. Un espace compact X est dit projectif si pour toute application continue surjective
p: E — Q entre deux espaces compacts et pour toute application continue f : X — @Q il existe une
application continue f : X — F telle que le diagramme suivant commute :

E
7 "’¢
g

J

Remarque. La notion d’objet projectif se généralise a toute catégorie en remplacant les compacts par les objets
de la catégorie, les applications continues par les morphismes et les applications continues surjectives par les

épimorphismes.

FEzxzemples.

— Dans la catégorie des ensembles Ens, tout objet est projectif. En effet, si on considere le diagramme de la
définition précédente, on peut définir f en associant & tout x € X un élément de p~*({f(z)}) # 0.

— De méme, tout espace discret est projectif dans la catégorie des espaces topologiques Top et tout espace
discret fini est projectif dans la catégorie des espaces compacts.
Tout espace topologique projectif est en fait un rétracte d’un espace discret. En effet, si X est projectif, on
considere 'espace discret DX dont ’ensemble sous-jacent est X et on a le diagramme commutatif suivant :

DX

i:i;/ $
id
ldX
— Originellement, la notion d’objet projectif est une notion algébrique. On peut montrer que pour tout anneau

A, les A-module projectifs sont les facteurs directs de A-modules libres. Et de la méme maniére qu’on peut
montrer que tout facteur direct d’'un A-module projectif est projectif on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.1.1. Tout rétracte de compact projectif est un compact projectif. ]

Démonstration. Soit P un compact projectif et X un rétracte de P. Onnote i : X — Petm: P — X les
applications continues telles que m o i = idx. La topologie de X est a la fois la topologie induite de i et la
topologie quotient de 7 (¢f. annexe . Donc, X est séparé car homéomorphe & une partie de P qui l'est et
donc X est compact car c’est 'image continue de P par la rétraction.

Montrons que X est projectif en considérant une application surjective continue p : E — Q avec E et ()
compacts et une application continue f: X — ). Comme P est un compact projectif, il existe une application

continue fom: P — @ faisant commuter le diagramme suivant :

E
For
p
idx

Ainsi, on peut relever f en posant f = f/;_;r o1. o]

Les compacts projectifs sont étroitement liés aux espaces de Stone, plus précisément aux espaces compacts

extrémement discontinus.



Définition 2.1.2. Un espace topologique est extrémement discontinuﬂ si 'adhérence de toute partie ouverte
est elle-méme ouverte.

1. Ou encore extrémalement discontinu si l’on souhaite rester le plus fidéle possible au terme d’origine américaine « extre-
mally disconnected ».

FEzemples.

— Les espaces discrets sont extrémement discontinus. Plus étonnant peut-étre, les espaces munis de la topologie
grossiere sont a la fois connexes et extrémement discontinus.

— Les espaces munis de la topologie cofinie sont extrémement discontinus. Les espaces cofinis de cardinal infini
fournissent alors encore des exemples d’espaces connexes extrémement discontinus.

— La compactification de Stone-Cech d’un espace discret (cf. section | est extrémement discontinue.

Le lien avec les espaces de Stone ne saute pas aux yeux au premier abord. Pour I’établir, on aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 2. Soit X un espace extrémement discontinu et U,V C X des parties ouvertes. Si UNV =0, alors
unv=0.

Démonstration. SiUNV =0, alors U C V¢ et comme V est ouverte, on a U C V¢. On a alors V C U et de
2 -1 A
méme, comme U est ouverte en vertu de 'extréme discontinuité de X, ona VC U et donc UNV = (. o]

Proposition 2.1.2. Un espace séparé et extrémement discontinu est totalement séparé et donc totalement

discontinu (sic), cf. proposition .

Démonstration. Soit X un espace séparé et extrémement discontinu. Soit z,y € X deux points distincts. Comme
X est séparé, il existe des ouvert disjoints U > x et V 3 y. D’apres le lemme précédent, U et V sont aussi
disjoints et forment alors des voisinages ouvermés respectivement de = et de y.

Remarque. Ainsi, la catégorie des compacts extrémement discontinus forme une sous-catégorie de celle des espaces
de Stone si bien qu’on appelle aussi parfois ces espaces des espaces Stoniens.

2.2 Caractérisation de Gleason

Le prochain théoréme est dii a Gleason qui a mis en exergue 'extréme discontinuité des compacts projectifs.
Ainsi, il a montré 'existence de résolutions projectives dans la catégorie des espaces topologique de la méme maniere
qu’en algebre.

Théoréme 2 (Gleason). Un espace compact est un compact projectif si et seulement s’il est extrémement
discontinu.

Le sens direct de ce théoréme n’est pas difficile & démontrer. Le sens réciproque, lui, est beaucoup plus technique.
Ainsi, nous feront la preuve de ce théoréme en deux temps.

Proposition 2.2.1. Un compact projectif est extrémement discontinu.

Démonstration. Soit X un espace compact projectif. Soit U C X une partie ouverte, démontrons que U est aussi
ouverte. Dans I’espace produit compact X x{0, 1} (avec {0, 1} discret), on considere Y := (U¢ x {0})u(U x {1}).
Cette partie est fermée dans X x {0,1} car U est ouverte dans X, donc Y est compact. On note l'inclusion
canonique i : Y — X x {0,1} et la projection canonique p : X x {0,1} — X. Comme U°UU = X, 'application
poi:Y — X est surjective et comme X est projectif, on a le diagramme commutatif suivant :

Y

poi

X—X

idx

10



— — 1 —
Le but est de montrer que U =idx (U x {1}) car U x {1} est ouvermé dans Y. Pour cela, on remarque que

— — 1
poijux{1} est injective donc on a nécessairement idx (x) = (z,1) pour tout € U. Ainsi, U Cidx (U x {1})

P — —_— =1
et donc par continuité de idx, on a|U C idx (U X {1}) . De méme, poi\ﬁ“x{o} est injective donc on a néces-

o —c —c — -1 /—¢ — — -1 —
sairement idx (z) = (z,0) pour tout x € U . Ainsi,ona U~ C idx (U X {O}) donc |U Didy (U x {1})

ce qui nous permet de conclure. o]

Remarque. On n’a pas vraiment utilisé la compacité, si ce n’est en disant qu’un produit d’un compact par {0,1}
est compact et qu'une partie fermée d’un compact est compacte. En fait, cette preuve se généralise a énormément
de sous-catégories de Top comme le fait originellement Gleason dans son article.

Pour la réciproque, on va étudier le comportement des applications surjectives dont la surjectivité est minimale
en le sens suivant : toute restriction de 'application a une partie fermée du domaine n’est plus surjective. Par
exemple, on peut énoncer le résultat suivant :

Lemme 3. Soit K; et Ko, deux espaces compacts. Soit m : K1 — Ko une application continue surjective.

1l existe une partie compacte k C K telle que w(k) = Ka et pour toute partie F G k fermée dans k, on ait
’/T(F) 7é KQ.

Démonstration. Cf. annexe [Vl Comme tout bon résultat de minimalité/maximalité, la preuve utilise le lemme
de Zorn. o)

Lemme 4. Soit 7 : X — Y une application continue surjective telle que pour toute partie fermée F' & X,
w(F) #£Y. Alors, pour toute partie owverte U de X, on a

m(U) C m(Ue)e.

Démonstration. Si U est vide, alors 7(U) = () et 7(U¢)¢ = Y = (). Si U est non vide, on consideére y € w(U), un
ouvert V' 3 y et on montre que V Nw(U)¢ # () pour montrer qu’alors y € 7(U¢)°. Par continuité de 7, la partie
Una=(V) est ouverte dans X. De plus, elle est non vide car contient I'antécédent de y. Ainsi, (U N 7T_1(V))C
est un fermé strictement inclus dans X et donc par hypothese,

(N (v)) £Y.

Ainsi, on peut considérer § € 7 ((Uﬂﬂ'_l(V))c)c C w(U°)° et x € X tels que § = m(x). Nécessairement,
reUNnn Y(V), donc § € VNr(U) # D ce qui nous permet de conclure. &

Lemme 5. Soit X et Y des espaces compacts avec Y extrémement discontinu et soit 1 : X — Y une
application continue surjective telle que w(F) # Y pour toute partie fermée F G X. Alors, m est un
homéomorphisme.

Démonstration. Comme X et Y sont compacts, il suffit de montrer que 7 est injective pour conclure. Soit
x,y € X deux points distincts. Comme X est séparé, il existe des ouverts disjoints U 3 x et V' > y. Comme 7
est fermée, m(U°)¢ et w(V )¢ sont ouverts. De plus, ils sont disjoints par surjectivité de 7 :

(U Nw(Ve) = (n(U)Ur(V)) =rn(U°UV) =a(UNV)) =n(X)* =Y =0.

Or, Y est extrémement discontinu, donc d’aprés le lemme 2} w(U¢)¢ et 7w(V¢)¢ sont des ouverts disjoints. Or,
d’apres le lemme 4] 7(W) C 7(We)¢ pour W € {U, V}. On a donc nécessairement 7(z) # 7 (y). e

Proposition 2.2.2. Un compact extrémement discontinu est un compact projectif. ]

Démonstration. Soit X un espace compact extrémement discontinu. On se donne le diagramme de compacts
suivant :
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E

f

X
e
On pose K :={(z,e) € X x E | f(z) = w(e)} pour compléter le carré commutatif cartésien avec les projections

canoniques du produit :

PX|K T

KPS R
I

Comme @ est séparé, la partie K est fermée dans X x F (c¢f. annexe corollaire [VI.2]). Ainsi, comme X X F
est compact, K D’est aussi.

La surjectivité de 7 induit celle de px|x. Ainsi, en vertu du lemme (3] il existe un compact k C K tel que la
surjectivité de px |, : k — X soit minimale. Or, d’apres le lemme [5] comme X est extrémement discontinu, px
est un homéomorphisme et on a toujours le carré commutatif suivant :

PE|k

k—F
Px|k | T
X
e
On peut alors relever f en posant f = PEk Op)alk' o]

2.3 Compactification de Stone-Cech et caractérisation de Rainwater

Si ’on souhaite adopter un point de vue plus catégorique, on est tenté de caractériser les objets projectifs grace
aux rétractes d’objets libres de la méme maniére qu’en algébre (un objet libre étant un objet défini & partir d’un
foncteur adjoint & gauche d’un foncteur d’oubli). C’était en effet le cas pour les objets projectifs de Top puisque
le foncteur de discrétisation D : Ens — Top est adjoint a gauche du foncteur d’oubli U : Top — Ens. Ainsi, pour
trouver les compacts projectifs, on consideére le foncteur d’oubli V' : Comp — Top (o Comp est la catégorie des
espaces compacts). Puis l'on trouve un foncteur 8 : Top — Comp adjoint & gauche de V. Le foncteur 5o D sera
alors adjoint & gauche de U oV : Comp — Ens.

Le foncteur 3 est connu, c’est la compactification de Stone-Cech dont le détail de la construction est donné en

annexe [VII

Définition 2.3.1. Soit X un espace topologique. La compactification de Stone-Cech de X est un espace
compact X muni d’une application continue ex : X — X telle que ex(X) = BX vérifiant la propriété
universelle suivante : pour tout espace compact K et toute application continue f : X — K, il existe une
unique application continue Sf : fX — K faisant commuter le diagramme suivant :

X X 8x
P vﬂf
K

J

Remarque. La propriété universelle permet de prouver (de la méme maniére que dans Pannexe I'unicité de la
compactification de Stone-Cech a homéomorphisme pres.

Théoréme 3 (Rainwater). Un espace topologique est un compact projectif si et seulement s’il est un rétracte
de la compactification de Stone-Cech d’un espace discret.

Démonstration. Preuve du sens direct : Soit X un compact projectif. On consideére le discrétisé DX de X et on
applique la propriété universelle de la compactification de Stone-Cech pour obtenir le diagramme commutatif
suivant :
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DX —2X 8DX

S

X

La surjectivité¢ de Bid étant induite par celle de id, on peut relever I'application idx en une application continue
idx : X — DX telle que (fid) oidx = idx car X est projectif. Cela fait alors de X un rétracte de fDX.

Preuve de la réciproque : En vertu de la proposition @, il suffit de montrer que la compactification de
Stone-Cech d’un espace discret est un compact projectif. Soit D un espace topologique discret, considérons le
diagramme suivant avec E et () compacts :

D E
SEE
BD?Q

Comme D est discret, il est projectif dans Top donc il existe u : D — E complétant le carré commutatif :

D> F

- I

/BDT)Q

On applique alors la propriété universelle de la compactification de Stone-Cech & u pour obtenir le diagramme
suivant dont le carré et le triangle supérieur sont commutatifs :

D> F

o) e

ﬂDT)Q

On a alors mo (fu)oep = mou = foep. Donc wo (Bu) et f coincident sur ep(D) qui est dense dans SD.
Comme @ est séparé, on peut conclure que 7o (fu) = f (c¢f. annexe proposition . ]

3 Théoreme de représentation de Stone

3.1 Algebre de Boole, définitions et exemples

Les algebres de Boole forment le cadre dans lequel se sont historiquement développés les espaces de Stone. Il s’agit
avant tout d’une structure purement algébrique, introduite et étudiée en tant que telle durant tout le XIX¢ siecle.
Le théoréme de représentation de Stone (1936) apporte un nouveau regard sur cette structure : il permet de voir
ces algébres comme des objets de nature topologique.

Définition 3.1.1 (Version anneau). Une algébre de Boole (ou anneau de Boole) est un anneau unitaire
dont chaque élément est idempotent pour la multiplication, ce qui signifie que chaque élément est égal & son
carré.

Remarque. Un tel anneau est forcément commutatif puisque 'on a x4y = (z+¥)? = 22+y*+ry+yr = z+y+ay+yx

donc 2y + yx = 0 et vy = yx car —x = (—x)? = 22 = x (ce qui montre aussi qu’il est de caractéristique 1 ou 2).

On introduit sur toute algebre de Boole A la relation d’ordre < définie ainsi : pour tout (z,y) € A, z < y si et
seulement si xy = x. Toute paire d’éléments =,y de A admet pour < une borne inférieure z Ny = zy et une borne
supérieure Uy =z + y + xy.

Toute algebre de Boole est ainsi naturellement munie d’une structure de treillis, et il s’agit en fait d’une définition
équivalente de ces objets.
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Définition 3.1.2 (Version treillis). Une algébre de Boole est un treillis avec plus grand et plus petit éléments,
dont chacune des deux opérations de borne inférieure et de borne supérieure est distributive par rapport a
Pautre, et dont tout élément x posséde un complément (noté x°).

Remarque. Les plus grand et plus petit éléments de la définition précédente sont respectivement le neutre pour la
premiere et pour la seconde lois de A vu comme anneau, notés respectivement 0 et 1. Un complément d’un élément
x € A est un élément x¢ € A tel que x Uz =1 et x Nz = 0. En fait cet élément est unique et il s’agit de 1 + «.
On peut montrer qu’on a alors x +y = (x Ny°) U (z°Ny) = ((z Ny°)°N (z¢ Ny)¢)° pour tout z,y € A.

Par la suite, on utilisera a loisir et simultanément ces deux points de vue. Par exemple, on sera amené a utiliser
des (iso)morphismes d’algebres de Boole, qui sont évidemment les (iso)morphismes d’anneaux usuels associés au
point de vue de la premiére définition. En particulier, on dispose des lemmes suivant qui mettent a profit les deux
points de vue.

Lemme 6. Soient A et B deux algébres de Boole. Une application f: A — B est un morphisme d’anneaux
st et seulement st pour tout x,y € A, on a :

et pour cela, il suffit de vérifier les deux premiéres conditions.

Lemme 7. Soit A une algébre de Boole. Une partie B C A est un sous-anneau de A si et seulement si
1€ B et pour tout x,y € B, onaxNy € B et x° € B.

J

| Démonstration. Cf. annexe e

Ezemples. Un premier exemple naturel d’algébre de Boole est celui de 1'ensemble des parties P(E) d’un ensemble
donné FE. Ici, la relation d’ordre est la relation d’inclusion, la borne supérieure de deux ensembles est leur union,
leur borne inférieure est leur intersection, et les éléments neutres sont ’ensemble vide et I’ensemble tout entier.
Dans ce cas, la structure de treillis se visualise aisément a 'aide d’un diagramme de Hasse prenant cette forme
lorsque E = {z,y, z}.

{z,y,2}

N

{z,y} {z,2} {y, 2}

Un autre exemple serait celui de Panneau Z/27Z, pertinent autant pour sa simplicité que pour son interprétation
en logique (les valeurs de vérité Vrai/Faux). Cependant, une lectrice attentive ferait remarquer qu’il ne s’agit 1a
que d’un cas particulier du premier exemple : Z/27Z est isomorphe a ’algebre de Boole des parties d’un ensemble
a un seul élément. Noter que c’est la seule algebre de Boole qui soit un corps ou méme qui soit integre. En effet,
si A est une algeébre de Boole, on a pour tout = € A, z(z — 1) = 0, donc si A est intégre, z € {0,1}. Cela montre
de plus que le groupes des inversibles A* d’une algébre de Boole A est réduit a {1} puisque si « ¢ {0,1}, alors
1—az=2a°¢{1,0}.

Enfin, si on se donne un espace topologique X. L’ensemble OF(X) des ouvermés de X est une sous-algebre
de Boole de P(X) puisque les ouvermés sont stables par intersections finies et passage au complémentaire (cf.
lemme . On peut montrer qu’en général, ces algebres de Boole ne sont pas isomorphes a 1’algebre des parties d’un
ensemble (prendre par exemple OF(Q)).

14



3.2 L’espace de Stone associé a une algebre de Boole

Dans toute cette partie, A désignera une algebre de Boole.

Définition 3.2.1. On appelle espace de Stone de A, et on notera S(A), 'ensemble des morphismes d’al-
geébres de Boole de A vers {0,1}. On munit {0,1} de la topologie discréte, {0,1}4 de la topologie produit
et finalement S(A) de la topologie induite par celle de {0, 1}.

Proposition 3.2.1. L’espace de Stone d’une algébre de Boole S(A) est un espace de Stone.

Démonstration. On utilise la proposition : {0,1} est totalement discontinu, donc {0,1}* est totalement
discontinu, et donc S(.A) aussi.

On sait (Tykhonov) que {0,1}* est compact. Il suffit donc de montrer que S(A) est fermé dans {0,1}4
pour conclure. Montrons pour cela que S(A)° est ouvert, i.e. voisinage de tous ses points. Soit h € S(A)°.
L’application h n’est donc pas un morphisme d’anneaux et 'une au moins des deux premiéres conditions du
lemme [6] est mise en défaut. S'il existe z,y € A tels que h(zNy) # h(z) Nh(y), alors ensemble des applications
coincidant avec h sur {z Ny, x,y} est un voisinage ouvert (il s’agit d’un cylindre, voir définition suivante) de h
dans S(A)°. Pareillement, s’il existe € A tel que h(z°) # h(x)¢, alors 'ensemble des applications coincidant

avec h sur {z,z°} est un voisinage ouvert de h dans S(A)°. e

Définition 3.2.2. On appellera cylindre de {0,1}** 'ensemble des applications h € {0,1}* qui prennent
des valeurs données en un nombre fini de points de A donnés. Ainsi, le cylindre associé a (z1,...,z,) € A",
(€1,...,€n) € {0,137, est Q:= {h € {0,1}*|Vi € [1,n], h(x;) = &}

Par définition de la topologie produit, les cylindres forment une base d’ouverts de {0, 1}“4 et donc leurs
traces (les intersections de la forme QN S(A)) en forment une de S(A).

Par ailleurs, il se trouve que les ouvermés de S(A) sont exactement les traces des cylindres que 1'on vient
d’introduire.

Proposition 3.2.2. Soit Q C S(A) la trace d’un cylindre. Il existe x € A tel que Q = {h € S(A) | h(z) =1}
qui est fermé dans S(A) (son complémentaire est {h € S(A)|h(xz) = 0}).

Démonstration. Soit Q = {h € S(A)|Vi € [1,n], h(z;) = ¢;} comme dans la définition. Pour tout x;, on pose
y; = x; s h(z;) =1 et y; = f sinon (avec h € Q) de telle sorte que Q = {h € S(A)|Vi € [1,n], h(y;) = 1}. En
utilisant le fait que 'image d’une intersection finie par un morphisme est égale a 'intersection des images par
ce morphisme (lemme 6, condition (7)), on a pour tout h € S(A), h € Q si et seulement si h(()y;) = 1. Ainsi,

Q= {heSArNY) =1}

Proposition 3.2.3. L’ensemble des ouvermés de S(A) est exactement ’ensemble des traces des cylindres. ]

Démonstration. On a deja montré que les cylindres de S(.A) sont des ouvermés, montrons maintenant 'inclusion
réciproque. Soit G = |J{h € S(A)|h(x;) = 1} un ouvermé de S(A). Comme G est fermé, il est compact et on
peut supposer 1'union finie. Montrons que G = Q := {h € S(A) |h(Jz;) = 1}. D’abord, tout élément de G est
un morphisme qui prend la valeur 1 en au moins un des z;, et par croissance (lemme 6, (iv)) un tel morphisme
prend donc aussi la valeur 1 en | Jz;. Donc G C Q. D’autre part, un morphisme qui n’est pas dans G vaut 0
en chacun des z;, et vaut donc nécessairement 0 en |Jz; (lemme 6, (iii)), donc n’appartient pas a Q. Donc

Qca. 2]
Remarque. En fait, les démonstrations de ces propositions sont duales I'une de I’autre et proviennent toutes deux

du fait que 'application qui & un élément x € A associe {h € S(A)|h(x) = 1} est un morphisme d’algebres de
Boole (cf. théoréme [4)).
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3.3 Fonctorialité et équivalence

L’espace de Stone S(A) associé a I’algébre de Boole A permet en fait de définir un foncteur entre la catégorie
Boole des algebres de Boole et la catégorie Stone des espaces de Stone.

Proposition 3.3.1. Soit f : A — B un morphisme d’algébres de Boole. On note Sf : S(B) — S(A)
Uapplication qui a un morphisme h : B — {0,1} associe h o f. L’application Sf est continue et induit un
foncteur contravariant S : Boole — Stone.

Démonstration. Comme les ouvermés de S(A) forment une base de S(A), il suffit de montrer que pour tout
ouvermé G de S(A), (Sf)~1(G) est ouvert dans S(B). Or, d’apres les propositions précédentes, il existe x € A
tel que G = {h € S(A)|h(z) =1} et on a alors (Sf)~}G) = {h € S(B) | h(f(z)) = 1} qui est ouver(mé) dans
S(B).

Pour la fonctorialité, on a évidemment h oid4 = h pour tout h € A donc Sid4 = idg(4) et si on se donne
des morphismes d’algebres de Boole f: A — Bet g: B — C, on a pour tout h € S(C), (hog)o f=ho(gof),
donc SfoSg=S(go f).

De méme pour l'algebre de Boole OF (X)) des ouvermés d’un espace topologique X introduite dans les exemples
de la partie (3.1} on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit f : X — Y une application continue. On note OF(f) : OF(Y) — OF(X)
Vapplication qui a un ouvermé G de Y associe f~1(G). L’application OF(f) est un morphisme d’algébres
de Boole et induit un foncteur contravariant OF : Stone — Boole.

Démonstration. La continuité de f montre que OF(f) est bien définie. Le fait que ce soit un morphisme
d’algebres de Boole provient des régularités connues de I'image réciproque : pour tout ouvermés G et G’ de Y,
ona fTHGNG) = fHG) N fYUG) et f71(G) = f~1(G). Pour la fonctorialité, on vérifie facilement que
id, (@) =G et f (g7 (GQ)) = (go f)~1(G) pour toute application continue f: X — Y et g: Y — Z et tout
ouvermé G de Z. <

Remarque. On peut réutiliser les arguments de cette démonstration pour montrer que l'algebre des parties d’un
ensemble forme un foncteur P : Ens — Boole et le foncteur OF est un sous-foncteur de PoU ou U : Stone — Ens
est le foncteur d’oubli.

Ces foncteurs forment alors une anti-équivalence de catégories entre Boole et Stone.

Théoréme 4. Soit A une algébre de Boole. On pose @4 : A — OF(S(A)) Uapplication qui d un élément
a € A associe pa(a) = {h € S(A)|h(a) = 1}. Cette application est un isomorphisme naturel d’algébres de
Boole.

Démonstration. Montrons d’abord que ¢ 4 est un morphisme d’algebres de Boole. Soit h € S(A) et 2,y € A. On
a h(x) =1 si et seulement si h(x¢) # 1 et h(zNy) = 1 si et seulement si h(z) = h(y) = 1, donc p4(z¢) = pa(x)©
et pa(zNy) = palz) Npaly).

On sait que ce morphisme est surjectif d’apres les propositions et Montrons donc que @4 est
injectif. Soit € A\ {0}, montrons que g 4(x) # 0. Si x = 1, alors pa(x) = S(A). Sinon, on considére (x°)
I'idéal engendré par ¢ # 0. Comme z # 0, on a ¢ ¢ A* = {1} (cf. exemples de la partie[3.1)). Donc (x¢) # (1)
et (x°) est un idéal propre de A. Ainsi, d’aprés le théoréeme de Krull, on peut considére un idéal maximal M
contenant (z¢). Le quotient .4/ M est alors un corps de Boole (I'idempotence passe au quotient), nécessairement
isomorphe & {0,1} d’apres ce qui a été dit dans les exemples de la partie Ainsi, si on note 7 : A — {0,1}
le morphisme de passage au quotient, on a m(x) =1 et m € p 4(z). Ainsi, le noyau de ¢ 4 est trivial et on a un
isomorphisme

o4: A—>O0F(S(A)).
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Reste a montrer que cet isomorphisme est naturel, c’est a dire que si 'on se donne un morphisme d’algebres
de Boole f: A — B, le diagramme suivant commute :

1
OF(S(A) 557, 0F (5(B))

Cela a en fait été déja fait lorsque 'on a démontré que Sf : S(B) — S(A) est continue. En effet, on a vu que
pour tout z € A, on a (Sf)"1({h € S(A) | h(z) =1}) = {h € S(B) | h(f(x)) = 1}. Donc avec nos notations, on

a (Sf)"H(pa(@)) = @s(f(x)), ou encore OF(Sf) o pa(x) = ¢5 o f(x). %

Remarque. On a ainsi démontré que toute algébre de Boole A est isomorphe & une sous-algebre de P(S(A)). On
appelle cette derniere « la complétion » de A.

On peut montrer un résultat similaire dans Stone pour conclure alors a ’anti-équivalence.

Théoréme 5. Soit X un espace de Stone. Pour tout x € X, on désigne par x (x) Uapplication de OF(X)
vers {0,1} walant 1 pour les ouvermés qui contiennent x et 0 pour les autres. ¥x(x) est un morphisme
d’algébres de Boole et ¥x : X — S(OF(X)) est un homéomorphisme naturel.

Démonstration. 1x(x) est un morphisme d’algebres de Boole : Soit G,G' C X deux ouvermés. On vérifie

facilement que ¥ix ()(G N G) = (x (0)(G)) - (Ux (@) () et que Y (2)(GF) = 1 — Y ()(G).

Yx est continue : S(OF(X)) est une partie de I'espace produit {0,1}°F(X) et on peut donc prouver la
continuité de 1x en montrant la continuité de ses composantes. On note pg : {0, 1}°FX) — {0, 1} la projection
de la composante en I'ouvermé G. On a (pg o ¥x) t({1}) = {z € X |z € G} = G qui est ouvermé et donc
(pc o ¥x)1({0}) = G¢ est aussi ouvert. Ainsi, pour tout ouvermé G, pg o ¥x est continue et donc 1x 'est
aussi.

¥x est bijective : Pour l'injectivité, si x et y sont deux points distincts, comme X est totalement séparé,
on peut trouver un ouvermé G qui contient x mais pas y. On a alors ¥x(2)(G) = 1 et ¥x(y)(G) = 0 et donc
x () # ¥x(y). Pour la surjectivité, si h : OF(X) — {0,1} est un morphisme d’algebres de Boole, on considére
I’ensemble suivant :
N ¢

Geh—1({1})

Les sous-intersections finies de I'intersection ci-dessus ne sont pas vides. En effet, comme h est un morphisme
d’algebres de Boole, si Gy,...,Gp, € h™1({1}), on a NG; € OF(X) et h(NG;) = [[h(G;) = 1. Or, h(0) =0
et donc (| G; # (). Ainsi, par compacité de X, I'intersection totale est non vide et si on considére un élément x
de cette intersection, on a h = ¢x(x). En effet, d’une part si h(G) =1, alors z € G et ¢¥x(z)(G) = 1. D’autre
part, si h(G) = 0, alors h(G¢) = 1, donc x € G¢ d’apres ce qui précede et x (z)(G) = 0.

Ainsi, ¥ x est une bijection continue entre deux compact, donc nécessairement fermée et on a un homéomor-
phisme

UYx 1 X —= OF(S(X)).

1) est une transformation naturelle : On veut montrer que la diagramme suivant commute :

)J/( 1/
S(OF(f))
Soit G un ouvermé de Y. On a S(OF(f))(¥x(2))(G) = vx(z) o OF(f)(G) = ¢¥x(z ( H@G)) = 1siet
seulement si x € f~1(G) si et seulement si f(x) € G si et seulement si Yy (f(x ))( ) = 1. On a donc bien
Yy o f = S(OF(f))cx. &
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Annexes

I Espace 7, et lemme d’Urysohn

Définition I.1. Un espace topologique X est T} si pour tout couple de fermés disjoints Fp et Fy, il existe
des ouverts U D Fy et V D Fy qui sont disjoints. En particulier U C F{°.

Proposition I.1. Tout espace compact est Ty.

J

Démonstration. Montrons d’abord que 1’on peut séparer les points des fermés par des ouverts. Soit x € X et F
un fermé de X ne contenant pas z. Soit y € . Comme X est compact, il est séparé et on peut considérer des

ouverts Uy, 3 x et V, > y d’intersection vide. On a alors F' C U Vy. Or F est fermé dans X qui est compact
yeF

donc F' est compact et F' C U Vy, =: V. En posant alors U := ﬂ Uy,, on a U ouvert, x € U, FF C V et
i=1 =1
unv =40.

Maintenant, si on revient a Fj et F5, on considere pour tout & € Fj des ouverts U, 2 z et V, D Fy
n

d’intersection vide. On a alors F; C U U, or F| est compact car fermé dans X, donc F} C U Ug, = U.
zeF i=1

n
Ainsi, onaV::ﬂVIi ouvert, iy CU, Fb, CVetUNV =0. o]

i=1

Proposition 1.2 (Lemme d’Urysohn). Soit X un espace topologique Ty. Soit Fy et F' des parties non vides,
disjointes et fermées de X. Alors, il existe une application continue f : X — [0,1] telle que fip, = 0 et

fIF/ = 1.

Démonstration. Comme X est Ty, il existe un ouvert U/, tel que
Fy C U1/2 - U1/2 C F'¢=: Us.

On pose alors F, := Uyy,. Par récurrence, si on a construit pour ¢ < j € [0, 1] un fermé F; et un ouvert U; D Fj,
on sait qu'il existe (X est T4) un ouvert Un+,y, tel que

F; CUG+iys C Udriyge =t Flivgy, C Uj.

Ainsi, on a défini des ouverts et des fermés U; et F; pour tout ¢ € DN]0,1[ (en plus de Fy et Up) ot D est
I’ensemble des nombres dyadiques qui est dense dans R. On a pour tout ¢ < j dans DN]0, 1] :

F()CU¢CFZ'CUJ‘CF]'CU1.

On pose pour tout z € X, f(z) := inf{i € DN]0,1]|x € U;} U {1}. On peut alors montrer deux choses pour
tout x € X et d € DNJ0, 1] :

(i) Six € Fy, alors f(x)

d.
(#9) Siz ¢ Uy, alors f(z) > d.

VoA

Pour (i), si « € Fy, alors € U; pour tout ¢ > d dans D. Or, pour tout € > 0 il existe i € D tel que
d<i<d+e Onaalors f(z) <i<d+e car z € U;. Donc, en faisant tendre & vers 0, on sait que f(z) < d.

Pour (i), si « ¢ Uy, alors « ¢ U; pour tout ¢ < d dans D. Ainsi, si « € U;, alors i > d, donc f(z) > d par
définition de f.

Montrons que f est continue et prend les valeurs souhaitées en Fy et en F”.

18



f est continue sur f~({0}) et constante égale & 0 sur Fy : Soit z € Fy. Pour tout i € DNJ0,1], on a Fy C U;
et en particulier z € U;, donc f(z) = 0. Soit z € f~1({0}), e > 0 et d € D tel que

flz)=0<d<e<1.

Siy e Uy C Fy, alors f(y) < d (d’aprés (2)), done f(Uy) C [0,d] C [0,e]. Dong, f est continue en x.

f est continue sur f~!({1}) et constante égale & 1 sur F” : Soit z € F’' = UF. Pour tout i € DNJ]0, 1], on a
U C UF et en particulier x ¢ U;, donc f(x) = 1. Soit z € f~1({1}), ¢ > 0 et d € D tel que

0< f(z)—e<d<1l= f(x).

Siy ¢ Fq D Ug, alors f(y) > d (d’apres (i1)), donc f(F,°) C [d,1] C [, 1]. Donc, f est continue en z.

f est continue sur f~1(]0,1[) : Soit z € X, & > 0 et dy,d2 € D tels que

0< flx)—e<di < f(z) <da < f(zx)+e<1.

Comme d; < f(z) < dg, on sait que z ¢ Fy, par (i) et que z € Uy, par (ii). Et de méme que précédemment,
f(Ugy \ Fa,) C [d1,d2] C [f(z) —€, f(x) + €], donc f est continue en z. 2]

IT Unicité des limites inverses

Proposition IL.1. Soit (X;, fi ;)1 un systéme projectif. Les limites inverses de (X, f; ;)1 sont homéo-
morphes par un unique isomorphisme de cones possible.

Démonstration. Soit L et L' deux limites inverses. Par propriété universelle des limites inverses, il existe un
unique morphisme de cénes u : L — L’ et un unique autre v : L’ — L. Or, par propriété universelle, le seul
endomorphisme de L (resp. L’) est idy, (resp. idz/). Ainsi, u et v sont des isomorphismes de cdnes réciproques

entre L et L.

En fait, on peut refaire cette démonstration pour montrer plus généralement qu’un objet final (ou initial) d’une
catégorie est unique a isomorphisme pres.

ITIT Relation d’ordre filtrant a droite sur Ry

Proposition ITI.1. Soit X un espace topologique et Rx [’ensemble des relations ouvertes sur X. On peut
ordonner Rx avec la relation < définie comme suit :

p=p eVreX, m,(x) Cmy(x).

L’ensemble ordonné (Rx,<) est alors filtrant a droite.

Démonstration. Tout vient du fait que ’ensemble des parties de X est un ensemble ordonné filtrant a gauche
par l'inclusion. Explicitons le caracteére filtrant & droite de Rx. Soit p,p’ € Rx. On pose p N p’, la relation
d’équivalence sur X telle que pour tout x € X, on ait

Tpnp () = mp(x) Ny ().

Plus explicitement, on a pour tout x,y € X, z(p N p')y si et seulement si zpy et xp'y. Cette relation est
ouverte car ses classes d’équivalence associées sont des intersections finies d’ouverts. Enfin, on a évidemment

pNp =p,p.

IV Topologie des rétractes

Proposition IV.1. Soit Y et X des espaces topologiques. Considérons des applications continuesi: Y — X
et m: X — Y telles que moi =idy faisant de Y un rétracte de X. Une partie U C Y est ouverte dans Y
si et seulement si i(U) est ouverte dans X, si et seulement si 7=*(U) est ouverte dans X .
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Démonstration. Soit U C Y. Si U est ouverte, alors =1 (U) est ouverte par continuité de . De plus, comme
moi=1idy et que i est injective, on sait que m;(y) est la réciproque de la corestriction de ¢ & son image. Donc
par continuité de 7, on sait que 4 est une application ouverte et que ¢(U) est ouverte dans X.

Réciproquement, si i(U) est ouverte dans X, alors U = i~!(i(U)) est ouverte dans Y par continuité de i. Si

7= 1(U) est ouverte dans X, alors par continuité de i, on sait que i~ (7~ (U)) = idy, ' (U) = U est ouverte dans

Y. o]

V Existence de domaines compacts recouvrants minimaux

Définition V.1. Soit (£, <) un ensemble ordonné.
Une chaine de & est une partie de £ totalement ordonnée lorsqu’elle est ordonnée par <.
Un majorant d’une partie F C & est un élément = € £ tel que y < x pour tout y € F.

Un élément mazimal de &€ est un élément de & tel qu’il n’existe aucun autre élément de £ qui lui soit
supérieur.

On dit que &€ est inductif si toute ses chaines admettent un majorant.

Proposition V.1 (Lemme de Zorn). Tout ensemble inductif admet un élément mazimal.

| Démonstration. Admis. o)

Proposition V.2. Soit Ki et Ko deux espaces compacts. Soit m : K1 — Ko une application continue
surjective. Il existe une partie compacte k C K telle que w(k) = Ko et pour toute partie F G k fermée dans
k, on ait 7(F) # K.

Démonstration. On pose £ ={F C K; | F fermée, n(F) = K3} que 'on ordonne par O ('ordre inverse de C).
Il s’agit de montrer que (€, D) est inductif pour en déduire l'existence d’une partie compacte k vérifiant ce que
I’on souhaite par le lemme de Zorn.

Soit C une chaine de £. Il faut montrer que ﬂ F est un élément de £ pour conclure qu’il est un majorant
FeC
de C puisque F' D ﬂ F pour tout F € C. Evidemment, ﬂ F est une partie fermée de K car intersection de

FecC FecC
fermés de K.

Si K3 est vide, I’énoncé est trivial donc supposons Ky # (). Dés lors, tous les éléments de C sont non vides car
leurs cardinaux sont supérieurs a celui de K5. Remarquons que si on considére une partie finie {F} C --- C F,}
de C, on a pour tout y € Ko,

n
T {yH N F=r"{y)nF #0
i=1
et 71({y}) est un fermé non vide de K; par surjectivité et continuité de 7 et car {y} est fermé dans K,. Ainsi,

par compacité de K71, on sait que 7~ ({y}) N ﬂ F est non vide pour tout y € Ks. Donc, 7 ﬂ F|=Ksyet
Fec FeC

N Fec. o]

FeC

Remarque. Dans cette preuve, nous n’avons pas vraiment utilisé le fait que Ko est compact mais uniquement le
fait que les singletons y sont fermés. Ainsi, ce résultat se généralise dans le cas ot K5 est un espace de Fréchet.
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VI Epimorphismes non surjectifs dans la catégorie des espaces séparés

Proposition VI.1. Soit X un espace topologique. L’espace X est séparé si et seulement si sa diagonale
Ax :={(z,y) € X x X | y =z} est fermée dans X x X.

Démonstration. Supposons que X est séparé. Montrons que (Ax )¢ est ouvert en montrant qu'’il est voisinage
de tous ses points. Soit (z,y) € (Ax)¢ i.e z # y. Comme X est séparé, il existe des ouverts disjoints U > x et
V 3y.Onaalors (Ax)* DU x V 3 (z,y) ouvert dans X x X.

Réciproquement, supposons Ax fermé dans X x X et considérons z,y € X deux points distincts. Des lors,
(z,y) € (Ax)® qui est ouvert. Par définition de la topologie produit, on a (Ax)¢ = U U; x V; avec U; et V;
iel
des ouverts de X pour tout i € I. Il existe alors ¢ € I tel que (z,y) € U; x V; C (Ax)¢. Donc z € U;, y € V; et
UinV;=0.

Corollaire V1.2. Soit XY, Z des espaces topologiques et considérons des applications continues f : X — Z
et g:Y — Z. Si Z est séparé alors le produit fibré X xz Y := {(z,y) € X xY | f(z) = g(y)} est fermé
dans l’espace produit X XY .

Démonstration. Par propriété universelle du produit, les applications continues f et g induisent une application
continue f x g: X x Y — Z x Z avec (f x g)(z,y) = (f(x),9(y)). On a alors X xz Y = (f x g)"}(Az). Or,
si Z est séparé, Ay est fermé dans Z x Z en vertu de la proposition précédente donc X Xz Y est fermé dans
X xY.

Dans le cas Y = X, 'homéomorphisme canonique dx : X — Ax (qui & = associe (z,x)) permet d’obtenir le
résultat suivant :

Proposition VI.3. Soit X un espace topologique, Z un espace séparé et f,g : X — Z, deuz application
continues. S’il existe une partie dense de X sur laquelle f et g coincident, alors f = g.

Démonstration. En vertu du corollaire précédent, (X x z X)NAx est fermé dans Ax. Donc 65 ' (X xz X)NAx)
est fermé dans X. Or, 65" ((X xz X)NAx) = {z € X|f(z) = g(z)} contient par hypothése une partie D

dense dans X. On a donc X =D C {z € X | f(z) = g(x)}. o]

Ceci permet de montrer que si h: Y — X est d’image dense dans X, alors on a
foh=goh=f=g.

Donc, dans la catégorie des espaces séparés, les applications a image dense dans I’espace d’arrivé sont des épimor-
phismes (la réciproque est en fait aussi vraie).

VII Construction de la « compactification » de Stone-Cech

Soit X un espace topologique. On note C I’ensemble des applications continues de X vers [0, 1]. Soit € X, on
note ev(z) la suite (f(x))sec € [0,1]¢. Si on munit [0, 1]¢ de la topologie produit, 'application ev : X — [0, 1]¢ est
évidemment continue puisque pour tout f € C, on a py o ev = f qui est continue.

Définition VIL.1. On définit par fX := ev(X) C [0,1]¢ le compactifié de Stone-Cech de X et par ex =
evlPX 1 X — BX sa compactification de Stone-Cech.

L’espace BX est bien compact car fermé dans [0,1]¢ qui I'est par le théoréme de Tychonov. De plus, I'image
de X par ex est dense dans X par construction. Par contre, 'application ex ne forme pas forcément un ho-
méomorphisme entre X et son image dans X (il se peut qu’elle ne soit méme pas injective), donc le terme
de « compactification » est un peu abusif dans ce cadre général. Par contre, si X est compact, la situation est
évidemment meilleure

Proposition VII.1. Si X est compact, alors ex : X — BX est un homéomorphisme. ]
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Démonstration. On sait que ex est continue. On voit facilement qu’elle est fermée puisque X est compact et
BX est séparé. Comme 'image de X par ex est dense dans SX, cela montre aussi que ex est surjective. Reste
donc & montrer que ex est injective. Or, comme X est compact, il est Ty (Cf. Annexe [[] proposition [[.1)) et par le
lemme d’Urysohn (Cf. Annexe , pour tout z,y € X distincts, il existe une fonction continue f : X — [0, 1] tel
que f(z) =0et f(y) =1 (les singletons sont fermés car X est séparé). On a alors pr(ex(z)) = f(z) # f(y)

plex(y)) donc ex(x) # ex(y)-

t o 3

On cherche maintenant & établir la propriété universelle de la compactification de Stone-Cech.

Proposition VII.2. Soit X un espace topologique, K un espace compact et f : X — K une application
continue. Il existe une unique application continue Sf : BX — K faisant commuter le diagramme suivant :

X X Bx
f Vﬁf
K

Démonstration. Si K = [0,1], alors f € C et on a nécessairement pr(ex(z)) = f(z) = Sf(ex(x)), donc Bf
doit coincider avec py sur I'image de X par ex. Comme §f doit aussi étre continue et I'image de X par ex est
dense dans X, le seul choix possible pour Sf (d’apres la proposition [VL.3) est ps qui fait bien commuter le
diagramme.

Si K = [0,1]! ou I est un ensemble quelconque, alors pour tout i € I, on a le diagramme commutatif suivant :

X8
\ &(zzw)
J
[0,

I
5 0.1]
Dong, si on a Bf oex = f, alors p; o Bf o ex = B(p; o f) o ex. Donc, toujours grace a la proposition [VL.3]
p; o Bf = B(p; o f), pour tout i € I. Ainsi, par propriété universelle du produit, on doit nécessairement poser
Bf = H B(pio f) et on a bien Sf o ex = f aussi par propriété universelle du produit.
iel

X
1

Enfin, si K est un compact quelconque, d’aprés la proposition précédente, on sait que ex : K — 3K C [0, 1)}
(ot I est 'ensemble des application continues de K dans [0, 1]) est un homéomorphisme. On a alors le diagramme

commutatif suivant :
X £ 8Xx
B(exof)
N

K —=BPK

Ainsi, par le méme argument qu’au paragraphe précédent, on a nécessairement ex o Sf = B(ex o f). On doit
donc poser Sf := 61;1 o fB(ex o f) et il est clair que ce choix fonctionne.

On a alors construit un foncteur 8 : Top — Comp (ot Top est la catégorie des espaces topologiques et Comp
est la catégorie des espaces compacts). En effet, si on a une application continue f : X — Y quelconque, on définit
Bf := B(ey o f) I'unique application continue de X vers BY faisant commuter le diagramme suivant :

x-toy
exi iey

ﬂXﬁﬂY

Or, pour tout espace topologique X, on a le diagramme commutatif évident suivant :
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idx

X —X

x| [ex

BX — pX
idgx
Donc 61(1)( = ld@X
Maintenant, si on a des applications continues f : X — Y et g : Y — Z. Alors, on a le diagramme commutatif
suivant :

x—t .y .7

px Bf pY Bg bz

Donc (g o f) = Bgo Bf.

Si on note le foncteur d’oubli U : Comp — Top, alors la propriété universelle de compactification de Stone-Cech
donne une bijection Bx,x : Homrop (X, UK) — Homcomp (68X, K).

Proposition VIL.3. La bijection Bx, k : Homrop(X,UK) — Homcomp (86X, K) est naturelle. Plus explici-
tement, on a le diagramme commutatif suivant pour toute application continue f: X' — X et g: K — K'.

Hom(f,U
Homop(X, UK) — 229 K omtpen (X, UK)

BX,K\L iﬁxl,x/

Homcomp (6X, K) T Homcomp (BX', K')

Donc B : Top — Comp est un adjoint a gauche de U : Comp — Top.

Démonstration. Soit h : X — K une application continue. Montrons que g o Sx x(h) o 8f = Bx’ k/(goho f).
On a par définition de 3 et de Bx k le diagramme commutatif suivant :

x—tox g
€x/ ex
Bx,k (h)
X' —— X
X' — 8
Donc en particulier, on a le sous-diagramme commutatif suivant :
X/ gohof K’
ex’
oBx,k (h)oBf
X'
D’ou I'égalité recherchée. 2]
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VIII Caractérisation des morphismes d’algebres de Boole et des sous-algebres de
Boole

Proposition VIIIL.1. Soient A et B deuz algébres de Boole. Une application f : A — B est un morphisme
d’anneaux si et seulement si pour tout x,y € A, on a :

(@) flzny) = f(z)N f(y)
(@) f(z€) = f(2)°
(#ii) f(xUy) = f(z) U f(y)
(iv) x <y = f(z) < f(y)

et pour cela, il suffit de vérifier les deux premiéres conditions.

J

Démonstration. On commence par montrer que si f est un morphisme d’anneaux, alors les conditions (i) & (44)
sont vérifiées. La premiere relation est contenue dans la définition d’'un morphisme d’anneaux. La deuxiéme se
rééerit : f(14x) = 1+ f(x) et résulte donc du fait que, par définition, f est additive et f(1) = 1. Pour la troisiéme,
on utilise les lois de de Morgan et les points (i) et (i¢) : f(zUy) = f((z°Ny°)°) = (f(@)°Nf(y)°)° = f(z)U f(y).
Enfin, la derniére relation résulte de la multiplicité de f : si xy = z, alors on a bien f(z)f(y) = f(x).

Pour ce qui est de la réciproque, on montre que les conditions (7) et (i7) seules sont déja suffisantes. En effet,
en supposant ces deux conditions vérifiées par f, on a pour tout x,y € A

flzy) = flxny) = f(z)N fly) = f(z)f(y)

et
fle+y)=F (@ Ny n@ny))) = ((fl@) N fy) N @) N fy)))° = fz)+ f(y)

)N
On en déduit immédiatement f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) et donc f(0) = 0, puis
f(1) = f(0°) = f(0)° =0° = 1.
°

Proposition VIII.2. Soit A une algébre de Boole. Une partie B C A est un sous-anneau de A si et
seulement si 1 € B et pour tout x,y € B, on ax Ny € B et x° € B.

Démonstration. Soit B une partie de A contenant 1 et stable par multiplication, ou de manieére équivalente, par
intersection. Si B est aussi stable par addition et z € B, alors ¢ = 1+ € B. Réciproquement, si cette derniére
propriété est satisfaite et si x,y € B, alors x +y = ((z°Ny)° N (z Ny°))° € B.
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