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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau

Eléments premiers et irréductible.

Pgcd et ppcm
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau

Eléments premiers et irréductible.

Pgcd et ppcm

Tout les anneaux seront intégres. Soit A un anneau.
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau

Eléments premiers et irréductible.

Pgcd et ppcm

Tout les anneaux seront intégres. Soit A un anneau.

Définition (premier)

Un élément p non nul non inversible de A est dit premier si :

Va,b € A, plab = plaou p|b
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau

Eléments premiers et irréductible.

Pgcd et ppcm

Tout les anneaux seront intégres. Soit A un anneau.

Définition (premier)

Un élément p non nul non inversible de A est dit premier si :
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Définition (irréductible)

Un élément p non nul non inversible de A est dit irréductible si :

Va,be A (p=ab=ac A% ou be A¥)
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau ,
Eléments premiers et irréductible.
Pgcd et ppcm

Proposition

premier = irréductible.
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau ,
Eléments premiers et irréductible.
Pgcd et ppcm

Proposition

premier = irréductible.

Dans Z[v/—5], 2 est irréductible mais pas premier. En effet
23=6=(1++v/=5)(1—v=5). Or 2 (1+=5).
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Propriétés arithmétiques des éléments d'un anneau
Eléments premiers et irréductible

Pgcd et ppcm

Définition (Pgcd et ppc

Soientas, ..., a, dans A :

1. d € A est un plus grand commun diviseur de ay, ..., a, si d
satisfait :
o d est un diviseur commun a ay, ..., a,.
o si d’ € A est un autre diviseur commun a ay, ..., a, alors d’|d.
2. m € A est un plus petit commun multiple de as, ...,a, si m
satisfait :
e m est un multiple commun a ay, ..., a,.
o si m’ € A est un autre multiple commun a ay, ..., a, alors m|m’.
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Anneaux a pgcd
Anneaux factoriels et de Bé
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Anneaux a pgcd
Ann f i
Ann
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Définition (Anneau a pged)

A est un anneau a pgcd si et seulement si tout couple d'éléments
de A admet un pgcd.
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1ot P A a
Anneaux de I'arithmétique A::eaux a pgcc_I

Définition (Anneau a pged)
A est un anneau a pgcd si et seulement si tout couple d'éléments
de A admet un pgcd.

Si A est un anneau a pgcd.
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1ot P A a
Anneaux de I'arithmétique A::eaux a pgcc_I

Définition (Anneau a pged)
A est un anneau a pgcd si et seulement si tout couple d'éléments
de A admet un pgcd.

Si A est un anneau a pgcd.

Théoreme (Lemme de Gauss)

Pour tout a, b et ¢ dans A tels que a et b sont premiers entre eux.
albc = alc.
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Définition (Anneau a pged)
A est un anneau a pgcd si et seulement si tout couple d'éléments
de A admet un pgcd.

Si A est un anneau a pgcd.

Théoreme (Lemme de Gauss)

Pour tout a, b et ¢ dans A tels que a et b sont premiers entre eux.
albc = alc.

Théoreme (Lemme d'Euclide)

Tout élément irréductible de A est premier.
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Anneaux a pged
Anneaux factol
Anneaux princip
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Définition (Anneau factoriel)

Un anneau est factoriel si tout ses éléments non nuls non
inversibles sont produits d'éléments premiers.
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Anneaux a pged
Anneaux factoriels et de B out
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Définition (Anneau factoriel)

Un anneau est factoriel si tout ses éléments non nuls non
inversibles sont produits d'éléments premiers.

A\

Définition (Anneau de Bézout)

Un anneau de Bézout est un anneau dans lequel tout idéal de type
fini est principal.

Devaux Stéven Anneaux de |'arithmétique



Anneaux a pged
Anneaux factoriels et de B out
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Définition (Anneau factoriel)

Un anneau est factoriel si tout ses éléments non nuls non
inversibles sont produits d'éléments premiers.

A\

Définition (Anneau de Bézout)

Un anneau de Bézout est un anneau dans lequel tout idéal de type
fini est principal.

Si A est de Bézout,
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Anneaux de I'arithmétique

Anneaux factoriels et de Bézout
Anneaux principaux et euclidiens

Définition (Anneau factoriel)

Un anneau est factoriel si tout ses éléments non nuls non
inversibles sont produits d'éléments premiers.

Définition (Anneau de Bézout)

Un anneau de Bézout est un anneau dans lequel tout idéal de type
fini est principal.

A

Si A est de Bézout,

Théoreme (de Bézout)

Pour tout a, b € A avec d = pgcd(a, b) il existe u,v € A tels que
au+ bv =d.
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Anneaux de I'arithmétique ot e
et de t

Anneaux principaux et euclidiens

Définition (Anneau principal)

A est principal si tout ses idéaux sont principaux.
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Anneaux de I'arithmétique

Is et de Bézout
Anneaux principaux et euclidiens

Définition (Anneau principal)

A est principal si tout ses idéaux sont principaux.

Définition (Anneaux euclidiens)

A est dit euclidien s'il existe une application, v : A\{0} — N telle
que : Y(a, b) € A x A\{0},3q, r € A tels que :
a=bqg+ravecr =0 ouv(r)<v(b)
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Anneaux de I'arithmétique e _
et de out

Anneaux principaux et euclidiens

Anneau a pgcd

7N

A. factoriel A. de Bézout
A. principal =<———  A. de Bézout et factoriel
A. euclidien
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Localisation
Anneau quotient
Anneaux de polynémes

Construction d'anneaux

Théoreme

Si A est un anneau & pgcd alors ST1A aussi.

Théoreme

Si A est factoriel alors S~1A aussi.

Théoreme

Si A est un anneau de Bézout alors S™1A aussi.

Théoreme

Si A est principal alors S~ A aussi.
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Localisation
Anneau quotient
Anneaux polynémes

Construction d'anneaux

Soit / un idéal premier de A.
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Localisation
Anneau quotient

Construction d’anneaux f — - . 5
Anneaux de polynémes

Soit / un idéal premier de A.

Proposition

Si A est de Bézout alors A/l aussi.

Proposition

Si A est principal(resp. euclidien) alors A/l aussi.
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Localisation
Anneau quotient

Construction d’anneaux — - . 5
Anneaux de polynémes

Soit / un idéal premier de A.

Proposition

Si A est de Bézout alors A/l aussi.

Proposition

Si A est principal(resp. euclidien) alors A/l aussi.

7 est factoriel mais Z[X]/(X? + 5) ~ Z[\/—5] n'est pas a pgcd.
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u quotient
Anneaux de polyndmes

Construction d'anneaux

Théoreme

A est un anneau a pgcd ssi A[X] aussi.

Théoreme

A est un anneau factoriel ssi A[X] aussi.
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Construction d'anneaux

Anneaux de polyndmes

Théoreme

A est un anneau a pgcd ssi A[X] aussi.

Théoreme

A est un anneau factoriel ssi A[X] aussi.

Théoreme

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est un corps.
2. A[X] est euclidien.
3. A[X] est principal.
4. A[X] est de Bézout.
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Un anneau de Bézout non factoriel
Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé X1 sur Q.
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

Q> = Q[X1, Y]/(Y? — X1) = Q[vX1] = Q[Xz2] avec Xo = v/X1.
Alors on a Q1 C Q».
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

QQ = @[X]_, Y]/(Y2 — Xl) = Q[\/X]_] = Q[Xg] avec X2 = \/Xl.
Alors on a Q1 C @>.Maintenant posons pour tout k > 2,

Qk = Q[Xk—1, Y]/(Y? = Xk—1) = Q[Xk] avec Xk = /Xi_1
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

QQ = @[X]_, Y]/(Y2 — Xl) = Q[\/)Tl] = Q[Xg] avec X2 = \/)Tl
Alors on a Q1 C @>.Maintenant posons pour tout k > 2,

Qk = Q[Xk_1, Y]/(Y? — Xik_1) = Q[X,] avec Xy = \/Xi_1alors

on a la suite d'inclusion :

Q1 C@C...CQC..
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Un anneau de Bézout non factoriel
Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

QQ = @[X]_, Y]/(Y2 — Xl) = Q[\/)Tl] = Q[Xg] avec X2 = \/)Tl
Alors on a Q1 C @>.Maintenant posons pour tout k > 2,

Qk = Q[Xk_1, Y]/(Y? — Xik_1) = Q[X,] avec Xy = \/Xi_1alors

on a la suite d'inclusion :

Q1 C@C...CQC..

Puis désignons par Q@ I'union de ces anneaux.
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

QQ = @[X]_, Y]/(Y2 — Xl) = Q[\/)Tl] = Q[Xg] avec X2 = \/)Tl
Alors on a Q1 C @>.Maintenant posons pour tout k > 2,

Qk = Q[Xk_1, Y]/(Y? — Xik_1) = Q[X,] avec Xy = \/Xi_1alors

on a la suite d'inclusion :

Q1 C@C...CQC..

Puis désignons par @ I'union de ces anneaux. On trouve que Q@
est de Bézout car union croissante d'anneaux de Bézout,
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Considérons I'anneau @; = Q[Xi] des polynémes en une
indéterminé Xy sur Q. Puis considérons |'anneau

@ = Q[X1, Y]/(Y? = X1) = Q[vX1] = Q[X2] avec Xo = V/Xi1.
Alors on a Q1 C @>.Maintenant posons pour tout k > 2,

Qk = Q[Xk_1, Y]/(Y? — Xik_1) = Q[X,] avec Xy = \/Xi_1alors

on a la suite d'inclusion :

Q1 C@C...CQC..

Puis désignons par @ I'union de ces anneaux. On trouve que Q@
est de Bézout car union croissante d'anneaux de Bézout,et pas
factoriel car X1 n’est pas factorisable en facteurs irréductibles.
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Proposition

QT [X] I'anneau des polynémes en une indéterminée X sur Q" est
a pgcd mais est ni factoriel ni de Bézout.
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Un anneau de Bézout non factoriel

Un anneau a pged ni factoriel et ni de Bézout

Exemples d’anneaux

Anneau a pgcd

VRN

A. factoriel A. de Bézout
A. principal =<——  A. de Bézout et factoriel
A. euclidien
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