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Algébre et arithmétique 1
PROBLEME

Notations/conventions : On désigne par Zs, ’ensemble des entiers supérieurs a n et
R-g (resp. Qsp) I'ensemble des réels (resp. rationnels) strictement positifs. On note a A b
le pged de deux entiers a et b. On rappelle que tout rationnel s’écrit de maniére unique
sous la forme ¢/p avec p, q entiers premiers entre eux et p > 0.

1. (a) Un triplet (a,b,c) € Z2, est dit pythagoricien si a®+b* = ¢*. Donner un exemple
de triplet pythagoricien.

Solution: On a 3% + 4% =9+ 16 = 25 = 5% et (3,4,5) est donc un triplet
pythagoricien.

(b) Soit (a,b,c) un triplet pythagoricien. Montrer que ¢ > b+ 1. Peut on avoir
égalité ? Montrer que a® > 2b + 1. Peut on avoir égalité ?

Solution: On a ¢ = b +a? > b®> +1 > b% et donc ¢ > b si bien que
¢ > b+ 1. Légalité est atteinte dans le cas de (3,4,5). On en déduit que
a’?+ b =c*> (b+1)> =0*+ 2b+ 1 si bien que a® > 20 + 1. L’égalité est
atteinte de nouveau avec (3,4, 5).

(¢) Montrer que si (a,b,c) est un triplet pythagoricien, alors (a,b,c) € Z%, (c’est a
dire a, b, c > 3).

Solution: Comme ¢ > b+1 > b, il suffit de montrer que a > 3 et b > 3. Par
symétrie, il suffit méme de montrer que a > 3, ou de maniere équivalente
a > 2. On sait que a®> > 2b+ 1 > 1 et donc nécessairement a > 1. Par
symétrie, on a aussi b > 1. Mais alors a®> > 2b+ 1 > 4 et donc finalement
a> 2.

(d) Soit n € Z»;. Calculer
(2n% +2n 4+ 1)% — (2n® + 2n)2

En déduire que si a € Z>3 est impair, alors il existe un triplet pythagoricien de
la forme (a, b, ).

Solution: On calcule

(2n% 4+ 2n + 1)% — (2n* 4 2n)?
=(2n* +2n+1—2n* —2n)(2n* + 2n + 1 + 2n* + 2n)
=4dn® +4n+1
=(2n + 1)

Sia € Z>g est impair, il existe n € Z>; tel que a = 2n 4 1 et on peut poser
b=2n%+2n,c=2n%+2n+ 1.




(e) Soit n € Z>y. Calculer
(n® +1)2 — (n? — 1)~
En déduire que si b € Z>3 est pair, alors il existe un triplet pythagoricien de la
forme (a, b, c).

Solution: On calcule

(n? +1)* — (n* — 1)
=’ +1-n*+1)n*+1+n*—1)
=4n?

=(2n)*

Sia € Zsg est pair, il existe n € Z>y tel que b = 2n et on peut poser
a=n®>—-1lc=n>+1.

2. (a) Soit t € R. Donner des équations du cercle C de centre 0(8) et de rayon 1 ainsi

que de la droite D, passant par A(_Ol> et B (g) Montrer que A € CN D;.

Solution: Le cercle C a bien siir pour équation 22+ y? = 1. D’autre part, si

M(z) est un point du plan, on a ZJ\?(T) et B(i) On en déduit que la

droite D; a pour équation y = t(x+1). Ona (—1)2+0% = 1et 0 = t((—1)+1)
si bien que A € CN Dy.

(b) Soit t € R. Montrer qu’il existe un unique point M(Z) tel que (C\{A})ND; =
{M}. Exprimer z et y en fonction de t. Exprimer aussi ¢ en fonction de x et y.

Solution: Soit M (2) un point du plan distinct de A. On a
4yt =1 P4tz +1)2=1
MeCnD, &
! {y:t(x+1) y=1t(zx+1).
Puisque M # A,onax # —1 et donc z+1 # 0, si bien que nécessairement
Y
t= .
r+1

D’autre part, puisque z + 1 # 0, on a
P+t +1) =l —1+x+1)>=0
s @+1)(z—-14+t3(2+1)=0
Sz(l+?)—-1+t2=0
1—¢
142

En remplacant dans la seconde équation, on trouve

1—t? 1—124+1+¢ 2t
—t(x+1)=t 1) =t = :
y=tzt+1) <1+t2+> ( 1+ 2 1+ 2

=T =




On voit donc qu'il existe un unique point M (i) sur C \ {4}) N D; qui est
donné par
1—¢ . 2t
r = e = :
i+ O YTy

(c) Montrer que l'application

Y
z+1

FiC\{A} >R, M(g)H

est bijective et déterminer son application réciproque g.

Solution: Si ¢ € R, on désigne par g(t) I'unique point de C \ {A} tel que
g(t) € Dy. On obtient ainsi une application g : R — C \ {A}. Il résulte de la
part précédente que, pour tout ¢t € R, si on désigne les composantes de g(t)
par z et y, alors g(t) est 'unique point de C \ {A} tel que t = y/(z + 1).
Autrement dit,

Vie R,VM e C\{A}, [f(t)=M<t=qg(M).

Cela montre que f est bijective et que sa réciproque est g.

(d) Soit t € R et M( ) := ¢(t). Montrer que

)
t €]0,1[< =,y € Ryo.

En déduire que
t € QN|0,1[< z,y € Q.

Solution: Supposons que x,y > 0. On a alors t = y/(x + 1) > 0. Puisque
MeCetaxz>0,onay<1<x+1etdoncaussit < 1. Réciproquement,
supposons que 0 < t < 1, on a alors t> < 1 et donc 1 — ¢? > 0, mais aussi
2t > 0 si bien que

1—t? 2

e

Clairement, sit € Q, on a z,y € Q et réciproquement. La seconde assertion
en découle par intersection.

(e) Soient (a,b,c) € Z%, et M (Z;Q Montrer que (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien

si et seulement si M € C si et seulement s’il existe p,q € Z premiers entre eux
avec 0 < g < p tels que M = g(q/p) (g est la réciproque de f ci-dessus).

Solution: La premieére assertion résulte du fait que

2 b 2
a2+b2:cz(:>(a) +<) =1.
c c




De plus, puisque a/c,b/c € Q=g, on a M € C si et seulement si il existe
t € QN]0, 1] tel que M = f(t). Finalement, on sait que t € Q si et seulement
s’il existe p,q € 7Z premiers entre eux avec p > 0 tels que t = ¢/p et la
condition 0 < t < 1 est alors équivalente a 0 < ¢ < p.

(f) Soit (a,b,c) € Z%l. Montrer que (a,b,c) est un triplet pythagoricien si et
seulement s’il existe p, ¢ € Z premiers entre eux avec 0 < ¢ < p tels que
a_ p’—¢ b 2pg

= et - = .
c P+ c pPtq?

Solution: Il suffit de traduire 'égalité M = g(p/q) lorsque M (Z?E) :

a 1-(q¢/p?® p*—-¢ b 2q/p  2pq

= = e = = .
c 14(q¢/p)?* p*+¢? c 1+(q/p)? p*+¢

3. (a) Soit (a,b,c) un triplet pythagoricien. Montrer que a Ab=aAc="0bAc.

Solution: On a (aAb)? = a? Ab? et en particulier (aAb)? | a® et (aAD)? | b2
Il en résulte que (a Ab)? | a® +b? = ¢ et donc a A b | c. Puisque aAb | a, cela
implique que a Ab | aAc. On montre de méme (en utilisant b* = ¢* — a?) que
a/Ac|aAbeton adonc égalité. Par symétrie, on aura aussi a Ab = b A c.

(b) Un triplet pythagoricien (a,b,c) est dit primitif si a et b sont premiers entre
eux. Montrer qu’alors a et ¢ d'une part, ainsi que b et ¢ d’autre part, sont aussi
premiers entre eux.

Solution: En effet, on auraa Ac=bAc=aNb=1.

(c) Montrer que si (a,b,c) € Z%, et d € Zsy, alors (a,b,c) est pythagoricien si
et seulement si (da,db,dc) est pythagoricien. Réciproquement, montrer que si
(', b, ') est un triplet pythagoricien, il existe alors un unique triplet pythagori-

cien primitif (a, b, ¢) et un unique entier d € Z> tels que (a’, V', ') = (da, db, dc).

Solution: Tout d’abord, si (a,b,c) € Z3, et d € Z>y, on a
(da)? + (db)? = (de)* & d*(a® +b*) = d°c* & a* +b* = 2.

La premiere assertion en résulte. Si, de plus, (a,b,c) est primitif, alors
d = d(a Ab) = da A db d’ou 'unicité de d et donc aussi de (a, b, c) dans la
réciproque. Montrons 'existence. On se donne donc un triplet pythagoricien
(a',0,c). Sid:=d AV, il existe alors a,b € Z>; tels que a' = da, b’ = db
et a Ab = 1. Mais on a vu qu'alors d | ¢ et il existe donc ¢ € Z>; tel que
¢ =dc. On a donc (a',V, ) = (da, db, dc) avec (a, b, c) primitif.




(d) Montrer que si ¢ € Z est pair, alors ¢ = 0 mod 4 et que si a,b € Z sont impairs,
alors a? + b% = 2 mod 4.

Solution: Si ¢ est pair, alors il existe k € Z tels que ¢ = 2k et on a donc
= (2k)*=4k*=0 mod 4.

Si a et b sont impairs, alors il existe k,l € Z tels que a = 2k+1et b =2+ 1.
On a donc

a4+ =0R2k+1)*+ Q2 +1)2 =4k +4k+1+4°+4+1=2 mod 4.

(e) Montrer que si (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien, alors a ou b est pair. Montrer
que si (a,b,c) est primitif, alors ¢ est impair et a et b sont de parité différente
(a impair et b pair par exemple).

Solution: Si a et b sont impairs, alors a? et b? sont impairs et donc ¢? =
a®+b? est pair et c aussi. On aura donc ¢ =0 mod 4 et a®>+b> =2 mod 4.
Contradiction. Pour la seconde assertion, on peut maintenant supposer (par
symétrie) que b est pair. Puisque a et b sont premiers entre eux, a est
nécessairement impair. On a donc ¢ = a? + b* qui est impair et il en va
donc de méme de c.

(f) Soient p,q € Z premiers entre eux avec 0 < ¢ < p,
a=p*—q¢*, b=2pq et c=p*+q°.

Montrer que (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien et que aAb = 1 ou 2. En déduire
qu’il est primitif si et seulement si p et ¢ sont de parité différente.

Solution: On a
a*+ 0" = (p° —¢*)° + (2p9)* = (0*)* = 20°¢° + (¢*)* +4p*¢* = (P’ +¢*)* = .

Sid=aAb onavuqued ]| c Onen déduit que d | a +c = 2p* et
d | a—c=2q¢*sibien que d | 2p*> A 2¢*> = 2(p A q)*> =2 et donc d = 1 ou
d=2.

Si p et g sont de parité différente (resp. de méme parité), alors p+q et p —gq
sont impairs (resp. pairs) et a = p? — ¢* = (p + ¢)(p — q) aussi si bien que
d =1 (resp. d = 2 puisque b est pair).

(g) Montrer que, réciproquement, si (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien primitif avec
b pair, alors il existe p,q € Z premiers entre eux avec 0 < g < p tels que

a=p*—q¢* b=2q et c=p’+.



Solution: On sait qu’il existe p,q € Z premiers entre eux avec 0 < ¢ < p
tels que
P+ P)a= > —¢’)c et (p*+q*)b=2pge

Comme aAc=1,0nac|p®+¢? il existe donc d € Zs tel que p* + ¢ = dc.
On en déduit que p? — ¢*> = da et 2pg = db. On sait alors que d = 1 ou 2 et
il suffit de montrer que d = 1. Si d = 2, alors p? — ¢? est pair, et p et ¢ ont
donc nécessairement la méme parité si bien que p + g et p — ¢ sont pairs et
alors 4 | (p—q)(p+q) = p* — ¢*> = 2a si bien que 2 | a, c’est & dire a est pair
et donc b est impair. Contradiction.

(h) Donner cinq triplets pythagoriciens primitifs.

Solution: Avec les couples (p,q) = (2,1),(3,2),(4,1),(4,3),(5,2), on ob-
tient (3,4, 5), (5,12,13), (15,8, 17), (7, 24, 25), (21, 20, 29).

4. Un nombre complexe z est un nombre de Gauss si Re(z),Im(z) € Z. Il est
pythagoricien si Re(z), Im(2), |z| € Z>1. Il est primitif si Re(z) et Im(z) sont premiers
entre eux. Montrer qu'un nombre de Gauss z est pythagoricien primitif avec Im(z)
pair si et seulement sl existe un nombre de Gauss w avec Re(w) et Im(w) premiers
entre eux de parité différentes et 0 < Im(w) < Re(w) tels que z = w?.

Solution: Soient w = p + i1q et z = a + ib deux nombres de Gauss. On a

z=w?a+ib=(p®—¢*) + 2ipg & a=p'—q

= =" —q pq b= 2

et bien sfir, en posant ¢ := |z|, la condition supplémentaire ¢ = p* + ¢. On voit
donc que notre condition est équivalente au fait que (a, b, c) est pythagoricien
primitif avec b pair. Ce qui signifie que z est pythagoricien primitif avec Im(z)
pair.




