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Introduction

Un systeme hamiltonien est un systeme différentiel de la forme
r,=0H/0y; vy, =—0H/0x;

ou H est ce qu'on appelle I'énergie totale (mouvement d’une toupie par exemple).
Liouville avait montré qu’un tel systeme est intégrable s’il y a « suffisamment d’intégrales
premieres qui commutent ». A un systeme différentiel, on peut associer un groupe
algébrique, son groupe de Galois (une fois fixée une solution). Le théoreme de Ra-
mis et Morales formalise le théoreme de Liouville en montrant que le systeme est
intégrable si et seulement si la composante neutre (composante connexe de 'unité)

du groupe de Galois est un groupe commutatif. Ce n’est qu'un exemple de 1'utilité
des groupes algébriques en mathématiques.

Le but de ce cours est de présenter la théorie des groupes algébriques dans un
cours de Master. Nous voulons comprendre comment les propriétés géométriques et
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les propriété algébriques s’interpénetrent. Nous verrons par exemple qu’'un groupe
affine connexe est résoluble (propriété algébrique) s’il n’a pas de sous-groupe fermé
parabolique (propriété géométrique). Mais les notions de groupes réductif ou semi-
simple ne seront pas étudiées, pas plus que celle de systemes de racines. Ce ne serait
pas raisonnable dans un cours sans prérequis.

On introduira le vocabulaire de la géométrie algébrique au fur et a mesure qu’il ap-
paraitra. L’étudiant pourra en parallele lire la premiere partie du livre de Hartshorne
([2]). Nous utiliserons le vocabulaire des catégories qui sera introduit progressive-
ment dans le premier chapitre du cours. L’étudiant pourra en parallele lire le début
du livre de Strooker ([6]) par exemple. En fait, on pourrait se limiter aux groupes
affines et a leur action sur des variétés quasi-projectives, mais ce cours est aussi aussi
un tremplin vers la géométrie algébrique, voire méme arithmétique.

L’ouvrage de référence pour ce cours est le livre de Springer ([5]) qui lui méme
s’inspire de celui de Humphreys ([3]). Il y a aussi le livre de Borel ([1]) et celui de
Waterhouse ([7]).

Nous illustrerons nos résultats a 1’aide des groupes classiques (spécial, orthogonal,
symplectique, etc.). Ceux-ci sont étudiés en détail dans le cours de Jacobson (]4])
par exemple.

1 Définitions

1.1 Le groupe linéaire

Si k est un corps et n € N, on note GL, (k) le groupe des matrices carrées inver-
sibles d’ordre n. Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k, on
note GL(FE) le groupes des applications linéaires bijectives de E' dans E (automor-
phismes). Si dimy £ = n, on a un isomorphismes de groupes GL(E) ~ GL,(k)
qui correspond au choix d’une base de E. Plus généralement, si A est un anneau
commutatif et M un A-module libre de rang n, on définit GL,(A) et GL(M) de la
méme maniere et on a encore GL(M) ~ GL,(A).

On peut considérer des sous groupes remarquables du groupe linéaire GL,, :

— Le groupe spécial linéaire SL,, des matrices a déterminant 1.

— Le groupe D,, des matrices diagonales inversibles.

— Le groupe T,, des matrices triangulaires supérieures inversibles.

— Le groupe U,, des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.

Remarquons des maintenant que la méthode du pivot de Gauss permet de montrer
que SL, (k) est engendré par les matrices I + A1;; avec A € k avec (1;;) désignant
la base canonique de M, (k) (exercice).

On note G, le groupe multiplicatif défini par G,,(A) := A*. Bien sur, on a tout
simplement G,, = GL; et on voit que, plus généralement, G, ~ D,,.

On note de méme G, le groupe additif ou G,(A) n’est autre que le groupe additif
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de 'anneau A. On a alors un isomorphisme
L f
Ga_UQ, f|—>(0 1)

Un autre groupe intéressant est le groupe pu,, des racines n-iemes de 1'unité, qui est
défini comme le noyau de la puissance n dans G,,. On a donc

pn(A):={feAd, [fr=1}
On peut remarquer que 'application
Z/nZ — 11,(C), 1 — 2/n

est un isomorphisme. Si A est une C-algebre integre, on peut généraliser cet isomor-
phisme en Z/nZ ~ p,(A). Cet isomorphisme est valide plus généralement pour les
k-algebres integres si la caractéristique de k ne divise pas n mais on a

pp(k) =1 # Z/pZ
si cark = p.

On rappelle qu’'une k-algébre est tout simplement un anneau A muni d’un morphisme
d’anneaux k — A (nécessairement injectif si A # 0).

1.2 Le groupe orthogonal et le groupe symplectique

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur k. Une forme bilinéaire non
dégénérée sur E est une application

ExE k

(v, w) —— (v, w)
induisant un isomorphisme
E——FE
v—(v,.)
ou E := L(E, k) est I'espace vectoriel dual de E (espace des formes linéaires sur E).

Un morphisme ¢ : E — E’ est compatible avec des formes bilinéaire non-dégénérées
b et b’ respectivement si le diagramme

oud: B — E est I'application duale de ¢ donnée par o(f)(w) = f(p(v)), est
commutatif, i.e. ¢ o b’ 0 ¢ = b. Notons que ¢ est alors nécessairement bijective.
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En particulier, un endomorphisme (autrement appelé opérateur) ¢ de E est compa-
tible a une forme bilinéaire non-dégénérée b si et seulement si ¢p o bo ¢ = b. Ceux-ci
forment un sous-groupe de GL(E).

Une forme bilinéaire non dégénérée b sur E est dite alternée si
Yve E, (v,v)=0.

On dit alors que (F,b) est un espace symplectique. Un opérateur compatible a b
est dit symplectique. Les opérateurs symplectiques forment donc un groupe Sp(F, b)
appelé groupe symplectique de (E,b). On peut montrer que ce groupe est engendré
par les transvections symplectiques

V= v+ c{v,u)u
avec ¢ € k et u € E. En fait, si dim £ = 2n, on a un isomorphisme

Sp(E) ~ Spy, (k) := {M € GLa,(k), ‘MJM = J}

(0.

On peut remarquer que cette derniere définition a aussi un sens sur n’importe quel
anneau A.

avec

Une forme bilinéaire non dégénérée b sur E est dite symétrique si
Yo,we B, (v,w) = (w,v).

Un opérateur compatible a b est dit orthogonal. Les opérateurs orthogonaux forment
un groupe O(FE) appelé groupe orthogonal de E. On peut montrer (théoreme de
Cartan-Dieudonné) que ce groupe est engendré par les symétries orthogonales

2<U’u>u

VU —
(u, u)

avec ¢ € k et u € E (si car k # 2). Lorsque k est algébriquement clos, si dim £ = n,
on a un isomorphisme

O(E) ~ O, (k) := {M € GL,(k), ‘MM =1}

et on peut remarquer a nouveau que cette derniere définition a aussi un sens sur
n’importe quel anneau A.

1.3 Groupes classiques et variétés algébriques

Remarquons tout d’abord que M,, est un espace affine muni des coordonnées

aip - Qim
T;j f : = Qg

Qp1 *  Qpm



Groupes Alg. — Version du March 30, 2007 6

et on a

det = Z (o) H Tio(i)-

JESn

I1 suit que GL,, est un ouvert affine de M,, : par définition, un fermé (de Zariski)
de M,, est le lieu des zéros d’une famille de polynomes. Et un ouvert (de Zariski)
est le complémentaire d’'un fermé (de Zariski). Ici, ¢’est un ouvert principal, c’est a
dire le complémentaire d'une hypersurface (lieu des zéros d’un seul polynéme).

Pour expliquer ce qu’on entend par affine, il faut en faire un peu plus. Pour simplifier,
on se place sur un corps algébriquement clos k (pour disposer du NullStellenSatz)
et on définit une variété affine comme la donnée d'un ensemble X, une k-algebre
réduite de type fini A := A(X) et une bijection

X == Homy,_q4(A, k) .

T
L’exemple de base est la variété affine A} définie par
X =k A=klTy,...T,), (a1,...a,)— (P Play, - ,a,)).
En général, I'isomorphisme X ~ Homy,_q4(A, k) induit un accouplement

Ax X k )
(f,2) —— f(x) == m(f)

et donc aussi une application, en fait injective, A — Hompg,s(X, k) qui permet
d’identifier A avec une sous-algebre de ’algebre des fonctions sur k.

J’aurais du rappeler plus tot qu'un anneau A est réduit si f = 0 implique f = 0 et
qu'une k algebre est de type fini elle est engendrée par une partie finie (en général, la
sous-algebre engendrée par une partie est la plus petite sous-algebre contenant cette
partie). En fait, si A est n’importe quelle k-algebre réduite, on peut prendre pour X
le spectre maximal de A, c’est a dire 'ensemble Spm(A) des idéaux maximaux de A.
En effet, si m € SpmA, I'application canonique k — A — A/m est un isomorphisme
et on prend 7y, : A — A/m ~ k.

En général, on munit une variété affine X de sa topologie de Zariski pour laquelle
les fermés sont les

Vi=V(E)={zreX, VfeE, f(x)=0}

avec £ C A. Un tel fermé est de maniere naturelle une variété affine d’anneau
A(V):=A/I(V) ou

I=1Z)={feA VreZ f(z)=0}

pour Z C X. On obtient ainsi une bijection entre les fermés V' de X et les idéaux
radicaur I de A (satisfaisant f" € I < f € I). Mais les ouverts ne sont pas des
variétés affines en général, Pexemple le plus simple étant A\ 0. Mais is E est réduit
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a un élément f (on dit alors que V(f) est une hypersurface d’équation f = 0), alors
le complémentaire de V'(f) est ce qu’on appelle un ouvert spécial

U:=D(f) ={reX, [f(x)#0}.

qui est affine. On pose alors
A(U) = Ay = {%, geA, neN}~ AS|/(Sf—1)

et bien sur

(vérifier que c’est bien défini!).
On voit donc que GL,, ;; est une variété affine d’anneau

k[T )aes = k[T, T1/(S det 1),

De méme, on a
— SL, est I'hypersurface de M,, ;, d’équation det = 1 et donc d’anneau

KT,/ (det ~1).

— D, est le fermé de GL,, ;, défini par T;; = 0 pour 7 # j et donc d’anneau

F[Tlaer/ (Tig)izs = k[T, S)/ (ST T = 1)

— T, i est le fermé de GL,, ;, défini par T;; = 0 pour ¢ > j et donc d’anneau

k[T laet/(Tig)iss = k[(Ty)i<s, S/ (S [ T = 1)
— U, est le fermé de M, ;, défini par T;; = 0 pour 7 > j et T};; = 1, donc d’anneau
k(151 (Tig)isg, Tio — 1) = k[(Tij)i<;]-

~ Spy,;, est le fermé de Moy, j, défini par les équations déduites de *MJM = J.

— O, est le fermé de M, ; défini par les équations déduites de *MM = I.

— La variété affine sous-jacente a G, n’est autre que la droite affine privée de 0 et
son anneau est donc k[T|r ~ k[T, S]/ST — 1.

— La variété affine sous-jacente a G, n’est autre que la droite affine et son anneau
est donc k[T

— fin i est défini par 7" = 1 dans la droite affine et son anneau est donc

E[T]/(T" —1) (cark|n).

— Z/nZ est aussi une variété affine d’anneau k" := k x - - - x k et plus généralement,
si E est un ensemble fini, c’est une variété affine d’anneau Hompg,s(E, k).
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1.4 Groupes algébriques

Toute application ¢ : Y — X entre deux (ensembles sous-jacent de) variétés affines
induit un homomorphisme de k-algebres

¢* : Homp,s(X, k) — Hompg,s(Y, k) .
S foo

On dit que ¢ est un morphisme si ¢* envoie A := A(X) dans B := A(Y') et on note
encore ¢* : A — B le morphisme induit. Le morphisme ¢ est alors nécessairement
continu (pour les topologies de Zariski). Réciproquement, tout homomorphisme de
k-algebres u : A — B induit une application

¢ X o~ Homk,alg(B, k) — Homk,alg(A, k‘) ~Y
donnée par
y=¢(zr) & m,=m0u

et on obtient ainsi une bijection entre les morphismes de variétés affines et les ho-
momorphismes de k-algebres.

Avant d’aller plus loin, il est peut-étre nécessaire de revoir la notion de produit
tensoriel. Si R est un anneau commutatif et M, N deux R-modules, leur produit
tensoriel est un R-module M ®4 N muni d'une application bilinéaire :

Mx N—M ®Qr N
(m,n)——=m®n

qui factorise de maniére unique toutes les application bilinéaire

M x N P.

7
e
-
-
-

M ®&pr N

Par exemple, R" ®p R™ ~ R™.

Si A est une R-algebre commutative et M un R module, alors A ®g M a une
structure naturelle de A-module par multiplication a gauche. Il est universel pour
les morphismes R-linéaires dans les A-modules :

7
e
Ve
-
e

A®Rr N

On a par exemple, B ® A" ~ B". Enfin, si B est une autreR-algebre commutative,
alors A®pg B a une structure naturelle de R-algebre commutative par multiplication
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terme a terme. Celle-ci est universelle pour les applications dans des R-algebres :

Par exemple, A ®r R[T] ~ A[T] et A®pr B/J ~ (A®r B)/(A®g J).

On en déduit immédiatement que si X et Y sont deux variétés affines, alors X x Y
est naturellement muni d’une structure de variété affine avec

AX X Y) = A(X) @ A(Y).

Attention cependant, la topologie n’est pas la topologie produit !

On voit facilement que 'application

GL, ) x GL, , —> GL,
(M,N)—— MN

est un morphisme de variétés affines. Ici, on a évidemment

T ZTik Qp Ty
k

De méme, 'application
GL,; ——=GL,

M——— M1
est un morphisme comme on s’en convainc aisément en rappelant que I’on peut écrire

-1 _ I,
det M

*

ou M* est la comatrice de M : ses entrées sont les cofacteurs my; := (—1)"*7 det M,;
ou M;; est le mineur correspondant (la matrice déduite de M en effagant la i-eme
ligne et la j-éme colonne). Enfin, il est bon de noter que 'application

04€>GLn,k
OF———1

est aussi un morphisme. L’homomorphisme de k-algebres correspondant est donnée
par I'application de Dirac :

. 1 sit 1=
€ Xl]'_)dlj I:{ 0 sinon
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Bien str, on a les propriétés analogues pour les sous-groupes de GL,,  considérés
plus haut. On peut aussi considérer de G, qui n’est pas a proprement parler un
sous-groupe de GL,, ; méme si on peut l'identifier a Uy . On a alors

p(T)=1T+Tw®1l, o (T)=-T, €(T)=0.

Enfin, on vérifie aisément que si G est un groupe fini, la multiplication, I'inverse
et I'unité sont bien des morphismes : toute application entre ensembles finis est un
morphisme de variétés algébriques.

La notion de variété affine se généralise en variété algébrique. Moralement une variété
algébrique est localement une variété affine et un morphisme est localement un mor-
phisme de variétés affines. L’exemple le plus simple est donné par 'espace projectif
P7? dont I'espace sous-jacent est (K"*1\ 0)/k*. Si on note Ty, ..., T, les coordonnées
homogenes associés, on voit que P} s’obtient en recollant les espaces affines 7; # 0.
Tout ouvert et tout fermé d’une variété algébrique recoit une structure naturelle de
variété algébrique. Une variété algébrique est dite projective si elle est (isomorphe
a une partie) fermée de P} et quasi-projective si elle est ouverte dans une variété
projective.

Dans ce qui suit, on pourra se limiter au cas affine. En d’autres termes, on pourra
remplacer partout « algébrique »par « affine ». Ce sera largement suffisant pour ce
cours.

Définition 1.4.1 Soit k un corps algébriquement clos. Un groupe algébrique sur
k est une variété algébrique G sur k munie d’une structure de groupe telle que la
multiplication

GxG—">G

(g, h) ——gh

et Uinversion
g
G——3

gr—sg1

sotent des morphismes de variétés algébriques.

On considérera aussi I'unité
0 _°c . G
O——=1
qui est automatiquement un morphisme.

L’exemple le plus simple de groupe algébrique non affine (mais projectif) est la
courbe elliptique d’équation affine 4> = 23 — x a laquelle on rajoute la direction
verticale comme point & l'infini (I’équation projective est donc y?z = 23 — 22?). On
en fait un groupe abélien en prenant le point a 'infini comme zéro et demandant
que P+ @ + R = 0 lorsque les points sont alignés (et 2P + R = 0 si la tangente en
P passe aussi par R, et P+ @ = 0 si la droite (PQ) est verticale).

On peut donner une autre définition équivalente d’un groupe algébrique :
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Fi1G. 1 — La loi de groupe sur une courbe elliptique

P+Q

11
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Définition 1.4.2 Un groupe algébrique sur k est une variété algébrique G munie
de morphismes

w:GxG—-G, o0:G—G, €:0-(C
tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

pxldg (eIdg)

GxGxd GxG, G—GxG,
lldgxu lu \lu
G x G £ G G
cDava, ¢"“Yaxa, ¢“Zaxa.
N N O A
G 0——=G 0——=aG

Bien stir, cela signifie que G est muni d’une loi de groupe définie par des morphismes.
La commutativité des diagrammes correspond a l’associativité, I'unité et 'inversion.
Les deux définitions sont bien équivalentes.

Cette derniere définition se généralise aisément. On rappelle qu'une catégorie C est
formée d’objets X et de morphismes ¢ :' Y — X entre ces objets. On dispose de la
composition des morphismes qui n’est définie que si le but du premier est identique a
la source du second. Cette composition est associative et possede un élément neutre
Idx pour chaque objet X. Si on peu faire des produits finis dans C, on définit alors
un objet en groupe de C exactement comme dans la définition [1.4.2]

Par exemple,

— Dans la catégorie des ensembles (et des applications), un objet en groupe est tout

simplement ce qu'on appelle un groupe d’habitude. On dira groupe abstrait.

Dans la catégorie des variétés algébriques (et des morphismes de variétés), on

obtient justement les groupes algébriques.

— Dans la catégorie des variétés affines, on trouve les groupes affines.

— Dans la catégorie des espaces topologiques (et applications continues), on trouve
les groupes topologiques.

— Si on travaille avec les variétés analytiques, on trouve les groupes de Lie.

On peut renverser formellement les fleches dans la définition d’'un groupe et on
trouve alors la notion de cogroupe dans une catégorie C avec sommes finies. Nous
allons nous limiter au cas qui nous intéressera par la suite.

Définition 1.4.3 Une algebre de Hopf est une k-algebre (réduite de type fini) A
munie d’ homomorphismes de k-algebres

0:A— AR A, 1:A— A, a:A—k

tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A 0 AL A, A-LsA®,A |
ld lIdA®k5 \ \La@IdA
Ao, A—8 A9, Aw, A A
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A—L-A@ A A k A k.
\ild;;@a l& l lé l
A Ao, AV 4 Ag, AN 4

Il revient donc au méme de se donner une structure de groupe affine sur une variété
affine ou une structure d’algebre de Hopf sur son anneau. En termes savant, on dit
qu’on a une équivalence de catégories entre les variétés affines sur k et les k-algebres
réduites de type fini et que celle-ci induit une équivalence entre les groupes d’un coté
et les algebres de Hopf de 'autre.

1.5 Foncteurs en groupes

Nous pouvons donner une troisieme définition d'un groupe algébrique :

Définition 1.5.1 Un groupe algébrique est une variété algébrique G munie pour
chaque variété algébrique X, d’une structure de groupe sur

G(X) := Homy 4 414(X, G)

telle que si ¢ 'Y — X est un morphisme de variétés algébriques, alors, l’application
induite
G(¢): G(X) —=G(Y)

g——qgo¢

soit un homomorphisme de groupes.

Bien stur, la méme définition fonctionne avec un objet en groupe dans une catégorie
C qui a des produits finis. On va d’ailleurs vérifier ’équivalence avec la seconde
définition dans ce cadre plus général.

Supposons donc donné un objet en groupe G d'une catégorie C comme dans la
définition [1.4.2] Si X € C, on peut poser poser pour g,h € G(X),

(g:h)

gh: X GxG—r" G,

1:X—0—>G, g Xx2-Ga-2-@G.

On vérifie alors facilement que G(X) est est un groupe et que G(¢) est un homo-
morphisme de groupes si ¢ : Y — X est un morphisme de C.

Réciproquement, si on se donne G comme dans la derniere définition, on peut
considérer pour tout X € C, la multiplication

(GxG)X)=—GX) xG(X)—G(X)

(9, h) ————=gh
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et I'appliquer au cas particulier X = G x G, ce qui donne un morphisme
(G xG)GxG)—=G(GExG)

et on note y : G x G — G l'image de Idg. De méme, on peut considérer pour X € C,
I'unite 1 : X — G et I'appliquer au cas particulier X = 0 pour obtenir € : 0 — G.
Enfin, I'inversion

G(X) —= G(X)
g——g7!
appliquée a X = @, donne un morphisme G(G) — G(G) et on note 0 : G — G

I'image de Idg. On vérifie aisément que les diagrammes de la définition [1.4.2] sont
bien commutatifs.

On a donc maintenant trois définitions équivalentes d’un groupe algébrique. On peut
formaliser un peu mieux la troisieme en introduisant la notion de foncteur.

Un foncteur (contravariant) F' entre deux catégories C et D associe a tout objet X
de C un object F(X) de D et a tout morphisme ¢ : Y — X dans C un morphisme
F(¢): F(X)— F(Y)

dans D. On demande de plus que les identités et la composition soient préservés.
On dit aussi que F' est un préfaisceau a valeurs dans D. Si on prend pour D la
catégorie des ensembles , groupes, etc., on dit que F' est un foncteur en ensembles,
en groupes, etc.. Enfin, on peut aussi considérer des foncteurs covariants, c’est a dire
qui ne changent pas le sens des fleches.

Si Z et un objet de C, on dispose d’'un foncteur en ensembles
X — Z(X) := Home (X, Z).

On dit que ce foncteur est représenté par Z (plus généralement, un foncteur représentable
est un foncteur équivalent a un foncteur représenté). Pour les variétés algébriques,
on regarde plutot le foncteur covariant induit sur sur la catégorie des k-algebres
(réduites de type fini) :

A Z(A) := Z(SpmA).

Par exemple, pour I'espace affine, on a
AL (A) = Homy oy (K[T}], A) = A™.
et on voit de méme que
M, x(A) = Homy_aig (K[T35], A) ~ {(fij), fi; € A}

s’identifie bien a I'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A.

En général, avec le vocabulaire introduit précédemment, on voit qu'un groupe d’une
catégorie (avec produits finis) C n’est autre qu'un objet de C qui représente un
foncteur en groupes. Dans le cas des variétés algébriques, ca donne :
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Définition 1.5.2 Un groupe algébrique est une variété algébrique qui représente un
foncteur en groupes.

— Bien str,

GLn,k(A) = Homkfalg(k[Tij]deta A)
= {M € Mn(A) = Homk_alg(k[Tij], A), det M € A*}

est le groupe des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans A. En général,
si F est un espace vectoriel de dimension finie on montre (en choisissant une base)
que

GL,(E)(A) = GLa(A®y E)

est le groupe des automorphismes du A-module A ®;, E.

— De meéme,
— SL, x(A) ={M € M,,(A), det M =1},

Dn,k(A) = {(fly- . -afn) S An7f1 o fn S A*}7
= Ton(A) ={M = [fij] € M,(A), fi; =0sii>jet fi-- f, € A},

— Et bien str Spy, ;(A) est le sous-groupe des M € M,,(A) telles que ‘MJM = J.
De méme, O,, ;(A) est le sous-groupe des M € M,,(A) telles que "M M = 1.

— OnaGgi(A) = A4, G i(A) = A" et p,x(A) est bien I'ensemble des f € A tels
que f*=1.

— Enfin, si G est un groupe fini, on a G(A) = G™® ou my(A) := m(X) est I'en-
semble des composantes connexes de X := SpmA. En fait, comme G est un espace
topologique discret fini, on a,

Homy g 14(X, G) = Homppi (X, G) = GroX)

Pour finir, il faut dire ce qu’on entend par morphisme de groupes algébriques. On
peut donner autant de définitions équivalentes qu’on a de définitions équivalentes de
groupes algébriques.

Définition 1.5.3 Un morphisme ® : G — G’ entre deux groupes algébriques est
(de maniére équivalente)

1. une application qui est a la fois un homomorphisme de groupe et un morphisme
de variétés algébriques.

2. un morphisme de variétés algébriques tel que les diagrammes

GxG—t~ag, ¢—2-G¢, 0—=@

oo ol Tk

G/XG/HG/ G/HG, OHG/

soient commutatifs.

3. la donnée, pour toute variété algébrique X sur k, d’un homomorphismes de
groupes
O(X): G(X) — G'(X)
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tel que si ¥ =Y — X est un morphisme de variétés algébriques, le diagramme

av) 22 G x)

soit commutatif.

4. Un morphisme entre les faisceaux en groupes représentés.

La premiere condition est clairement équivalente a la seconde. Notons aussi que les
trois dernieres définitions ont un sens dans toute catégorie avec produits. Enfin, il
est nécessaire de dire ce qu’est un morphisme entre deux foncteurs F, F' : C — D :
c’est la donnée, pour tout objet X € C d’un morphisme

B(X): F(X) = F'(X)

dans D tel que si ¥ =Y — X est un morphisme dans C, le diagramme

F(Y ) g
d(Y \L@
F’(Y F'(X)

soit commutatif. On en déduit immédiatement ’équivalence des deux dernieres
définitions. Il reste a s’assurer que la seconde et la troisieme sont équivalentes, ce
que je laisserai en exercice. C’est basé sur le [emme de Yoneda qui dit que dans une
catégorie quelconque C, 'ensemble des morphismes entre deux objets X, Y sont en
bijection avec les morphismes entre les foncteurs en ensembles qu’ils représentent.

Comme exemples de morphismes de groupes algébriques, on peut considérer les
différentes inclusions de groupes classiques, les isomorphismes qu’on a déja ren-
contrés et finalement, le déterminant

det : GLn’k — Gm,k-
Nous avons utilisé sans vraiment les définir les notions d’isomorphisme et d’équivalence.
Dans une catégorie C, un tsomorphisme est un morphisme qui possede un inverse a

droite et a gauche. Une équivalence entre deux catégories est un foncteur qui possede
un « quasi-inverse »a droite et a gauche.

2 Propriétés élémentaires

2.1 Variétés algébriques

On fixe donc un corps algébriquement clos k et on considere les variétés algébriques
(séparées réduites de type fini) sur k. Méme si nous sommes essentiellement intéressés
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par les variétés affines et que nous pouvons facilement nous restreindre au cas quasi-
projectif, il vaut mieux traiter le cas général. Et nous n’avons pas encore vraiment
dit ce qu’était une variété algébrique.

Tout d’abord, si X est un espace topologique, les ouverts de X forment une catégorie
(avec les inclusions comme morphismes). Un préfaisceau sur X est un préfaisceau
(foncteur contravariant) sur la catégorie des ouverts de X : on a donc pour tout
ouvert U un objet F'(U) et chaque fois que V' C U, un morphisme de restriction

FU)—=F(V).

SH———>S|v

Et ces morphismes doivent étre compatibles. Notons des a présent que si U est un
ouvert d’un espace topologique X, tout préfaisceau F' sur X induit par restriction
un préfaisceau Fjy sur U.

On dit qu’'un préfaisceau F' est un faisceau si on a la propriété de recollement :

- si U = U;eU; est un recouvrement ouvert d'un ouvert de X, et pour tout i € I,
s; € F(U;) avec syu,nu, = Sjju,nu;, alors il existe un unique s € F(U) tel que
S\u; = Si-

Par exemple, si X est une variété affine, il existe un unique faisceau de k-algebres
Ox sur X valant A(U) si U est un ouvert spécial. On définit une variété algébrique
comme un espace topologique X muni d’un faisceau de k-algebres Ox tel qu’il existe
un recouvrement ouvert X = UX; par des variétés affines (avec Oxu, = Oy, pour
tout 7). On dit que c’est une carte affine. On demandera en plus que le recouvrement
soit fini et que les X; N X soient aussi affine.

Notons que toute partie localement fermée (intersection d’ouverts et de fermés) Y
d’une variété algébrique X hérite naturellement d une structure de variété algébrique.
On dit que c’est une sous-variéte.

Il faut aussi dire ce que I'on entend par morphisme entre deux variétés ¢ : ¥ — X.
Le plus simple ici est de demander qu’il existe des cartes affines X = UX; et Y = UY]
telles que ¢(Y;) C X; et les applications induites Y; — X sont des morphismes de
variétés affines. Le morphisme ¢ est alors automatiquement continu.

2.2 Composantes connexes

On peut voir des maintenant comment des propriétés géométriques et méme topo-
logiques (composantes connexes) des groupes algébriques influencent les propriétés
algébriques (sous-groupe distingué).

Rappelons qu’un sous-groupe qui est aussi une sous-variété, par exemple, un sous-
groupe fermé, d'un groupe algébrique est nécessairement aussi un groupe algébrique.

Proposition 2.2.1 St G est un groupe algébrique, la composante connexe G° de G
contenant 1 est le plus petit sous-groupe fermé (donc algébrique) de G d’indice fini.
Il est distingué dans G et irréductible.
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On rappelle qu'un sous-groupe est distingué si les classes a droites sont égales aux

classes a gauche et quun espace topologique X est irréductible s’il est non vide et

si tout ouvert non vide est dense. On rappelle aussi qu'il est dit conneze si ) et X

sont ses seuls ouverts fermés. Nous aurons besoin des résultats suivants :

— Tout espace topologique irréductible est connexe.

— Si¢:Y — X est une application continue, I'image d’une partie irréductible est
irréductible. Et de méme pour connexe.

— Toute variété algébrique est réunion finie de ses sous-variétés irréductibles maxi-
males (composantes irréductibles). Et de méme pour connexe.

— Si X et Y sont deux variétés irréductibles, X x Y (qui n’a pas la topologie produit)
est aussi irréductible. Et idem pour connexe.

Remarquons qu’un espace affine X est irréductible si et seulement si A(X) est

integre. On en déduit facilement qu’en général, les fermés irréductibles sont en bi-

jection avec les idéaux premiers. On peut aussi voir que SpmA est connexe si et

seulement si 0 et 1 sont les seuls idempotents (satisfaisant f? = f). Remarquons

enfin que les composantes irréductibles (ou connexes) sont permutées par les auto-

morphismes.

On utilisera les notations suivantes pour les parties d'un groupe algébrique G avec
multiplication p, et inversion o :

XY =puX xY), X '=0X) et gX=t,X)

ou t, est la translation a gauche par ¢ € G. C’est un morphisme de variétés
algébriques car c’est la composée

Id
tg:G%GXGLG.

On utilisera aussi la translation a droite. Revenons maintenant a notre proposition.

Démonstration : Tout d’abord, soient X et Y deux composantes irréductibles de G
contenant 1. Comme X et Y sont irréductibles, on voit que X XY est irréductible et
il en va donc de méme de XY. Puisque X et Y passent par 1,ona X,Y C XY et, par
maximalité, on voit que X =Y = XY. Il suit qu’il existe une unique composante
irréductible X contenant 1. Comme o est un automorphisme, X ! est aussi une
composante irréductible de G et 1 € X! 1l suit que XX~! = X. On voit donc
que X est un sous-groupe. Et celui-ci est fermé (car une composante irréductible est
obligatoirement fermée) de G.

Ensuite, pour tout g € G, gX est une composante irréductible de G (car t, est un
automorphisme) et G est somme disjointe des différents gX. Ceux-ci sont donc en
nombre finis et ce sont des fermés ouverts (car leur complémentaire est fermé comme
union finie de fermés). Il suit que X = G° et que G° est d’indice fini dans G.

Maintenant, si H est un sous-groupe fermé d’indice fini dans G, alors G est somme
disjointe d’un nombre fini de gH qui sont nécessairement fermés et donc aussi ou-
verts. En particulier, H est ouvert et fermé et contient 1. On a donc H D G°.

Finalement, si g € G, alors gG°g~! est aussi une composante irréductible qui contient

1 et on a donc nécessairement G° = gG°g~! qui est bien distingué. |/
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Définition 2.2.2 On dit alors que G° est la composante neutre de G et que le
groupe fini ® := G/G° est le groupe des composantes connexes.

On voit en particulier qu’un groupe connexe est automatiquement irréductible. En
général, on a une suite exacte de groupes

1 G° G o 1

avec GG° connexe et ® fini. C’est notre premier dévissage : on réduit ainsi I’étude des
groupes algébriques a 1’étude des groupes algébriques connexes et celle des groupes
finis.

On va traiter quelques exemples. On rappelle que la dimension de Krull d'une variété
algébrique est la longueur maximale n d’une suite strictement croissante

XoCXyC---CX,

de fermés irréductibles. On a alors

— Tout ouvert dense a méme dimension que la variété ambiante.
— La dimension d’un produit est la somme des dimensions.

Par exemple, il est clair qu’une variété finie est de dimension nulle. Plus sérieusement,
A} est de irréductible dimension 1 car k[T est principal. On en déduit que

n __ 1 1
k—AkX"'XAk

est irréductible de dimension n et donc que M,, ;, est irréductible de dimension n?.
Et il suit que G L, %, qui est un ouvert non-vide et donc dense de M, j, est un groupe

algébrique connexe de dimension n?.

On montre facilement que
— D,, 1, est un groupe algébrique connexe de dimension n
— T, & est un groupe algébrique connexe de dimension n(n +1)/2
— U, & est un groupe algébrique connexe de dimension n(n —1)/2
— G,k est un groupe algébrique connexe de dimension 1
— G, est un groupe algébrique connexe de dimension 1
— Mnk €st un groupe algébrique a n composantes connexe de dimension 0 (si cark fn)
— Z/nZ est un groupe algébrique a n composantes connexe de dimension 0
Le cas de SL,, , est plus subtil. Pour montrer qu’il est connexe, on peut considérer
la suite exacte
1—— SLmk R — GLmk % Gka — ]

et remarquer que le morphisme G, — GL,, ; défini par

a 0
1

a —

_— o O O
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est une section de det et fournit donc un isomorphisme de groupes algébriques
GLn,k ~ SLn,k X Gm,k-

I1 suit immédiatement que SL, ; un un groupe algébrique connexe de dimension
n? — 1. On en déduit une démonstration géométrique que 1 — det est un polynome
irréductible.

Pour les groupes symplectiques et orthogonaux, c’est plus dur encore. Bien str, il
suffit de considérer la suite exacte

1——>S0,; O, 1, 2 pig g 1

pour voir que si cark # 2, alors O, n’est pas connexe. Nous montrerons plus tard
que Sp,,;, et SO, sont connexes. Nous pouvons cependant calculer leurs dimen-
sions. Traitons le cas de O,,; par exemple. On considere pour cela l'ouvert ¢ de
M,, ;. défini par det(I + M) # 0 et 'automorphisme

U u .
M+— I+ M) (I - M)

S

Celui ci induit un isomorphisme
Uun On,k ~UnN Onk

ou 0, est Ualgébre de Lie de O, définie par M + M = 0. On en déduit aisément

que dimO,,, = dimo, ;. Et ce dernier est une sous-varié¢té linéaire de M,,; de
2n(2n+1)

dimension n(n —1)/2. On montre de la méme maniere que dim Sp,, , = =5 —.

Pour illustrer les méthodes ci-dessus, on peut aussi montrer le résultat suivant :

Proposition 2.2.3 St G est un groupe algébrique connexe, tout sous-groupe dis-
tingué fini N est contenu dans le centre de G.

On rappelle que le centre d’un groupe G est
Z(G):={g € G,Yh € G,gh = hg}.
En d’autres termes, c’est 'ensemble des éléments qui sont fixés par tous les auto-
morphismes intérieurs
G—G
hi——>ghg™!
Par exemple, on a
Z(GLug) ~ Gk, Z(SLng) >~ ting, Z(SPoni) = Z(Ong) = pak-
Démonstration : On fixe h € N et on considere le morphisme de variétés algébriques
a—" N
g+— ghg!
(qui est bien a valeurs dans N car N est distingué). Comme G est connexe, son

image est aussi connexe et comme N est fini, ce ne peut étre qu’un point. On a donc
pour tout g € G,

ghg™' = ¢(g) =o(1) =h.
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2.3 Sous-groupes, noyaux et images

On commence par un lemme.

Lemme 2.3.1 Si X est une partie dense d’un groupe algébrique G et'Y une partie
contenant un ouvert non vide de GG, alors XY = G.

Démonstration : On peut bien str supposer que Y est un ouvert non vide de G.
Si g € G, alors gY ! est aussi un ouvert non vide de G. Comme X est dense, on a
X NgY !+ (. On peut donc trouver h € X et k € Y tels que h = gk, c’est a dire

g=nhk. /

Proposition 2.3.2 Soit H un sous-groupe dense d’un groupe algébrique G qui contient
un ouvert non vide de G. On a alors H = G.

Démonstration : Comme H est un sous-groupe de G, on a HH = H. Et comme
H est dense dans G et contient un ouvert non-vide de G, on adonc HH =G. /

Lemme 2.3.3 Soit G un groupe algébrique. On notera X l'adhérence (de Zariski)

d’une partie X de G. On a alors

LVXCcG, X1=X"

2.YX,YCG, XYCXY

Démonstration : Si X C G,ona X C X et donc X' C X' qui est fermé, si bien
que X~ C X ' En I'appliquant & X !, on trouve X C X1 'etdonc X ' C X1
Soient maintenant X,Y C G. Si g € X, on a gY C XY et donc gY = gY C XY.
Ceci étant vrai pour tout g € X, on voit donc que X-Y C XY. On continue : si

h € Z, alors Xh C_W et on a donc Xh=Yh C XY. Et ceci étant vrai pour tout
h €Y, onabien X Y C XY comme annoncé. /

Proposition 2.3.4 Soit H un sous-groupe d’un groupe algébrique G. Alors l'adhérence
(de Zariski) H de H dans G est un sous-groupe (algébrique) de G.

C’est ce qu'on appelle I’enveloppe algébrique de H dans G.

Démonstration : On sait qu'une partie non-vide H est un sous-groupe si et seule-
ment si HH ' C H (et on a alors égalité). Il résulte alors du lemme que

HH '=HH'cHH'=H
et H est donc aussi un sous-groupe. v

Nous aurons besoin maintenant de la notion de partie constructible d’une variété
algébrique X : c’est une combinaison bouléenne d’ouverts de X, c’est a dire, une
union finie de sous-variétés. On voit aisément qu’une partie constructible est dense
si et seulement si elle contient un ouvert dense et on en déduit :
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Proposition 2.3.5 Soit G un groupe algébrique.

1. Si X etY sont deux parties constructibles denses de GG, alors

XNY #D) et XY =G

2. Si H est un sous-groupe constructible de G, alors H est nécessairement fermé.

Démonstration : Pour la premiere assertion, comme X et Y sont constructibles et
denses, elles contiennent chacune un ouvert non vide et dense et peut donc supposer
qu’elles sont elles mémes ouvertes. On a donc bien sir X NY # () et grace au lemme
2.3.1], on a aussi YY = G.

En ce qui concerne la seconde assertion, on peut remplacer G par H et supposer que
H est dense dans G. Comme H est constructible, il contient un ouvert non vide et
il suffit alors d’invoquer la proposition [2.3.2,  /

Nous aurons besoin du théoreme suivant (dont la démonstration est assez difficile) :

Théoréeme 2.3.6 (Chevalley) Si® : Y — X est un morphisme de variétés algébriques
et Z une partie constructible de Y alors, ®(Z) est une partie constructible de X.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.3.7 Soit & : G — G’ un morphisme de groupes algébriques. Alors
1. ker ® est un sous-groupe fermé distingué de G.

2. im ® est un sous-groupe fermé de G'.
3. On a ®(G°) = ¢(G)°.

Démonstration : Comme les points sont fermés pour la topologie de Zariski et les
morphismes sont continus, on voit que ker ® = ¢~'(1) est bien fermé. Et il est bien
str distingué.

Ensuite, on sait grace au théoreme de Chevalley que im ® est constructible et comme
¢’est un sous-groupe, il est fermé.

Pour la derniére assertion, on peut supposer que ® est surjectif et alors ®(G°) est
’ 9s . . 7 . / N 10
un sous-groupe fermé connexe d’indice fini et donc nécessairement égal a G'°. 4/

2.4 Sous-groupes engendrés

Proposition 2.4.1 Soit F une famille de partie constructibles irréductibles passant
par 1 dans G. Alors, le sous-groupe H de G engendré par les X € F est fermé
connexe et s’écrit

H=X{ - XF

avec Xq,..., X, € F.
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Démonstration : On peut bien str supposer que F est stable par produits et les
inverses en rajoutant les parties de la forme X - - - XF qui sont constructibles grace
au théoreme de Chevalley et bien stir aussi irréductibles. On va montrer que H € F.

On prend un X € F avec dim X maximal. Soit Y € F, alors X C XY car 1 € Y
et donc X C XY . Par maximalité, ces deux variétés ont méme dimension et comme
ils sont fermés et irréductibles, ils sont égaux. On a donc X = XY D X Y.

On en déduit tout d’abord que ¥ C X, ce qui montre que X est un majorant
pour F. Mais on voit aussi que X est un sous-groupe (nécessairement fermé et donc
algébrique) de G : en prenant Y = X! on a

XX '=XX1CcX.

Comme X est un sous-groupe de G, on a X = XX € F. 1l suit que X est un plus
grand élément de F et donc que H = X. 4/

Grace a cette proposition, on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 2.4.2 Soit G un groupe algébrique. Si H et K sont deux sous-groupes
fermés de G dont l'un est conneze, alors [H, K| est un sous-groupe fermé conneze.

On rappelle que [H, K] désigne le sous-groupe engendré par les commutateurs [g, h| =
ghg g tavecge Het he K.

Démonstration On suppose H connexe et on regarde pour h € K, I'image X}, du
morphisme

H——G

g+—|[g, h]

Alors, [H, K] est le sous-groupe engendré par les X} qui sont des parties construc-
tibles irréductibles passant par 1. C’est donc bien un sous-groupe fermé connexe.

V

En utilisant la proposition, on peut aussi donner une nouvelle démonstration de la
connexité de SL,, ;. En effet, on regarde pour ¢,j = 1,...,n, 'application

¢ij : A —= S
t——> [ + t]-ij
C’est un morphisme de variétés algébriques et A} est irréductible. Il suit que X;; :=

im ¢;; est une partie constructible irréductible passant par 1. Comme SL,, ; est
engendré par les X;;, c’est un groupe connexe.

Le méme genre d’argument montre que Spy,, ,, et SO,, ; sont connexes. En particulier,
on peut en déduire que Spy, , C SLay -
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3 Action de groupe

3.1 Généralités

On rappelle qu'une action (a gauche) d’'un groupe (abstrait) G sur un ensemble E
est une application

GxE—t~FE
(9,2) ——gT

satisfaisant
Vee E,\le=x et Vg,he G,z E (gh)xr = g(hx).
On en déduit un homomorphisme de groupes

p:G——S(F)

gr—— (v — go)

ou S(E) désigne le groupe des bijections de E dans E. Et réciproquement, tout
homomorphisme de groupes p : G — S(F) induit une action (gz = p(g)(z)).

On peut faire les remarques suivantes :
— On peut remplacer groupe par monoide ci-dessus a condition de remplacer S(E)
par le monoide E¥ des applications de F dans E.
— Une action a droite
GxE——F
(9,2) ——79

satisfait
Vee E,x =21 et Vg,heG,xe€ E x(gh) = (zg)h.

C’est équivalent a une action a gauche du groupe opposé GP qui a les mémes
éléments que G mais avec la loi g * h := hg. Il existe en fait un isomorphisme de
groupes

G?P——G .

xlﬁm_l

que nous utiliserons pour remplacer systématiquement les actions a droite par des
actions a gauche.

— Cette notion passe mal aux catégories car I’analogue de S(F) pour un objet X
d’une catégorie C est le foncteur en groupes

Aut(X) : S — Autg(Xg)
qui n’est pas représentable en général.

Nous pouvons rappeler brievement le vocabulaire utilisé dans la théorie. Le stabili-
sateur ou groupe d’isotropie d'un x € E est le sous-groupe

G,:{g€G, gz=g}
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et son orbite est la partie

Gz = {gz,g € G}

de E. L’action est fidéle si kerp = 0; elle est simple si Vo € E,G, = 0. Comme
ker p = N, epG, on voit qu’'une action simple est toujours fidele. L’action est tran-
sitive s'il existe une unique orbite :

E#0 e Vrye E dgeG,y=gu.

On dit aussi que E est homogene sous GG. Une action simple et transitive est dite
simplement transitive :

E#0 et Vr,ye E,3geG,y=gr.

On dit aussi que E est principal homogéne sous G. En général, on dit qu’une partie
E’" de E est stable si
Vge G,Vx e E',gv € F'.

Enfin, une application ¢ : E — E’ est compatible auz actions d’'un groupe G si on a
Vg € G,Vx € E,¢(gx) = go(x).

On dit aussi que c’est un G-morphisme ou un morphisme G-équivariant.
Nous rencontrerons en particulier I'action par conjugaison de G sur un sous-groupe
distingué N

Gx N N

(g, h) ——int,(h) := ghg™*

Enfin, nous avons aussi l'action par translation a gauche d’un sous-groupe H de G
sur G :

HxG——@G,

(h,g)——hg

ou par translation a droite (vu comme action a gauche!) :

HxG——G
(h,g) ——gh™!
3.2 (G-variétés

On rappelle qu’on travaille sur un corps algébriquement clos k.

Définition 3.2.1 Soit G un groupe algébrique et X une variété algébrique. Une
action de G sur X est une action du groupe abstrait G sur l’ensemble sous-jacent a
X donnée par un morphisme

G x X —X.

On dira aussi que X est une G-variété.
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Notons en particulier, que si g € G, la multiplication par g sur X est un morphisme

JId
g:XLX)GXXLX.

T gx

et ¢’est méme un automorphisme d’inverse g~—'. On notera gY I'image d’une partie
Y C X.

Proposition 3.2.2 Soit G un groupe algébrique. Si X est une G-variétés, les orbites
sont des sous-variétés. De plus, si X est non-vide, il existe une orbite fermée.

Démonstration : Soit z € X. Comme Gz est 'image du morphisme

G—X,

gr——g7

c’est une partie constructible de X. Donc, G contient un ouvert U non vide de G.
On a alors Gz = UyeqgU qui est ouvert dans Gz. C’est donc bien une sous-variété
(ouvert d'un fermé).

Notons maintenant que Gz est stable sous I'action de G : comme la multiplication
par g sur X est un automorphisme, on a

¢Gz = gGx = Gx.

Soit O une orbite de dimension minimale (on suppose donc X non vide). Comme

O et O sont tous deux stables sous I'action de G, il en va de méme de la frontiere
O\ O.Si O\ O # 0, il existe une orbite O’ contenue dedans et donc

dim O’ <dim O\ O < dimO

ce qui contredit la minimalité de O (la frontiere est toujours de dimension strictement
inférieure). On a donc O \ O = 0 si bien que O = O est fermée dans X. /

Proposition 3.2.3 Soit G un groupe algébrique et X une variété homogéne sous
G. Alors, les composantes connexes de X sont irréductibles, ce sont les orbites sous
G° et elles sont toutes isomorphes.

Démonstration : Soit X’ une orbite fermée de X sous G°. Comme X est homogene
sous GG et que G° est d’indice fini, on voit facilement que X est I'union disjointe d’un
nombre fini de gX’. Celles ci-sont fermées et toutes isomorphes. Comme elles sont
en nombre fini, elles sont aussi ouvertes. Ce sont donc les composantes connexes.

Pour l'irréductibilité, on peut supposer que G est connexe. Comme X est homogene,

si x € X, on a un morphisme surjectif

G—X .
g——gr
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Puisque G est connexe, il est irréductible et son image X aussi. 4/

On rappelle qu'une action dun groupe abstrait GG sur un k-espace vectoriel E est
linéaire si le morphisme p : G — S(FE) est a valeurs dans GL(E). Cela signifie que

Vge Go,we E gv+w)=gv+gw et Vg€ G veFENEk g(Av)=Agv

C’est aussi équivalent & une structure de k£()-module ou k() est 'algebre du groupe
G (souvent notée k[G]). On dit aussi que 'application

p:G— GL(E)

est une représentation linéaire du groupe G. On écrira parfois gg := p(g) et on
parlera de morphisme de représentations au lieu d’application linéaire équivariante
et de sous-représentation au lieu de sous-espace stable.

Dans la proposition suivante, on n’a pas besoin que GG ou X soit affine, mais je ne
vois pas d’applications intéressantes du cas général.

Proposition 3.2.4 Soit G un groupe affine et X une G-variété affine. On a alors
1. L’application
G — GL,(A(X))

g——g "

est une représentation linéaire de G (de dimension infinie en général).

2. Si F est un sous espace de A(X) stable sous G et E est un sous-espace vectoriel
de dimension finie de F, il existe un sous-espace vectoriel E' de dimension finie
de F' contenant E et stable sous l'action de G.

3. Si
W AX) = A(GQ) @5 A(X).

désigne application induite par p : G x X — X et E est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de A(X), alors les conditions, suivantes sont
équivalentes :

(a) E et stable sous l'action de G
(b) 1*(E) C A(G) & E.

1

Par définition, on a donc pour g € G, p(g) = g~'", ce qui signifie que si f € A(X),

gf =pg)(f)=9g"(f)=foyg"

et donc finalement, si x € X,
(gf)(x) = (fog ")(x) = flg~ a).

Démonstration : On vérifie immédiatement que p est bien une représentation
(linéaire) : on a bien str pour f € A(X) et z € X,

(1f)(z) = f(1z) = f(x),



Groupes Alg. — Version du March 30, 2007 28

et aussi si, de plus g, h € G,
((gh)f)(x) = f((gh)"x) = f(h™ g™ x) = (hf)(g™ ) = (9(hf))(2).

On montre maintenant la seconde assertion. Soit £’ le sous-espace vectoriel de A(X)
engendré par tous les gf avec g € G et f € E. Alors E’ est clairement G-stable,
contenu dans F', et contient FE. Il reste a voir qu’il est de dimension finie. Comme
E est de dimension finie, on voit immédiatement qu’il existe un sous-espace de
dimension finie E” de F tel que p*(E) C A(G) ®x E". Pour g € G, la décomposition
de la multiplication par ¢!

X ax Ly

T gilx

permet de décomposer g~1" :

E A(G) @ £ E"

] |

A(X) = A(G) @5, AX) —— A(X)

R fr———>olg™")f

On en déduit que ¢g7**(E) C E’. Ceci étant vrai pour tout g, on a E C E' C E" et
E’ est donc bien de dimension finie.

Il reste a montrer la derniere assertion. Si la seconde condition est satisfaite, on peut
prendre £’ = F et on a donc aussi E = E' = E”. Réciproquement, supposons que
E est stable sous l'action de G. On peut choisir une base (f1,..., f.) de E que 'on
prolonge en une base (f;)ien de A(X). Si f € E, on peut écrire

() :Z‘Pi@fi

et on a donc pour tout g € G,

> ilg = g (f)=gf € E.

On voit donc que ;(¢g7') = 0 pour i # 1,---,r. Ceci étant vrai pour tout g € G,
on a nécessairement p; = 0. Ceci étant vrai pour tout ¢ # 1,--- ,r, on a

w() =) @i®fic AG) & E.
=1

Et ceci étant vrai pour tout f € E, on a bien p*(E) C A(G) ®; E.
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3.3 Représentations de dimension finie

Avant d’aller plus loin, il est peut étre pratique d’avoir une définition alternative
d’une action linéaire d’un groupe algébrique.

On fait tout d’abord un petit rappel d’algebre multilinéaire. Si E est un espace
vectoriel de dimension finie sur k, on pose

L’algébre tensorielle de E est 'algebre graduée T(F) = @,<¢T"(F) avec et multi-
plication évidente

(@) (W @ ws) =1 @+ 0, QW &« Wy,

L’algébre symétrique (resp. extérieure) de E est algebre graduée S(E) (resp. A(F)),
quotient de T'(E) par l'idéal

(v@w—-—wuv,uv,w e FE) resp. (v®uv,vEE).

On note vy ---v, (resp. v1 A --- A v,) l'image de v; ® -+ ® v, dans S(FE) (resp.
A(E)). L’algebre T'(FE) (resp. S(E), resp. A(F)) est universelle dans la mesure ou
toute application linéaire £ — A ou A est une k-algebre (resp. commutative, resp.
alternée) se prolonge de maniére unique en un morphisme de k-algebres T'(E) — A
(resp. S(E) — A, resp. A(E) — A).

Notons alors que tout espace vectoriel de dimension finie E est de maniére naturelle
une variété affine dont l'algebre est 'algebre symétrique S(F) du dual de E, car
bien sur,

Homy_uy(S(E), k) = L(E, k) ~ E.
Le résultat suivant est vrai plus généralement pour un groupe algébrique quelconque
mais nous n’en auront pas besoin.
Proposition 3.3.1 Soit E un espace vectoriel muni d’une action linéaire d’un groupe
affine G qui en fait une G-variété. Alors, I’homomorphisme de groupes
p:G— GL(E)

est aussi un morphisme de variétés algébriques. Et réciproqguement, un tel morphisme
de groupes algébriques définit une action k-linéaire du groupe algébrique sur la variété
E.

Démonstration : Se donner p revient a se donner, une famille compatible, pour
toute k-algebre réduite de type fini A, de morphismes de groupes

p(A) : G(A) — GL(E)(A) = GLu(A @, E).

Or on a § i
E(A) = Homy_qy(S(E),A) = L(E,A) ~ A®,; E.
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Un tel morphisme de groupes correspond donc a une action
G(A) x E(A) — E(A)
et la compatibilité est conservée. Une telle famille correspond a un morphisme
w:GxE—FE

qui fait donc de F une G-variété. Et 'action est bien str k-linéaire. Réciproquement,
une telle action fournit une action A-linéaire pour tout A qui donne un morphisme
de groupes comme ci-dessus. /

Définition 3.3.2 On dit alors que p est une représentation linéaire algébrique de

G.

Le théoreme suivant nous dit que les groupes affines sont essentiellement des groupes
classiques :

Théoréme 3.3.3 Tout groupe affine est isomorphe a un sous-groupe fermé de GL,, i,
pour nassez grand.

Comme la plupart des groupes qu’on a vu sont déja des sous-groupes de GL,, 4,
ou de GL(E) qui est isomorphe a GL,, s, nous avons peu d’exemples intéressants.
Rappelons tout de méme que G, >~ U, . Notons aussi que tout sous-groupe fini est
isomorphe a un sous-groupe d’un groupe symétrique S,, qui est lui méme isomorphe
a un sous-groupe de GL, ; par

0= My = [0i()]-

Démonstration : Soit G un groupe affine que l'on fait agir sur lui méme par
translation a droite :

p:(g.h) = hg™
La proposition nous fournit donc une action

p: G — GLg(A)

avec A := A(G) donnée par

(9)(h) = f(hg)
pour g,h € G et f € A. Soit S un ensemble fini de générateurs de A comme k-
algebre. Le sous-espace vectoriel engendré par S est de dimension finie. Grace a
la seconde partie de la proposition [3.3.1], il existe un sous-espace vectoriel E de
dimension finie de A qui contient .S, et qui est stable par G. Soit fi,..., f, une base
de E. Par construction, ceux-ci engendrent A comme k-algebre.

Comme E est stable sous I'action de G, p* induit une application linéaire

E Ay E
fi—= 221 m; ® fj
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Si g € G, 'action de G sur F s’obtient en composant avec ’application d’évaluation

A®y E E
m® fr—=m(g)f

pour obtenir
9

FE E )
fir—=2_i—1m;i(9) f;

On peut alors considérer le morphisme de groupes ¢ :

G —— GL(E) —=> GL,(k)

9——p(9)1p —— [my;(g)]
qui est bien un morphisme de groupes algébriques avec

k[T qee —— A

Tij ——Mij

(on a pour tout g € G, (det[m;;])(g) = det[m;;(g)] # 0 et donc det[m;;] € A*).

Il reste & montrer que ¢ est un isomorphisme sur un fermé (une immersion fermée),
et c’est équivalent a avoir ¢* surjectif. Or, on a pour tout g,h € G,

filgh) = (gf)(h) = 3 _m;i(9)f3(h)

et en prenant A = 1, on voit que

n

filg) = ija)mﬁ(g) =¢" ) LT (g)

J=1

et cela étant vrai pour tout g, on a

n

fi=o" O () T).

J=1

Comme ¢* est un morphisme de k-algebres et que les f; engendrent A comme k-
algebre, on a fini. 4/

On termine avec une caractérisation des sous-groupes algébriques qui nous servira
plus tard :

Proposition 3.3.4 Soit H un sous-groupe fermé d’idéal J d’un groupe affine G
d’algébre A. On considere l'action induite sur A par la translation a droite ou a
gauche. On a alors pour

H={g9edG, gJcClJ}
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Démonstration : On traite le cas de le translation a droite, la translation a gauche
s’obtenant en passant aux groupes opposés. Donnons nous tout d’abord g € H et
f € J. Comme H est un sous-groupe, on a pour tout h € H,

(9.f)(h) = f(hg) =0
si bien que gf € J.

Inversement, supposons qu’un élément g € G laisse J stable. Alors, si f € J, on a
gf € J et donc pour tout h € H,

f(hg) = (gf)(h) = 0.

I1 suffit alors de prendre h = 1 et on a f(g) = 0. Ceci étant vrai pour tout f € J,
onabienge H. /

4 Décomposition de Jordan

On a vu que tout groupe affine est un sous-groupe d'un groupe linéaire. Or, pour
étudier les matrices, I'outil fondamental est la décomposition de Jordan. Nous allons
voir que la décomposition induite sur le groupe affine ne dépend pas de sa réalisation
comme sous-groupe du groupe linéaire.

4.1 Rappels d’algebre linéaire

On rappelle que £k désigne un corps algébriquement clos et que les espaces vectoriels
ne sont pas nécessairement de dimension finie.

Définition 4.1.1 Soit E un espace vectoriel sur k et g € L(E). Alors, g est es-
sentiellement fini si F est ['union de sous-espaces vectoriels g-stables de dimension
finie. Elle est essentiellement semi-simple si sa restriction a tout sous-espace g-stable
est diagonalisable. Elle est essentiellement nilpotente si sa restriction a tout sous-
espace g-stable est nilpotente. Enfin, elle est essentiellement unipotente si Idg — g
est essentiellement nilpotente.

Se donner un endomorphisme g d’un espace vectoriel E revient a se donner une
structure de k[T]-module sur F (avec Tu = g(u)). On montre alors facilement que
g est essentiellement fini si et seulement si £ est un module de torsion :

Vu € E,3P € k[T], P(g)(u) = 0.

Les notions introduites dans cette définition se comportent mal vis-a-vis de la com-
position. On peut remarquer tout de méme que si g et h sont deux endomorphismes
essentiellement finis de E qui commutent, alors, gh est aussi essentiellement fini.
Plus précisément, F est I'union de sous espaces vectoriels de dimension finie stables
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a la fois par g et par h. Tout polynome en g et h est donc essentiellement fini. Il est
clair alors, que si I'un des deux endomorphisme est essentiellement nilpotent, alors
gh aussi. On voit aussi facilement que si les deux endomorphismes sont essentiel-
lement semi-simples, alors leur produit Iest aussi (les sous-espaces propres de I'un
sont stables par l'autre et réciproquement).

Proposition 4.1.2 Soit E un espace vectoriel sur k et g € L(E) essentiellement
fini.

1. On peut alors écrire de maniere unique g = gs + g, avec gs essentiellement
semi-simple, g, essentiellement nilpotente et gsg, = gngs.

2. Si¢: E — E' est une application linéaire et ¢ € L(E') localement finie telle
que g’ o ¢ = ¢ o g, alors

goop=¢pog, et g,op=a¢pog.

On énonce des maintenant un corollaire que I'on démontrera en méme temps que la
proposition.

Corollaire 4.1.3 Soit E un espace vectoriel sur k et g € L(E) essentiellement fini.
Si E' est un sous-espace vectoriel g-stable, alors

1. g est essentiellement finie et on a
(95)s = gsipr €t (9B )n = Gnjr-
2. L’image g de g dans E/E" est essentiellement finie et on a

(@)s =795 et(g)n =G

Démonstration : Tout d’abord, le corollaire résulte immédiatement de la seconde
partie de la proposition en considérant les applications d’inclusion £/ — E et de
projection &/ — E/E' : en effet, il est clair que g/ ainsi que g sont essentiellement
finies.

En utilisant la premiere assertion du corollaire, on voit que I’on peut supposer que E
est de dimension finie. Grace au théoreme de structure pour les modules de type fini
sur les anneaux principaux, on peut supposer que g = Aldg + n avec n nilpotent et
A € k. La premiere assertion de la proposition en résulte immédiatement. On peut
aussi supposer que ¢ = NIdg + n’ avec n’ nilpotent et ' € k. La seconde assertion
en découle. +/

Je me permet de vous rappeler que si M est un module de type fini sur un anneau
principal A, alors M ~ @;A/(p;)™' avec (p;) premier. Dans le cas A = k[T] et
M = E avec structure induite par g, on a p; =T — \; avec \; € k et on voit donc
que E = ®F; avec E; stable sous l'action de g, et (g5, — N\;Idg, )V = 0.

Définition 4.1.4 On dit que g, est la partie semi-simple de g et que g,est la partie
nilpotente.
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Lemme 4.1.5 Si g,h € L(FE) sont essentiellement finis et commutent, alors gh est
essentiellement fini, g, et gs commutent avec hg et h,,, et on a

(gh)s = gShS et (gh)n = gshn + gnhs _I_ gnhn

Démonstration : On a vu plus haut que gh est essentiellement fini et les commu-
tations résultent de seconde partie de la proposition. Enfin, on a

gh = gshs + (gshn + gnhs + gnhn)

et on a vu plus haut que le premier terme est essentiellement semi-simple et que les
autres sont essentiellement nilpotents. Il en va de méme de leur somme. On conclut
par unicité de la décomposition. 4/

Proposition 4.1.6 Soit E un espace vectoriel sur k et G € GL(E) essentiellement
finie.
1. On a alors gs € GL(E) et il existe une unique g, € GL(E) essentiellement
unipotente telle que
9 = Gs9u = Guls-

2. g7" est essentiellement finie et on a (g7 ) = (9s)7" et (g7")u = (gu) ™
3. Si¢: E — E' est une application linéaire et ¢ € GL(E’) localement finie

telle que ¢’ o p = ¢ o g, alors
giop=¢ogs et g,09=¢o0g,.

Démonstration : Si g laisse stable un sous-espace de dimension finie E’, comme g
est bijective sur E, ¢ est injective sur £’ et donc aussi bijective. Il suit que ¢g~! aussi
laisse E’ stable et on voit donc que ¢! est essentiellement finie. Comme g et g~ *
commutent, il résulte du lemme que g, est inversible et que son inverse est (g7!),.
Les deux derniére assertions résulteront alors de la premiere (et de la proposition
. D’autre part, 'unicité de g, est triviale. Il suffit donc de poser

Gu ‘= IdE + gs_lgny

ce qui donne bien sur g,g, = ¢g mais aussi g,gs = g car g; | commute avec g, grace
au lemme. /.

Définition 4.1.7 On dit que g, est la partie unipotente de g.
Pour future référence, notons que

Proposition 4.1.8 Si g (resp. ¢') est un endomorphisme essentiellement fini de E
(resp. E'), alors
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1. g® ¢ est un endomorphisme essentiellement fini de E & E' et on a

(g@gl)s:gs@g; et (g@gqn:gn@gg

et (g G )u = gu® g, sig est bijectif.

2. g® ¢ est un endomorphisme essentiellement fini de E ®; E' et on a

(1Rd)s=09s®9. et (9RG)=9sRG), + 9 R 7, + g R g,

et (g )u=gu® g, sig est bijectif.

Démonstration : Laissé en exercice. 4/

4.2 Application aux groupes algébriques

Lemme 4.2.1 Si G est un groupe affine d’algebre A, alors la représentation
p:G— GL(A)

induite par la translation a droite dans G est fidele.

On a bien str le résultat analogue pour 'action par translation a gauche.

Démonstration : Comme la translation a droite définit I'action (a gauche)

(g, h)— hg™",

p(g)(f)(h) = (9f)(h) = f(hg)

pour g,h € G et f € A. On voit donc que si p(g) = Ida, on a pour tous h € G et
f €A, f(hg) = f(h). En prenant h = 1, on voit que f(g) = f(1) et ceci étant vrai
pour tout f, on a nécessairement g = 1. Il suit que kerp = {1}. /

Théoréme 4.2.2 Soient G un groupe affine d’algebre A et p : G — GL(A) la
représentation induite par la translation d droite dans G. Si g € G, alors p(g) est
essentiellement fini et il existe gs, g, € G uniques tels que

p(gu) = p(g)u et plgs) = p(g)s-

De plus on a
9 = GsGu = GuYs-

Définition 4.2.3 On dit que g5 est la partie semi-simple de g et que g, est sa partie
unipotente. St g, = 1, on dit que g est semi-simple et si g = 1, on dit que g est
unipotent.
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Démonstration : L’unicité ainsi que la derniere assertion résultent de la fidélité de
I’action. Et l'existence de g, résultera de celle de g;.

Considérons la multiplication

fi® far—=fifo

Comme, pour g € G, p(g) est un homomorphisme d’algebres, on a

mo p(g) @ p(g) = p(g) o m.

On en déduit que
mo p(g)s ® p(g)s = p(g)s o m.

et donc que p(g), est aussi un morphisme d’algebres. On 77 alors le morphisme
composé
p(g)s

A= A—K
fr—=r)

et on note g, € G le point correspondant. Par définition, on a donc

f(gs) = p9)s(S)(1)

pour tout f € A. Nous voulons montrer que p(gs) = p(g)s. Pour cela, nous aurons
besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.4 Si on note A : G — GL(A), laction induite par la translation a
gauche, on a

Vg,h € G, plg) o A(h) = A(h) o p(g).
Démonstration : Par définition, on a pour g,h € Get f € A :

Ma)(f)(h) = f(g~'h).

On voit ainsi que, pour k € G et f € A,

(p(g) 0 A(h))(£)(k) = p(g)(A(R)(F)) (k) = A(h)(f)(kg) = f(h"kg)

et
(A(R) 0 p(9))()(k) = A(R)(p(9) () (k) = p(g)()))(h™ k) = fF(h kg). V/

Revenons a la démonstration du théoreme. On a pour tout g,h € G et f € A,

p(gs)(f)(h) = f(hgs) = A(h)(f)(gs)
= p(9)s(AR)(F)(L) = (p(g)s 0 A(R™))(f)(1)
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Grace au lemme, on a

p(g)s 0 MR~ = A(h™) © p(g)s,
et il suit que
p(gs)(F)(h) = (A(h™") 0 p(g)s)(f)(1)
= MR (p(9)s) (1)) (1) = p(g)s(F)(h).
On a donc bien p(gs) = p(g)s.  +/

Proposition 4.2.5 Soit ® : G — G’ un morphisme de groupes affines. Si g € G,
on a

(I)(g)s = (I)(gs) et CI)(g)u = (I)(gu)

Démonstration : Bien sur, il suffit de montrer que ®(g)s = ®(gs).

On note A et A’ les algebres de G et G’ respectivement, et
p:G— GL(A4), p:G — GL(A)

les représentations associées aux actions par translation a droite. On montre d’abord
le lemme suivant :

Lemme 4.2.6 Le diagramme
A2 a
ip’(d’(g)) ip(g)
@*

A—A

est commutatif.

Démonstration : Pour h € Get f' € A’ on a
(@70 p'(2(9)))(f)(h) = (2" (p'(2(9))(f)(R)
= 0 (2(9)(f)(@(h) = f(2(h)2(g)) = f'(®(hg))
= *(f")(hg) = p(g)(2*(f))(h) = (p(g) © ©)(f)(h).

Nous revenons a notre proposition. Il résulte du lemme que
"0 p/(®(g)s) = "0 p'(2(g))s = p(g)s 0 *

= p(gs) 0o " = d* 0 p(P(gs)).

On voit donc que si ®* est injectif, on a p/'(P(g)s) = p'(P(gs)) et comme p’ est fidele,
on a bien ®(g)s = ®(gs). On vérifie aisément que si ¢ est surjectif, alors, ®* est
injectif. En général, on peut décomposer ¢ en une suite de morphismes de groupes
affines

G—im®— G
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ou le premier morphisme est surjectif, et le second, l'inclusion d’un sous-groupe
fermé. On peut donc dorénavant supposer que ® : G — G’ est I'inclusion d’un sous-
groupe fermé défini par un idéal /. On considere alors le diagramme commutatif a

lignes exactes :
(b*

0 I A A 0.
ip’@(g)s)ip(gs)
v &
0 I A A 0

On a donc nécessairement p/'(®(g)s)(I) C I et la proposition implique que
®(g)s € G. On peut donc écrire ®(g)s = ®(h) avec h € G et il reste a montrer que
h = gs. On utilise a nouveau le lemme qui nous donne

%0 p(D(g)s) = @ 0 p'(®(R)) = p(h) o &7
et en comparant avec le calcul ci-dessus, on peut voir que

p(h) o @* = p(gs) o O
et comme ®* est surjectif, on a bien h = g,. +/

Si G est un sous-groupe fermé de GL(E), alors tout g € G est aussi un automor-
phisme de 'espace vectoriel E et nous avons donc deux définitions différentes de g,
et de g, selon que 'on voit g comme élément du groupe algébrique G ou comme
automorphisme de E. En fait, on a :

Proposition 4.2.7 Si G est un sous-groupe fermé de GL(E) et g € G, les deux
définitions de g, et g, coincident.

Démonstration : Grace a la proposition précédente, il suffit de traiter le cas
G := GL, %. On note g = ¢,9, la décomposition de g en tant qu’automorphisme de
k™ et g = g.g., la décomposition en tant qu’élément du groupe G. On veut montrer
que g, = gs. L’autre égalité suivra.

L’espace k™ est muni de l'action naturelle du groupe linéaire et l'algebre A :=
K|[T}j]aet est munie comme d’habitude de l'action p : G — GL(A) induit par la
translation a droite. Imaginons que nous disposons d’une application linéaire G-
équivariante

¢ Dk — K[ﬂj]det'
Cela signifie que, pour tout g € G, on a

¢pog=p(g)og.
On aura alors
¢pog,=p(g.)od=plg)sod=g¢ogys,
Si ¢ est injective, on pourra conclure que gl = gs.

Il suffit donc de construire cette application ¢. On veut donc pour tout g, h € G et
tout v € k",

¢(g(v))(h) = p(g)(¢(v))(h) = ¢(v)(hg).
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Si on pose f(v) = ¢(v)(1), on aura donc ¢(v)(g) = f(g(v)). Il suffit donc de choisir
une forme linéaire f : k™ — k. Mais nous voulons aussi que ¢ soit injective. S’il existe
v € k™ \ 0 tel que ¢(v) = 0, alors pour tout g € G, on aura f(gv) = ¢(v)(g) = 0
et comme 'action de G est transitive sur £™ \ 0, on aura f = 0. Il suffit donc de
prendre f non nulle. /

4.3 Groupes unipotents

On rappelle que si G est un groupe abstrait, on note
CG) :=D°(G) =G, CYG):=DYG):=G" =[G,d]
et par récurrence
C"HG) = [G,C™(G)] et D"TH(G) =[D"(G), D"(G)].
On dit que G est nilpotent (resp. résoluble) s'il existe N tel que CN1(G) = 0 (resp.
DNTH@G) = 0).

Ce n’est pas évident mais on peut montrer que, par exemple, U, ; est nilpotent
et T, est résoluble. On peut utiliser pour cela les décompositions suivantes en
produits semi-directs :

n—1
Tn,k = Un,k X Dn,k et Un,k = Un—l,k X Ga,k .

Définition 4.3.1 Un groupe affine est unipotent si tous ses éléments sont unipo-
tents.

Proposition 4.3.2 1. Un groupe affine est unipotent si et seulement si il est
isomorphe a un sous-groupe de U, .

2. Si G est un groupe unipotent et & : G — GL(E) est un morphisme de groupes
algébriques, il existe une base de E telle que im ® C U, .

Démonstration : La condition de la premiere assertion est bien str suffisante. Pour
la réciproque, comme on peut réaliser G comme sous groupe d’une groupe linéaire,

il suffit de montrer la seconde assertion. Nous allons procéder par récurrence sur
dim F.

Remarquons avant tout que si on a une suite exacte de représentations linéaires d’'un
groupe G
0—-F —FE—FLE"—0,

la matrice de I'action d’un élément g de GG est de la forme

. ggr *
9E ( 0 gEu)'

On voit donc que gg € Ugim gk si et seulement si g7 € Ugimp' €t 957 € Udim ek
(et on a bien sur le méme résultat en remplacant U par T).
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On peut donc supposer que E est irréductible, ¢’est a dire, n’a pas de sous-représentation
non triviale. Bien sir, comme l'image d’un unipotent est unipotent, on peut aussi
remplacer G par im ® et supposer que G C GL(E). On va montrer que, dans cette
situation, on a en fait G = {1}.

Nous allons utiliser le théoreme de Burnside qui est classique mais dont la démonstration
est assez difficile :

Théoréme 4.3.3 (Burnside) Si E est une représentation linéaire irréductible d’un

groupe abstrait G, l'application

£(G) L(E)
Z a;g; —> Z )‘igi,E

est surjective.

On revient a notre démonstration. Soit g € G. Si h € L(E), on peut écrire grace au
théoreme de Burnside, h = > \;h; avec h; € G et A\; € k. On voit donc que

r[(1—g)h] = Z)‘itr [(1—g)hi]

= Z/\i[tr g —tr gh;] = Z)\i(dimE —dimE) =0

car la trace d’un unipotent est égale a la dimension de l'espace et que ¢ ainsi
que les gh; sont unipotents. Puisque tr [(1 — g)h] = 0 pour tout h € L(E), on
a nécessairement 1 — g = 0, c’est a dire ¢ = 1 comme annoncé. /

Corollaire 4.3.4 Un groupe unipotent est nilpotent et donc résoluble.

Démonstration : En effet, un sous-groupe d’un nilpotent est nilpotent et U, s, est
nilpotent. +/

Corollaire 4.3.5 (Lie-Kochin) Si E est une représentation linéaire non nulle
d’un groupe unipotent G, il existe v € E, non nul, stable sous G.

Démonstration : Il suffit bien str de considérer la représentation naturelle de
U, et de prendre v = (1,0,...,0). /

Proposition 4.3.6 St un groupe unipotent G agit sur une variété affine X, toutes
les orbites sont fermées.

Démonstration : On choisit une orbite O de G dans X. Quitte a remplacer
X par O, on peut supposer que O est (ouverte) et dense dans X. On note Y le
complémentaire de O dans X et on désigne par I son idéal dans A := A(X). On va
alors utiliser alors la seconde assertion de la proposition [3.2.4. Comme Y est stable
sous l'action de G, il ne va de méme de I. Comme O # (), I est non nul, et il existe
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un sous-espace vectoriel non nul £ de dimension finie de I stable sous I’action de G.
On utilise alors Lie-Kochin : Comme G est unipotent, il existe f € E' C I non nul
et stable sous G. Il suit que f est constant sur les orbites et donc en particulier sur
O qui est dense. On voit donc que f est constant non nul. On a donc I = A et alors
Y = 0. Cest ce que 'on voulait. /

Nous avons utilisé le fait que si f € A est G-stable, alors f est constant sur les
orbites : ¢’est clair car alors pour tout z € X et g € GG, on aura

flgz) = (97 @) = f(2).

4.4 Groupes commutatifs

Théoréme 4.4.1 Soit G un groupe affine commutatif. Alors, l’ensemble G (resp.
G.) des éléments semi-simples (resp. unipotents) de G est un sous-groupe fermé et

on a G =G, xGs.

Démonstration :

Nous commencons par un lemme.

Lemme 4.4.2 Si & : G — GL(FE) est une représentation linéaire d’un groupe
commutatif G, il existe une base de E telle que

CI)(G) C ka et @(GS) = Dn,k N @(G)

Démonstration : On procede par récurrence sur dim E. Si ®(G) C Gy, xldg, cest
clair. Sinon, on peut trouver g € G tel que ®(g) # Aldg pout tout A € k.

Supposons d’abord que ®(G5) ¢ Gy On peut alors supposer que g € Gy et
décomposer E en somme de sous-espaces propres £ = @& F;. Comme G est commu-
tatifs, chaque E; est stable sous GG, et on finit par récurrence.

Si on suppose maintenant que ®(Gy) C Gy, la seconde condition sera automati-
quement satisfaite. Pour montrer la premiere, on choisit un sous-espace propre £’
de g et on regarde la suite exacte de représentations

0—-FE —F—E/E —0.

On finit alors par récurrence (on trigonalise sur le sous-espace et sur le quotient).
\/

Avant de revenir au théoreme, on rappelle qu’on a un produit semi-direct
Tn,k = Un,k X Dn,k:-

En d’autres termes, on a une suite exacte scindée de groupes algébriques

0 Un,k Tn,k Dn,k 0
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Grace au lemme, on peut supposer que G C T, et G5 = D,,, N G et on en déduit
immédiatement que G,, = U,, ;N G. On a donc une suite exacte scindée de groupes
algébriques commutatifs

=G

0 Gy G

s 0
et notre assertion en découle formellement.  /

Remarquons au passage que si GG est connexe, alors G et GG, aussi.
Proposition 4.4.3 Tout groupe affine connere G de dimension 1 est commutatif.

On voit en particulier que G est soit unipotent, soit composé d’éléments semi-simples.
On peut montrer (mais ce n’est pas si facile) que dans le premier cas, on a G ~ G,
et dans le second, G ~ G,,.

Démonstration : On raisonne par ’absurde.

Si G n’est pas commutatif, on peut alors trouver g € GG tel que le morphisme
a—2 .
hi—=ghg™

ne soit pas constant. Comme G est connexe, im ® est une partie constructible infinie

de G. Et comme G est irréductible de dimension 1, G\ im & est nécessairement fini.
Cela implique que presque tous les éléments de G sont conjugués.

On plonge GG dans un groupe linéaire et on considere la suite de morphismes de
variétés algébriques
G—— GLn,k k[T]<n

h——det(I — Th)

L’image de G est finie car presque tous les éléments de GG sont conjugués. Comme
G est connexe, cette image est réduite a un élément, I'image de 1 qui est donc
(1 —=T)". Le théoreme de Cayley-Hamilton implique donc que, pour tout g € G, on
a (1 —g)" =0, et donc que g est unipotent. Il suit que G est un groupe unipotent,
donc nilpotent, donc résoluble.

On considere maintenant D(G) qui est un sous-groupe fermé connexe de G grace a la
proposition . Comme on a supposé que G n’est pas commutatif, on a D(G) # 0
et et donc D(G) = G pour des raisons de dimension. Et G n’est donc pas résoluble!
Contradiction. 4/

4.5 Groupes diagonalisables

Un caractére d’'un groupe abstrait GG est une application y : G — k*. On dispose
alors du théoreme d’indépendance des caracteres de Dedekind :

Théoreme 4.5.1 (Dedekind) Si G est un groupe abstrait G, alors Homg, (G, k*)
est une partie libre de l’espace vectoriel Hompg,s(G, k).
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La démonstration est classique : on considere une combinaison linéaire nulle

i Aixi = 0.
i=1

On en déduit pour tous g,h € G, que
> Aixilgh) =0 et (O Aixi(9))xn(h) =0
i=1 =1

et une soustraction nous donne :

Définition 4.5.2 Un caractere d’un groupe algébrique G est un morphisme de groupes
algébriques x : G — Gy,.

Proposition 4.5.3 1. Les caracteres d’un groupe algébrique G forment un groupe
abélien M (G) pour
(X1 + x2)(9) = xa(9)x2(9)-

2. 81 ®: G — H est un morphisme de groupes algébriques, 'application

M(®)

M(H) M(G)
X——>xo®

est un homomorphisme de groupes.
3. On a toujours M(G x H) = M(G) & M(H).
4. OnaZ ~ M(Gy, ).

5. La composition avec Uinclusion G, — A} induit un homomorphisme injectif

d’anneaux
FM(G) A(G).

Démonstration : Les homomorphismes d’un groupe vers un groupe abélien forment
toujours un groupe abélien. Pour montrer la premiere assertion, il suffit donc de
vérifier que M (G) est un sous-groupe. En effet, x1 + y2 est le morphisme de variétés

(Id,1d) X1XX2 mult.
G—=G x GHGm,k’ X Gm,kHGm,k .

Et si x est un caractere, alors —x est le morphisme de variétés

X inv.
G—>Gnr—>Gni .

La seconde assertion est claire.
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Pour la troisieme assertion, on a une bijection par définition du produit et c’est
compatible aux lois de groupes par construction. Les détails sont laissés en exercice.

On montre maintenant la quatrieme assertion.
HomVarAlg(Gm,k; Gm,k) ~ Homk_alg(k‘[T]T, k’[T]T) ~ k‘[T]; = {)\Tn, A E k‘, n e Z)

Et 'application correspondante est o — Aa™ qui est un morphisme de groupe si et
seulement si A = 1.
Pour la derniere assertion, la composition avec l'inclusion G, — A,l€ fournit une
injection

M(G) = HOIIIGTAlg(G, Gm,k) — HOHIVGTAZQ(G, A]1€> ~ A(G)
qui transforme par construction les sommes en produits. Par fonctorialité, on obtient

un morphisme kM(@) — A(GQ) qui est injectif grace au théoreme d’indépendance
de Dedekind. /

On identifiera souvent M (G) avec une partie de A(G) et kM) avec un sous-anneau
de A(G).

Définition 4.5.4 Un groupe algébrique est diagonalisable s’il est est isomorphe a
un sous groupe d’un groupe diagonal D,, ;.

On peut bien sur, dans cette définition, remplacer D, par Gj, , qui lui est iso-
morphe.

Théoréme 4.5.5 Le foncteur G — M (G) induit une équivalence entre la catégorie
des groupes diagonalisables et celle des groupes abéliens de type fini sans p-torsion

(car k = p).

On montrera au passage que 1’on a des isomorphismes naturels
EME) ~ AG) et G ~ Home, (M(G), k*),
et que la structure d’algebre de Hopf de A(G) est induite par

wime—mem, € :me—1 et o im—ml

Démonstration :

Soit G — G, ; une immersion fermée. On a alors un diagramme commutatif
k[L)r —= A(Gy, ;) — A(G)
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ou la fleche du bas est surjective. On remarque alors que la premiere fleche verticale
identifie Z™ avec la base canonique de k[T]r. Il suit que I'image de Z™ dans A(G)
est un ensemble générateur et on sait que M(G) est une partie libre de A(G). 11
suit que la fleche du haut est aussi surjective et que M(G) est une base de A(G).
En particulier, on voit que M(G) est bien un groupe abélien de type fini et que
EM©E) ~ A(G). D’autre part, la structure d’algebre de Hopf est induite par celle de
G, 1. et est donc bien celle annoncée. Enfin, on vérifie aisément que M(G) n’a pas
de p-torsion : si x € M(G) satisfait pxy = 0, alors pour tout g € G, on a x(g)? =1
et donc x(g) = 1, ce qui montre que x = 1.

On montre maintenant notre foncteur est pleinement fidele. On se donne un autre
groupe diagonalisable H et un homomorphisme de groupes ¢ : M(H) — M(G).
Celui-ci se prolonge de maniere unique en un morphisme d’algebres A(H) — A(G)
qui est compatible avec les structures de Hopf. Ce dernier correspond a un unique
morphisme de groupes algébriques ® : G — H. De plus, par construction, on a donc
pour x € M(H),
M(@)(x) = x o ® = 2"(x) = ¢(x)

et donc M(®) = ¢.

On montre pour finir que notre foncteur est essentiellement surjectif. On se donne un
groupe abélien de type fini sans p-torsion M. Alors, l'algebre kM) est une k-algebre
réduite de type fini qui correspond donc a une variété algébrique

G = Homy,_ g, (k™) k%) ~ Home, (M, k*).
Si on choisit une présentation Z™ — M, on en déduit une surjection
KT = k% — k) = 4(G)

qui induit une immersion fermée G — Gy, ;. Celle-ci correspond & I’application
naturelle
G = Homg, (M, k") — Homg,(Z", k") ~ G

m,k>

ce qui montre que I'image de G est bien un sous-groupe fermé de Gy, ;.. Et la structure
d’algebre de Hopf est bien celle attendue. Finalement, on a

M(G) = HomGTAlg(G, GmJg) >~ HOHlHopf(k[T]T, A(G))
~{f e AG) fef=w()1=e(f). [ =)}

La condition f € A(G) implique que f = Am avec A € k et m € M et les autres
conditions se résument donc a A = 1. Cela signifie que M (G) = M. /

Comme premiere conséquence, le théoreme de structure des modules de type fini sur
les anneaux principaux nous dit que tout groupe abélien de type fini sans p-torsion
est somme finie de copies de Z et de Z/1"Z avec | # p premier. Il suit que tout groupe
diagonalisable est produit fini de copies de G, ;, et de p» avec [ # p premier.

Définition 4.5.6 Un groupe algébrique G est un tore (algébrique) s’il est isomorphe
a G ..
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Proposition 4.5.7 Soit G un groupe algébrique.
1. Les conditions sutvantes sont équivalentes
(a) G est diagonalisable

(b) On a G ~ T x H ou T est un tore et H un groupe abélien fini sans
p-torsion.

De plus, T est la composante neutre de G et H est le groupe des composantes
connexes.

2. 81 G est diagonalisable, les conditions suivantes sont équivalentes
(a) G est un tore
(b) G est connexe.
(¢) M(G) est libre (ou sans torsion).

Démonstration : Remarquons tout de suite qu'un tore est connexe et un groupe
diagonalisable est un tore si et seulement si son groupe de caractere est libre.

Maintenant, comme un tore et un groupe abélien fini sans p-torsion sont tous deux
diagonalisables, il en va de méme de leur produit. Réciproquement, si G est diagona-
lisable, on a M(G) ~ Z™ ® M ou M est un groupe abélien fini sans p-torsion. On en
déduit que G =T x H ou T est un tore et H un groupe abélien fini sans p-torsion.
Comme T est connexe d’indice fini, c¢’est la composante neutre de G et on en déduit
un isomorphisme canonique entre H et le groupe des composantes connexes de G.

Finalement, si G est un groupe diagonalisable connexe, on a G = T et G est donc
un tore. 4/

5 Géométrie des groupes

5.1 Lissité

Si X est un espace topologique, la fibre en un point x € X d’un préfaisceau F' est

F, :=lim F(U)
—

zeU

ou U parcourt les ouverts de X contenant x. Si X est une variété algébrique, alors
Ox , est un anneau local dont 'idéal maximal se note my , et le corps résiduel est k.
Si f € Ox,, on notera f(z) son image dans k. Dans le cas ou X est affine d’algebre
A et

m, = {f € A, f(z) = 0}

désigne 'idéal maximal de A associé a =, on a
b
Oxz=An et mx,=mA,.

Notons aussi tout morphisme de variétés algébriques ¢ : X — Y induit un mor-
phisme d’anneaux locaux @} : Oy,¢u) — Ox s
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On rappelle que si A est une k-algebre et M un A-module, 'espace des dérivations
de A dans M est

Dery(A, M) :={D € L(A,M),Vf,g € A,D(fg) = fD(g) + gD(f)}.
Si X est une variété algébrique, 1'espace tangent en un point x est
T, X :=Dery(Oxq, k) = {§ € A,Vf,g € A,&(fg) = f(2)E(g9) + g(x)&(f)}-

On voit aisément que 1'on a un accouplement parfait

k ;
(D, f)F——(D,[) = D(/)

2
T,X X myx,/m%,

et donc un isomorphisme T, X ~ (my,/m% ,)". Si X est affine d’algebre A, on vérifie
aisément que
T,X ~ Dery(A, k) ~ (m,/m2)".

On voit par exemple que T, A} ~ k" et, plus généralement, si E est un espace
vectoriel de dimension finie, X un ouvert de E et x € X, que I'on a un isomorphisme
canonique

E ~ Der(S(E), k) = T,E =T, X.

Enfin, tout morphisme de variétés algébriques ® : X — Y induit une application
linéaire
T, X 225 Top)Y .
E——=E&o dF

En particulier, on voit que si § € T, X et f € my,g(,), on a

(d®(§), f) = (&, P (f))-
Par exemple, un morphisme ¢ : X — A} va induire une application linéaire
T, X a2 %
(@ (T3), ..., E(@*(T,)

qui est injective si @ est 'inclusion d’une sous variété.

Si X est irréductible, on a toujours dimy 7T, X > dim X et on dit que X est lisse en
x si Iégalité est satisfaite. En général, on dit que X est lisse en x s’il y a une unique
composante irréductible en x et que celles-ci est lisse. Enfin, on dit que X est lisse
s’il est lisse en tout point.

Par exemple, la courbe d’équation y? = 2% 4 22 n’est pas lisse a l'origine car I’espace
tangent en ce point est de dimension 2.

On dispose alors du théoreme de lissité générique :

Théoreme 5.1.1 Toute variété algébrique sur k posséde au moins un point lisse.
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En fait, ceux-ci forment un ouvert dense.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 5.1.2 Un groupe algébrique G est lisse. En fait, si X est une G-
variété, ses orbites sont lisses. En particulier, si X est homogéne, alors X est lisse.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que G est homogene sous 'action
par translation (& droite par exemple) sur lui méme et qu’'une orbite est une variété
homogene. Il suffit donc de montrer la seconde assertion. Grace au théoreme de
lissité générique, X possede un point lisse x. Soit y un autre point. Comme X est
homogene, il existe g € G tel que y = gx. On considere alors 'automorphisme de
translation par g qui fournit un isomorphisme Dg, : T, X ~ T, X. /

5.2 Morphismes dominants

Si X est une variété algébrique irréductible, son corps de fonctions est son « anneau
local au point générique » :

K(X) = lim Ox (V).

Ucx

On remarque tout de suite que K (X) est un corps, que si U est un ouvert non vide
de X, on a K(X) = K(U) et que si X est affine d’algebre A, on a K(X) = Frac(A).

Un morphisme & : X — Y entre deux variétés algébriques est dominant si im ® est
dense dans Y. Si X est irréductible, alors Y aussi et la condition est équivalente a
dire que im ¢ contient un ouvert non-vide. Si X et Y sont affines d’algebres A et
B respectivement, on voit aisément que ® est dominant si et seulement si &* : B —
A est injective. Un morphisme dominant ® : X — Y entre variétés irréductibles
induit une extension de corps K(Y) — K(X). On dit que ® est séparable si cette
extension est séparable (composée de transcendant et séparable algébrique). Par
exemple, 'application de Frobenius

A]l_;p - A%p
T———1TP
n’est pas séparable. Mais tout morphisme dominant X — Y est séparable si K(Y)
est parfait, par exemple si car k = 0.

On dispose alors du théoreme suivant qui généralise le théoreme de lissité générique :

Théoreme 5.2.1 Soit ® : X — Y un morphisme de variétés algébriques irréductibles.
Alors, ® est dominant séparable si et seulement si il existe un point lisse x € X tel
que ®(z) soit lisse et d®, surjectif.

On en déduit le résultat suivant :
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Proposition 5.2.2 Soit G un groupe algébrique connexe et ® : Y — X un G-
morphisme de G-variétés homogenes. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ® est séparable.
2. 1l existe x € X tel que d®, est surjectif.
3. Six e X, alors d®, est surjectif.

Remarquons que ® est surjectif : en effet le morphisme composé

G—=X-2-v.
gr—gx

est surjectif car Y est homogene et la seconde fleche 1’est donc nécessairement aussi.
Revenons a notre proposition.

Démonstration : On sait que les deux premieres conditions sont équivalentes
grace au théoreme de lissité générique relative. Et bien sir, la derniere condition
implique la seconde car X # (). Réciproquement si d®,, est surjectif tout autre point
est de la forme gx. Si on note gx et gy les morphismes d’actions par g sur X et Y
respectivement, on a

gy 0P =Pogy

et il suit que

de,@(a:) o dq)a: = dcbga: o ng,:c-

Comme les trois autres applications sont surjectives (ou bijectives), il ne va de méme
de d®,,.

Corollaire 5.2.3 Soit ® : G — G’ un morphisme de groupes algébriques connezes.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ® est surjectif et séparable.
2. d®q est surjectif.
3. Si g € G, alors d®, est surjectif.

Remarquons qu’un morphisme dominant de groupes algébrique ® : G — G’ est
toujours surjectif car I'image est un sous-groupe fermé. Et alors, ® fait de G’ un
espace homogene sous G pour lequel ® est G-équivariant.

Démonstration : Les deux premieres assertions sont donc équivalentes grace au
théoreme. Et elles sont équivalentes a la troisieme grace a la proposition. 4/

5.3 Platitude

Nous devons introduire différentes notions.

Rappelons tout d’abord que la codimension d’une sous variété X’ d’une variété
algébrique X est la différence dim X — dim X’.
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Ensuite, un morphisme ® : X — Y est universellement ouvert si pour toute variété
Z, le morphisme
dxIdy; . X xZ—-YxZ

est ouvert. On définit de la méme maniere, universellement fermé, etc.

Enfin, on dit qu'un morphisme dominant ® : X — Y de variétés algébriques
irréductibles est est génériquement fini si [K(X) : K(Y)] < co. On dit qu’il est
localement fini en un point x € X s’il existe un voisinage ouvert affine d’algebre

A de z et un voisinage ouvert affine d’algebre B de ®(x) tel que ®* induise un
morphisme fini B — A. Un tel morphisme est génériquement fini.

On dispose alors du théoreme de finitude générique dont nous aurons besoin plus
loin :

Théoreme 5.3.1 Soit ® : X — Y un morphisme dominant de variétés algébriques
irréductibles. S’il existe v € X tel que |®~H(P(x))| < oo alors, ® est localement fini
en x.

Le théoreme de platitude générique est assez technique a exprimer ici :

Théoreme 5.3.2 Soit & : X — Y un morphisme dominant de variétés algébriques
irréductibles. Alors, quitte a remplacer X par un ouvert non vide, on a

1. ® est universellement ouvert.

2. SiY' CY est une sous-variété irréductible de codimension d, alors les com-
posantes irréductibles X' de 1Y) ont toutes codimension d.

3. Si @ est génériquement fini, alors

pour tout x € X.

Pour appliquer ¢a aux groupes, nous aurons besoin de la notion de morphisme bira-
tionnel. Cela se dit d’'un morphisme dominant de variétés irréductibles  : X — Y
qui induit un isomorphisme K(Y) ~ K(X). Comme on le voit aisément, c’est un
morphisme qui induit un isomorphisme entre un ouvert non vide de X et un ouvert
non vide de Y.

Proposition 5.3.3 Soit G un groupe algébrique et ® : X — 'Y un G-morphisme de
G-variétés homogénes. Alors,

1. ® est universellement ouvert.

2. S1Y' CY est une sous-variété irréductible de codimension d, alors les com-
posantes irréductibles X' de ®~1(Y") ont toutes codimension d.

3. ® est un isomorphisme si et seulement si ® est bijectif et il existe x € X tel
que d®, est bijectif.
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Démonstration : Quitte a remplacer G par G° (et X et Y par des orbites sous G°),
on peut supposer que G est connexe. Grace au théoreme de platitude générique, on
peut trouver un ouvert non vide U de X tel que les deux premieres assertions soient
vraies pour la restriction de ® a U. Comme ® est G-équivariant, elles sont aussi
satisfaites sur tout gU avec g € G. Comme X est homogene et que ces assertions
sont de nature locale sur X, elles sont bien satisfaites.

Nous traitons maintenant la derniere assertion. La condition est bien stir nécessaire.
Réciproquement, comme ® est bijective, ¢’est un morphisme génériquement fini et la
derniere assertion du théoreme de platitude générique implique que ® est purement
inséparable. Mais le fait que d®, est surjectif implique que ® est séparable. Donc
® est birationnel. Il induit donc un isomorphisme entre deux ouverts. Comme & est
G-équivariant, c’est nécessairement un isomorphisme : la condition est locale et ®
est surjectif. 4/

Corollaire 5.3.4 Soit ® : G — G’ un morphisme surjectif de groupes algébriques.
Alors,

1. ® est universellement ouvert.
2. On a dim G = dim G’ + dim ker ®.

3. @ est un isomorphisme si et seulement si @ est bijectif et dP;y est bijectif.

Démonstration : Résulte immédiatement de la proposition. 1/

6 Différentielles

6.1 Module des différentielles

Si A est une k-algebre, le foncteur
M +— Der(A, M)

est représentable par un A-module Y, appelé module des différentielles de A. Plus
précisément, si on note I le noyau de la multiplication

A@kAHA s
J1® far—fifo

on pose QY = I/I? vu comme A-module via action & gauche et on note

A—2 QY
f—1ef-fol

Comme [ est engendré comme idéal de A ®, A parles 1 ® f — f ® 1, on voit que
QL est engendré comme A-module par les df. On a alors un isomorphisme

I‘IOIHA(QA7 M) = Derk(A, M) .

U | uod
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On écrira plus simplement Dery(A) := Derg(A4, A). On a alors une dualité parfaite
a gauche

Derk(A)XQh A .

Par exemple, si A = k[T},...,T,], on a
oF

QL = AT, et dF = —
A EB 7 € 87’!@

dT;.

Et si A=k[Th,...,T,)/(Fy,--- , F,), alors
QY ~ AdT;/(dF}).
Soit X une variété affine d’algebre A et x € X. On a alors un morphisme de suites

exactes
00— —— AR A—A——=0

R

0 my A k 0

ou la fleche du milieu est donnée par f; ® fo — fi(z)fo. On en déduit un morphisme

25 m, /m?
w:= fidfy—w(x) = fi(x) f> = folx)
qui induit en fait un isomorphisme
k®@a QY ~m,/m2.
D’autre part, on a aussi un morphisme naturel
Derg(A) ——T,
D———D,

défini comme suit : si D € Dery(A), 'application composée

A k
fr—=D(f)(x)

est une dérivation qui se prolonge de maniere unique en une dérivation de Ay, par

la formule
ﬁ) _ D(A)@) folx) = f1(x) D(f2)()
fa fa()? '

On a alors un diagramme commutatif

Dx(

Dery(A) x Q4 —= A,

]

T, x m,/m2 ——[

c’est a dire que pour D € Dery(A) et w € Q) on a
(D,w)(x) = (Da,w(2)).
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6.2 Différentielles sur les groupes

Proposition 6.2.1 Soit G un groupe affine d’algebre A. Alors, l’isomorphisme
GxG—>GxG
(9, h) —= (g, 9h)
induit un isomorphisme
On pourra l'utiliser pour identifier m;/m? & un sous-espace vectoriel de QY via
P (w) =1 w.

Démonstration : On a un diagramme commutatif

G
(Idfg/ W\,mg)

GxG = GxG

Si I est I'idéal de G dans G x G, on a donc un diagramme commutatif

A ®fm1 .

Ay A——~Ae A

~

I

On obtient donc comme annoncé,

Corollaire 6.2.2 On a un accouplement parfait de A-module libres
Derj(A) x Q) — A
et ® induit un isomorphisme
A ®y T'G ~ Derg(A).
Ici encore, on pourra utiliser ® pour identifier 717G a un sous-espace vectoriel de
Derg(a) via (1 ® D) = D.

Démonstration : Il résulte de la proposition que QY est libre et il suit que Dery(A)
qui est son dual est aussi libre et que la dualité est parfaite. La seconde assertion
s’obtient alors par dualité. C’est formel. /

Proposition 6.2.3 Soit G un groupe algébrique et X une G-variété d’algébre A. 11
existe alors une unique action de G sur Y telle que

9(f1df2) = (gf1)d(gf2)
sig € G et fi1, fo € A. Celle ci-est essentiellement finie.
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Démonstration : L’action essentiellement finie de G sur A se prolonge naturelle-
ment en une action essentiellement finie sur A ®;, A. Et comme G agit par automor-
phismes d’anneau, la multiplication A ®; A — A est G-équivariante. On a donc une

action induite sur I qui préserve I? et qui induit donc une action essentiellement
: 1
finie sur Q. +/

Par construction, cette action est semi-linéaire, c’est a dire que g(fw) = (¢f)(gw).

Proposition 6.2.4 Soit G un groupe algébrique et X une G-variété d’algebre A. Si
g € G et D € Derg(A), alors

gD :=goDog ! Dery(A)
et on obtient ainsi une action de G sur Dery(A). De plus, siw € QY, on a
(gD, gw) = g(D,w)
Démonstration : Il est clair que gD est k-linéaire et on a

(goDog ")(fife) = g(D(g ' (f1f2) = 9(D((g " f1)(g7" f2)))

=g(D(g ' [)g7 f2) + (g A)D(g " f2)) = g(D(g7 1)) f2 + frg(D(g™" f2)))
=(goDog ) fi)f2+ filgo Dog ") (f2).

Par dualité, pour s’assurer qu’on a bien une action, il suffit de montrer la derniere
assertion. Par additivité, il suffit de traiter le cas w = fidfs :

(goDog ' g(fdf2)) =(goDog ", (gfi)d(gf))

= (9/1)(go Dog ") (gf2) = (91)(9(D(f2))
= g(f1)D(f2) = 9(D, fudfs). /

Si G est un groupe algébrique, ’action par conjugaison de G sur lui méme

G xd G
(g, h) ——int,(h) := ghg™*

induit une action linéaire Ad sur 73G. On a donc pour g € G, Ad(g) = dinty ;.

Nous aurons besoin dans la prochaine proposition de la notion de contragrédient :
si ¢ : E ~ F est un isomorphisme d’espace vectoriels de dimension finie, son
contragrédient est l'inverse du dual ¢* = (¢")™' : EY ~ FY. On a donc, pour
ve E,wekEY,

(p(v), ¢*(w)) = (v, w),

Proposition 6.2.5 Soit G un groupe algébrique. Si on désigne par A (resp. p) l'ac-
tion par translation & gauche (resp. a droite), alors laction induite sur QY correspond
via lisomorphisme

0L ~ A, TVGY.

a A®ldp v (resp. p @ Ad").
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Démonstration : On considere comme plus haut I'isomorphisme

GxG—=GxG.
(9, h) ——(g,9h)

Pour g € G fixé, on a alors un diagramme commutatif

~

(h, k) GxG GxG (h, k)

R Y
(gh, k) GxG GxG (gh, gk)

(]

dont I'assertion sur l'action par translation a gauche découle immédiatement. Pour
I’action a par translation a droite, on utilise

~

(h, k) GxG GxG (h, k)

L]
(hg'.gkg™")  GxG——F——=GxG  (hg™' kg™

Il faut juste s’assurer que I'action induite par int, sur 77G" est bien celle annoncée.
Par définition, I'action sur A est donnée par int;_, et c’est donc cet automorphisme
qui induit 'action sur my /mf. Son dual est donc bien dint,-1 ;. Et son contragrédient
est alors dinty 1./

Corollaire 6.2.6 L’action \ (resp. p) sur Derg(A) correspond via l'isomorphisme
®: ARy T1G ~ Deri(A)

a AR Idpg (resp. p® Ad).

Démonstration : C’est encore la dualité. Pour A par exemple, on veut montrer
quesi fie A, ge Get Ge TG, on a

®(Ag)(f1) @ D) = Ag)(®(fr @ D))
et il suffit de montrer que pout tout w € QY on a
(@(A9)(f1) ® D),w) = (M9)(®(f1 ® D), w).

et par additivité, on peut supposer que ®*(w) = fo®n avec fo € Aet n € T1GY. Le
membre de gauche devient

(AMg)(f1) @ D, fa@n) = Mg)(f1)f2(D,n)

Et le membre de droite devient

Ma)((2(fr @ D), Mg~ (@) = Mg)(((fr ® D)), " (Mg ™) (w))))
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= X9)({(fi®@ D, Xg ") (f2) @n)) = M) (frr(g~ ) (f2))(D,n).

Traitons maintenant le cas de p. Cette fois ci, on doit montrer que

(®(p(9)(f1) @ Ad(g)(D)),w) = (p(9)(®(f1 ® D)), w).

Le membre de gauche devient

(p(9)(f1) ® Ad(g)(D), f2 @ n) = p(g)(f1)f2{Ad(g)(D),n)

Et le membre de droite devient

p(9)((@(f1 ® D), p(g~")(w))) = p(9)(((f1 ® D)), ®*(p(g~")(w))))
= p(9)((fr© D, p(g~")(f2) @ Ad* (g7 ) () = p(g9)(fiplg ) (f))(D,Ad*(g71)).

6.3 Algebre de Lie

Une algébre de Lie est un k-espace vectoriel (de dimension finie) g muni d’une
application bilinéaire
gxXg—>8

(z,y) — [z, 9]

satisfaisant
Ve,y€g, oyl +[y,2] =0

et I'identité de Jacobi
Vo,y,z €9, [y 2]l + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = 0.
C’est une p-algebre de Lie si on se donne en plus un endomorphisme de Frobenius

g——>9

T plp]
qui est semi-linéaire par rapport au Frobenius de & :
VAekaeg, () =gl

satisfait
Vo,y € g, [:E[p],y]Z[JZ,[---[CU,y]]---],
ou le produit a droite est itéré p fois, et

avec des termes a préciser.

Par exemple, M, (k) muni de

[M,N]:= MN — NM et MWP .= MP
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est une p-algebre de Lie. Plus généralement, ces formules permettent de munir n’im-
porte quelle k-algebre associative d’un structure d’algebre de Lie. De méme, si A est
une k-algebre, alors Dery(A) est une p-algebre de Lie (de dimension infinie) pour

[D,D']:=DoD' —D'oD et DWF.=pr
En fait, ¢’est une sous-algebre de Lie de I’algebre associative Li(A) (vérifier).

Un morphisme de p-algebre de Lie est une application compatible avec les opérations
et une sous p-algebre de Lie est une partie stable par les opérations. Notons aussi que
la somme directe de deux p-algebres de Lie est de maniere naturelle une p-algebre
de Lie.

Définition 6.3.1 Soit G un groupe affine d’algébre A. Alors,
g := Lie(GQ) :={D € Der(A),Vg € G, A\(g) o D = Do \(g)}

est l'algebre de Lie de G et l’application

G ’ -~ GL(g)
gr——=(D = p(g)o Dop(g™))

est la représentation adjointe.

Il faut bien str s’assurer que g est bien une algebre de Lie, que p est bien défini et
que c’est une représentation. C’est I'objet du résultat suivant.

Proposition 6.3.2 Soit G un groupe affine de dimension d et d’algebre A. Alors,
g = Lie(G) est une sous-p-algébre de Lie de Dery(A) de dimension d. De plus,
lisomorphisme

A R TlG ~ Derk(A)

induit un isomorphisme T1G ~ Lie(G) sous lequel p correspond a Ad.

Démonstration : On vérifie aisément que g est une sous-p-algebre de Lie. En
fait, si g € G, alors A\(g) est un automorphisme de p-algebre de Lie (compatible aux
crochets et a Frobenius) et g est la partie invariante par tous ces automorphismes.

Remarquons ensuite que 1'espace des invariants de A sous l'action de p ou de \ est
réduite aux constantes : si f € A satisfait p(g)(f) = f pour tout g € G, on a alors

f(g) = p(g)(f)(1) = f(1) (et idem pour A).

On considere maintenant 'isomorphisme
A @ T1G ~ Derg(A).

Comme l'action A (resp. p) sur Derg(A) correspond a A ® Idp,¢ (resp. p ® Ad), on
voit que 'on a un isomorphisme 717G ~ Lie(G) sous lequel p correspond & Ad.  +/

Il va étre nécessaire de bien comprendre ’action des éléments de 1’algebre de Lie sur
les fonctions.
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Lemme 6.3.3 Soit G un groupe affine d’algébre A et
w:GxG—G
la multiplication. Soit f € A et

= Zfi@%;-

Alors, pour D € Lie(G), on a

= Di@)f

Démonstration : Remarquons pour commencer que, par définition de 1'unité,
I'identité de G peut se décomposer en

(1d,1)
G—>G><G—>G

Et on a donc f = > ¢;(1)f;
Maintenant, comme 1'isomorphisme
P 0L ~ A®,my/m2,

est induit par ® := (py, ;) ou p; est la premiere projection, on a

(U@ f—fRl)=p(f)—fR1=)_fi®(p—pil)
et donc
= Zfz ® i — i(1).
Pour D € LieD, on a ®(D) =1® D; et donc

D(f) = (df, D) = (®"(df),®(D)) = (>_ fi ® @i — ¢i(1),1® Dy)

—Z ZD1 ©i) f.

Proposition 6.3.4 Soit H un sous-groupe fermé d’idéal J d’un groupe affine G.
On a alors
Lie(H) = {D € Lie(G), D(J)C J}.

Démonstration : Tout d’abord, si A désigne ’algebre de G, on voit que toute
dérivation D de A telle que D(J) C J induit une application linéaire de A/J dans
lui méme dont on voit de suite que c’est une dérivation. On voit aussi aisément que
I’application canonique T1H — TG est injective et par construction, on a donc le
diagramme commutatif

{D € Dery(A),D(J) C J} — Dery(A/J) .

|

Dery(A)

|

Tl G )Tl H
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Comme l'inclusion de H dan,s G commute avec les actions par translation, on en
déduit le diagramme commutatif

{D € Lie(G), D(J) C J} —= Lie(H) .

Lie(G) ~
"G 11 H

Pour conclure, il suffit donc de montrer que la fleche du haut est surjective. On se
donne donc D € Lie(G) tel que Dy tombe dans T1H, c’est a dire D;(J) = 0, et on
veut montrer que D(J) C J. On se donne donc aussi f € J et on veut montrer que
D(f) € J. On a vu que si on désigne par p la multiplication et qu’on écrit

wr(f) =: Z [i ® vi,
on a alors

D(f)=>_D(g)f:
On remarque ensuite que

p(J) C IRy A+ ARy J

car on a en fait un morphisme de suites exactes (traduisant le fait que H est un sous
groupe de G) :

0 J A AlJ 0.
w lu*
0—J R A+ AR J — AR A—(A)J) @ (AJ) —=0
On en déduit, que pour tout i, on a soit f; € J, et on a gagné, ou alors ¢; € J auquel

cas Di(p;) = 0 par hypothese. +/

Lemme 6.3.5 St G et H sont deux groupes affines, on a un isomorphisme cano-
nique
Lie(G x H) ~ Lie(G) @ Lie(H).

Canonique signifie que c’est un isomorphisme de p-algebres de Lie compatible avec
les actions, avec les projections et avec les isomorphismes sur les espaces tangents.

Démonstration : Résulte par exemple des isomorphismes canoniques
Qhon > Uy Q) B ARy, Qp

si A et B sont deux k-algebres et
Tey X xY)>T, X0 T)Y

si X et Y sont deux variétés algébriques. Les détails sont laissés en exercice. 4/
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Proposition 6.3.6 Soit ® : G — G’ un morphisme de groupes affines. Alors ®
induit un morphisme de p-algébres de Lie

Lie(®) : Lie(G) — Lie(G")
compatible avec les actions (par translation a droite). Celui-ci correspond a d®y via

les isomorphismes Lie(G) ~ TG et Lie(G') ~ T1G'.

Démonstration : En général, on peut décomposer ® en une suite de morphismes
de groupes
G——=GExG——=@G
9—=(9,%(9))
(9, h)——h

ou le premier morphisme est 'inclusion d’un sous-groupe fermé et le second est la
projection. Grace au lemme, on peut donc supposer que I’on a tout simplement une
inclusion de sous-groupe GG <— G’ et on peut appliquer la derniére proposition. Les
détails sont a nouveau laissées au lecteur. /

6.4 Exemples

Tout d’abord, on a
Gar = Lie(Gax) >~ k

avec [,y] = 0 et 2P) = 0 : En effet, la « multiplication »sur G, est donnée par

W (T)=1T+T®1
et donc la translation par a € k est donnée par

t(T) =T+ a.

a

On a
Qury = K[T1dT et Derg(k[T]) = k[T]0r.

Si D = F(T)0r, on a d'une part
(Dot (T)=D(t:(T)) = D(T+a)=F(T)or(T +a)=F(T),

a

et d’autre part,
(tz o D)(T) = t,(D(T)) = to(F(T)0r(T)) = to(F(T)) = F(T + a).
On voit donc que D est invariant si et seulement si pour tout a € k,
F(T)=F(T +a).

Cela signifie que F' = ¢ € k et donc D = c¢d7. On voit immédiatement que

[8T,8T] =0 et 8@ =0.
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Il n’est pas difficile de voir que
Imk = Lie(Gmk) ~ k

avec [z,y] = 0 et 2P = 2. En effet, la multiplication ainsi que la translation par
a € k* sont données par

W (T)=TeT et t:(T)=al.

On a
Qury, = k[T)rdT et Dery(k[T]r) = k[T]r0r.

Si D = F(T)0r, on a d'une part
(D ot)(T) = D(t(T)) = D(aT) = F(T)9r(aT) = aF(T),

a

et d’autre part,
(t; 0 D)(T) = t5(D(T)) = to(F(T)0r(T)) = t3(F(T)) = F(aT).
On voit donc que D est invariant si et seulement si pour tout a € k*,
F(aT) = aF(T).
Cela signifie que F' = ¢T et donc D = ¢T'0r. On a alors

[T@T, T@T] =0 et (T@T)p = T@T

Nous allons voir que, plus généralement, on a
gl = Lie(GLy,, ) ~ M, (k)

avec [M,N] = MN — NM et MP = MP,

La multiplication ainsi que la translation a gauche par M := [m;;] € GL, (k) sont
données par

w(Ti;) = ZTik QT et ty (1) = Zmikaj-
On définit alors un morphisme (vérifier)

M,,(k) — Dery(A)
M+—— Dy

en posant Dy (T;;) = > Tixmy;. Celui-ci est clairement injectif et a valeur dans
Lie(GL, ). Pour des raisons de dimensions, c’est donc un isomorphisme de p-
d’algebres de Lie. On peut aussi voir que 'application induite M, (k) ~ T;GL,
envoie M sur la dérivation &ur : T — myj.

Comme on sait caractériser les algebres de Lie des sous-groupes fermés, on montre
alors que
sl = Lie(SL, k) ~ {M € M,(k),trM = 0}.
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En effet, comme SL,, ;, est le sous-groupe fermé de GL,, ;, défini par det —1, on voit
que sl est la sous-algebre de Lie de gl,, , des Dy tels que {y/(det —1) = 0 et on a

Endet=1) = (3 o) [ Tot) = 3 el)éan([] T

= Z 6(0') Z(H 5ja(j)mw(i) = Z my;; = trM.
o i g i
On montre de méme que
t’n,k = Lle(Tn,k)

correspond a T, i, que
Up = Lle(UnJg)

correspond a la p-algebre de Lie des matrices triangulaires supérieures a diagonale
nulle, et que
Dn,k = Lle<Dn,k>

correspond aux matrices diagonales.

Enfin,
Onk = Lle(Omk)

correspond aux matrices antisymétriques M avec 'M + M = 0 et

e Lie(SPQn,k)
correspond aux matrices M qui satisfont ‘M J + JM = 0.

On finit par une remarque bien utile : si ® : G — GL,; est un morphisme de
groupes algébriques et qu’on identifie gl,, , avec M, x, on a pour D € g := Lie(G),

Lie(®)(D) = [Dy(®"(T};))]-

7 Quotients et applications

7.1 Sous-groupes et représentations

En général, si F est un espace vectoriel sur k, on notera gl(E) l'algebre de Lie du
groupe algébrique GL(F). Bien sur, si on choisit une base de F, on déduit de I’
isomorphisme gl ; ~ M, (k) un isomorphisme gl(£) ~ L(E). Celui-ci est naturel
dans la mesure ou on a un isomorphisme canonique

L(E) ~ T\L(E) = T'GL(E) = gl(E).

Si on désigne comme d’habitude par T'(E), S(E) et A(E), l'algebre tensorielle,
respectivement symétrique ou extérieure de F, on a un morphisme de groupes
algébriques évident

GL(E) =~ GL(T"(E))

g———>T"(g)



Groupes Alg. — Version du March 30, 2007 64

T () (1 @+ @v,) = g(v1) ®- - @ g(vy)

et de méme avec S” et A”.

Lemme 7.1.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur k. Si D € gl(E)
etvy,...,v. € E, ona

Lie(TT)(D)(n @ ®v,) = Y 01 ®---@D(v;) ®--- @0,
et de méme avec S” et AT.

Démonstration On traite le cas de 17, les autres étant analogues. Il suffit bien str
de montrer que si on considere le morphisme de variétés affines

L(E) ——L(I"(E))

g——T"(g)
etsié € ML(E)=L(E)etvy,...,u. € E,ona

IO ® - 80) =Y 0@ ©&w) 8- .
Cela se vérifie aisément.  +/

Lemme 7.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur k et F un sous-
espace vectoriel de dimension d et L := AYF. Alors,

1. Vg€ GL(E), gF CF & A(g)LCL
2. YD € gl(E), DF C F < Lie(A%)(D)L C L

Démonstration : La premiere assertion est claire car, si ¢ € GL(E), on a
A(FNgF)=(AF)n (A%gF) = LN AL,

La condition signifie que le membre de droite est non nul car ce sont deux droites.
Et le membre de gauche est non nul si et seulement si /' N gF' est de dimension d,
c’est a dire F' = gF'.

La seconde assertion se démontre de la méme facon. En fait, la condition est claire-

ment nécessaire et on montre qu’elle est suffisante. On choisit une base base vy, ..., v4

de I’ que 'on compléte en une base vy,...,v, de E. On écrit pour i = 1,...,d,
n . .

D(v;) = >_5_, a;v; si bien que

Lie(AY)(D)(vr A= Avg) =D w1 A= AD(w) A+ Avg =
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t d

:Z aij111/\~--/\vj/\---/\’ud—|—(Zaii)vl/\---/\vd
i=1 j>d i=1

car vy A~ Avj A~ Avg = 05sij < detj# i Tous les vecteurs apparaissant
dans la somme sont linéairement indépendants car v; apparait a la i-eme place. La
condition implique donc que a;; = 0 pour j >d. /

Proposition 7.1.3 (Chevalley) Soit G un groupe affine d’algébre de Lie g et H
un sous-groupe fermé de G d’algébre de Lie Y. Il existe alors une représentation
linéaire algébrique ® : G — GL(E) et v € E tel que

1. H={ge G, Inek, P(9)(v)=N}
2. h={Decg, 3ck Lied(D)(v) =N}

Démonstration : On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 7.1.4 Soit A et l’algébre G et J 1'idéal de H. Alors, il existe un sous-espace
de dimension finie E de A invariant sous l'action de G par translation a droite et
un sous-espace I de E tel que

1. H={g9e G, gFCF}
2.h={Deg, D(F)CF}

Démonstration : Grace a la proposition [3.2.4, on peut trouver E satisfaisant la
premiere condition et contenant des générateurs de 1'idéal J. On pose alors F' :=
ENJ. On avu que dans la proposition que g € H si et seulement si g(J) C J
et dans la proposition que D € b si et seulement si D(J) C J. /

Grace au lemme précédent, il suffit alors de remplacer E par AY(E) ou d est la
dimension de F', pour obtenir le résultat de la proposition. /

7.2 Quotients

Nous allons voir que le quotient d’un groupe affine par un sous-groupe a une structure
naturelle de variété quasi-projective. Considérons le sous-groupe Ts de GLy ;. On
peut considérer I'action naturelle de GLgy sur P} :

a b ar + b
T —.
c d cr +d
C’est une action algébrique et simplement transitive et le stabilisateur de I'infini est
Ty . on a donc une bijection

GLQ’k/Tz,k ~ Pi

qui permet de munir le quotient d’une structure de droite projective par transport
de structure. Ca se généralise tres bien.
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Proposition 7.2.1 Soit G un groupe affine d’algebre de lie g et H un sous-groupe
fermé de G d’algebre de Lie by. Il existe alors une variété algébrique (quasi-projective)
X homogene sous G et x € X telle que ’application

G—1-X
) p—y

induise des bijections
G/H~X et g/bh~T,X.

En particulier, ¥ est séparable.

Démonstration : On peut supposer H # G. La proposition précédente nous dit
qu’il existe une représentation linéaire algébrique ® : G — GL(E) et une droite
vectorielle z dans E telle que

H={geG, ®(g)(x)=1z} et h={Deg, Lied(D)(x) C z}

Bien stir, on a noté x la droite dirigée par le vecteur v. On en déduit une action de
G sur lespace projectif P(F) et on note X l'orbite de x qui est une variété quasi-
projective. C’est bien sur une variété homogene sous l'action de G et on a G, = H
si bien que ¥ induit bien une bijection G/H ~ X. Il reste donc & montrer que ¥ est
séparable. On considere alors la décomposition suivante de o ¥, ou ¢ : X — P(F)
désigne l'inclusion,

gt gz
g gu
G —2> GL(E) E\O P(E)

et la décomposition correspondante sur les espaces tangents

T\G ——=TiGL(E) —=T,(E\ 0) —= T,P(E

g E/x

On a donc D € b si et seulement si Lie®(D)(x) C x, c’est a dire si d(to V), (D) = 0.
Et comme ¢ est une inclusion, on en déduit que h = ker d¥;. On a donc une suite
exacte a gauche

0 ) g T.X

Or, en appliquant la proposition [5.3.3]a ¥, on voit que dim 7, X = dimg — dim b et
il suit que la suite est exacte a droite aussi. En particulier, dg; : T'G — T1.X est
surjective et ¥ est donc bien séparable.  /

On peut donc munir G/H d’une structure de variété algébrique (par transport de
structure) mais nous devons nous assurer que ¢a ne dépend pas des choix. C’est
I'objet du théoreme suivant.
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Théoreme 7.2.2 St H est un sous-groupe fermé d’un groupe affine G, il existe un
couple (X, x) universel parmi tous les couples (Y,y) formé d’une G-variété Y et d’un
point y tel que H C Gy. On a en fait G, = H.

Cela signifie tout simplement que X est une G-variété munie d’un point x tel que
G, = H et que si Y est une G-variété munie d'un point y tel que H C G, alors, il
existe un unique morphisme de G-variétés X — Y qui envoie x sur y. En particulier,
si X’ est une autre G-variété munie d’un point ' qui a la méme propriété, il existe
un unique isomorphisme X ~ X’ qui échange = et z’.

Démonstration : On munit G/H de la topologie quotient et on note 7 : G — G/H
I’application quotient. On considere alors le faisceau des fonctions constantes sur les
classes :

U O(U) ={f € Oc(r~(U)),Yg € G, fign € k}
(on vérifie aisément que c’est un faisceau).

On ne sait pas encore que G/H est une variété algébrique mais si on se donne Y et
y comme dans 'énoncé (avec H C G), on peut considérer I'application

G/H—=Y .
gr—> gy

Celle ci est bien stur continue compatible avec les faisceaux d’algebres et avec ’action
de G. Et c’est la seule.

En particulier, avec X comme dans la proposition, on a une bijection continue
G/H ~ X et c’est méme un homéomorphisme car 1'application

G—>X
i qa——y

est ouverte. Il reste & montrer que cette application induit un isomorphisme sur les
faisceaux d’algebres, c’est a dire le lemme suivant :

Lemme 7.2.3 Soit U un ouvert de X. Si F € O(¥~1(U)) satisfait
vg € U'(U),Vh € H,F(gh) = F(g),
il existe une unique f € Ox(U) tel que

Vg € UTH(U), f(2(9)) = F(g).

Démonstration : On considere le graphe
I' \Ifil(U) X Al,k
de F' et son image v par le morphisme induit par ¥ x Id :

d : \Ilil(U> X Al,k — U x Al,k'
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Comme V¥ est universellement ouvert, ® est ouverte. D’autre part, notre hypothese
nous dit que ®!(y) =T 1l suit que 7 est une sous-variété fermée de U x Ay,

Par construction, le morphisme composé
Vs Ux A2 U

est bijectif. C’est donc un morphisme génériquement fini et la derniere assertion du
théoreme de platitude générique implique que ce morphisme est purement inséparable.
Il est aussi séparable car ¥ est séparable. C’est donc un morphisme birationnel, et
il résulte du théoreme de Zariski ci-dessous que c¢’est un isomorphisme. On définit
alors f comme le composé :

U—>7—>UxA, ZsAy,.

vV
vV

On a utilisé ci-dessus le théoreme « principal »de Zariski :

Théoréme 7.2.4 (Zariski) Si Y est une variété lisse (ou plus généralement nor-
male), alors tout morphisme bijectif et birationnel X — Y est un isomorphisme.

C’est faut si Y n’est pas lisse : considérer par exemple, I'application ¢ — (t%,¢%) de
la droite vers la courbe d’équation Y2 = X3,

Théoréme 7.2.5 Si H est un sous-groupe fermé distingué d’un groupe affine G,
alors G/H est un groupe affine.

Avant de démontrer ce théoreme, remarquons que, grace a la propriété universelle,
si H est un sous-groupe fermé d’un groupe affine G, l'inversion dans G induit un
isomorphisme de variétés algébriques G/H ~ H\G. Pour voir ¢a, on peut utiliser
le fait que l'inversion est un isomorphisme de groupes algébriques G? ~ GG et que
G°?/H? = H\G.

Démonstration : Comme on suppose H distingué dans G, on a G/H = H\G et
il suit que 'inversion dans G/H est un un isomorphisme de variétés algébriques. On
considére maintenant I'action de G x G sur G par translation bilatere : (g, h)k =
gkh~!. Comme H est distingué dans G, on en déduit une action de G x G sur
G/H qui est algébrique grace a la propriété universelle et le sous-groupe d’isotropie
de H contient H x H. La propriété universelle encore nous donne 'existence d’un
morphisme de variétés algébriques

G/H xG/H ~(GxQG)/(HxH)— G/H

qui se trouve étre la multiplication tordue. I suit que G/H est bien un groupe
algébrique.
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Il faut montrer que G/ H est une variété affine. On note g et b les algebres de Lie de
G et H respectivement. Le théoreme de Chevalley nous garantit ’existence d'une
représentation linéaire algébrique ® : G — GL(E) et d’'une droite L C FE telle que

H={geG, ®g)L)CL} et h={Deg, Lied(D)L)C L}.

En particulier, on a une action du groupe algébrique sur la droite L qui correspond
a un caractere

H — GL(L) = Gy

En général, si x : H — Gy, i est un caractere de H, on pose
E, ={ve EVh € H ®(h)(v) = x(h)v}.

Il résulte du théoreme d’indépendance des caracteres que 1’application canonique
E' := @E, — E est injective (et presque tous les E, sont donc nuls). En effet, si
v; € E,, pour i = 1,...,n satisfont > v; = 0 et si ¢ est une forme linéaire sur E,
on aura pour tout h € H,

O w(w)xa)(h) =Y w(w)xa(h) = (> xi(h)vi)
=D _@(h)(v:)) = (B> v;) = (0) = 0.

I1 suit que pour tout i, on a ¥ (v;) = 0. Et ceci étant vrai pour tout ¥, on a bien
v; = 0. D’autre part, comme H est distingué, E’ est stable sous l'action de GG. Plus
précisément, on a ®(g)(E,) = Es, avec 9x(h) = x(ghg™"). Comme, par construction
L C E’, on peut supposer que F = E'.

On consideére maintenant
F=aL(E,) ~{f € L(E), VxeM(H),f(B,)C E}
et 'action du groupe algébrique G sur F' induite par la représentation adjointe

(g, f) = U(g)(f) == D(g) o foB(g)".

Si g € ker ¥, alors ®(g) commute avec tous les f € F. En particulier, ®(g) commute
avec les projecteurs sur les E) et laisse donc ces sous-espaces stables. Il commute
alors avec tous les endormorphismes de E, et doit donc étre la multiplication par
un scalaire. En particulier, ®(¢)(L) C L et il suit que g € H. On voit donc que ¥
fournit un homomorphisme de groupes abstraits

¥ :G/H — GL(F)

qui est en fait un morphisme de groupes algébriques grace a la propriété universelle
du quotient.

Il suffit pour conclure de montrer que a montrer que c’est un isomorphisme sur
son image qui est un sous-groupe fermé de GL(F') et donc un groupe affine. Grace
au corollaire m il suffit de montrer que d¥; est injectif. Comme on sait que
T(G/H); ~ g/b, il faut donc montrer que si D € g satisfait Lie(¥)(D) = 0, alors
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D € h. Comme ¥ est induit par la représentation adjointe, il n’est pas difficile de
voir que

Lie(W)(D)(f) = [Lie(®)(D), f]

Notre condition implique donc que Lie(®)(D) commute avec tous les f € F| c’est a
dire agit par multiplication par une constante sur chaque £, et en particulier, laisse
L invariant. On a donc bien D € .  /

7.3 Variétés completes

Une variété algébrique X est compléte (ou propre) si le morphisme structural X — 0
est universellement fermé (pour toute variété (affine) Y, la projection X x Y — Y
est fermée).

On peut voir par exemple que A} n’est pas compléte car les projections A2 — A}
envoient 'hyperbole d’équation xy = 1 qui est fermée sur le complémentaire de 0
dans la droite qui est un ouvert (et pas fermé).

On montre que

— Si X est complete, toute sous-variété fermée de X est aussi complete.

- Sip: X — Y est un morphisme de variétés algébriques avec X complete, alors
im ¢ est une sous variété fermée complete de Y.

— Si X est une variété complete connexe, alors Ox(X) = k.

— Une variété affine est complete si et seulement si elle est finie.

En fait, les seules variétés completes que I'on rencontrera sont les variétés projectives.

En effet, on a

Théoreme 7.3.1 Toute variété projective est complete.
Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 7.3.2 Un groupe algébrique connexe propre est nécessairement commu-
tatif

Définition 7.3.3 On appelle ¢a une variété abélienne. En dimension 1, on dit
courbe elliptique.

Remarquons aussi avant de commencer la démonstration que ca implique que tout
groupe algébrique connexe de dimension 1 est commutatif. En effet, une courbe est
soit affine, soit projective.

Démonstration : On considere 'image X du morphisme

GxG—2>GxG
(h7 g) S (h'7 ghg_l)
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qui est une sous-variété irréductible fermée. Le morphisme composé

X GxG0-2-q

est surjectif car p; o ® lest et on a 7~ 1(7(1,1)) = (1,1). Le théoreme de platitude
générique implique que dim X = dim G.

Si on fixe g € G, le méme raisonnement s’applique a 'image X, du morphisme
composé

c ava—2GxG

hi (h, ghg™").
Comme X, C X et que ce sont des fermés irréductibles de méme dimension, on a

Xy = X. Il suit que pour tout g € G, X, = X;, ce qui nous dit que pour tout i € G,
on a ghg~! = h. Le groupe G est donc bien commutatif. /

7.4 Sous-groupes paraboliques

Lemme 7.4.1 Soit G un groupe algébrique affine et p : X — Y un G-morphisme
bijectif de G-variétés homogénes. Alors, X est complete si et seulement si'Y [est.

Démonstration : Le morphisme X — Y est universellement ouvert et bijectif ¢’est
donc un homéomorphisme universel. Il suit que si I'un des morphismes structuraux
est universellement fermé, 'autre aussi.  /

Définition 7.4.2 Un sous-groupe fermé P d’un groupe affine G est parabolique si
G/ P est propre (c’est a dire projectif ).

Proposition 7.4.3 Si P est un sous-groupe parabolique d’un groupe affine G et ()
un sous-groupe parabolique de P, alors () est un sous-groupe parabolique de G.

Démonstration : On fixe une variété X et on considere le diagramme commutatif

I

PxGxX GxX

T TQ
P/QxGxX-—1~G/QxX

p2

Gx X PQ
Tp
G/Px X - X

dans lequel toutes les fleches sont surjectives et p est 'action par translation a droite
de P sur G. On veut montrer que pg est fermée.
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SiY est un fermé de G/Q x X, alors i1 (Y) est un fermé de P/Q x G x X et comme
Q est parabolique dans P, on voit que po(7z—1(Y)) est fermé. On note Z son image
dans G/P x X. Comme le diagramme est commutatif et que toutes les fleches sont
surjectives, on a po(Y) = pp(Z). Comme P est parabolique dans G, pp est fermée
et il suffit donc pour conclure de montrer que Z est fermé.

Il résulte du théoreme de platitude générique que le morphisme quotient G — G /P
est universellement ouvert et il suit que mp est ouvert. Comme il est surjectif, on voit
que Z est fermé si et seulement si 75'(Z) est fermé et il suffit donc pour conclure
de montrer que 75 (Z) = pa(m1(Y)).

On se donne donc (g,z) € G x X et on suppose qu’il existe p € P tel que (gp,x) €
(1 (Y)) et il faut montrer que (g,z) € pa(~'(Y)). Notre hypothese implique
qu’il existe p’ € P tel que (gpp/,z) € Y et on écrit alors (g,7) = pa(pp/, g,7).  /

Proposition 7.4.4 Soit G un groupe affine. Alors,

1. St P C @ C G est une suite de sous-groupes fermés de G avec P parabolique,
alors () est aussi parabolique.

2. Un sous-groupe fermé P de G est parabolique si et seulement si P° est un
sous-groupe parabolique de G°.

Démonstration : Dans le premier cas, on a un morphisme surjectif G/P — G/Q.
Comme G/P est complete, il en va de méme de G/Q.

On montre maintenant la seconde assertion. Tout d’abord, on remarque que G° est
parabolique dans G car G/G° est le groupe des composantes connexes qui est fini
et donc propre.

Pour la méme raison, P° est parabolique dans P et on voit donc que si P est para-
bolique dans G, alors P° aussi grace a la proposition précédente. Comme l'inclusion
G°/P° — G/ P° est une immersion fermée, on voit que P° est bien parabolique dans
G°.

Réciproquement, si P° est parabolique dans G°, alors, grace a la proposition précédente,

on voit que P° est parabolique dans G et par la premiere partie, il en va de méme
de P. /

7.5 Théoreme du point fixe

Théoreme 7.5.1 Soit G un groupe affine connexe. Alors, G est résoluble si et seule-
ment si G ne contient aucun sous-groupe parabolique strict (# G ).

On démontrera ¢a plus tard mais on peut déja mentionner le corollaire suivant :

Corollaire 7.5.2 (Borel) Soit G un groupe affine conneze résoluble et X une G-
variété compléte. Alors, X posséde au moins un point fize sous l'action de G.
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Et on a aussi la proposition suivante :

Proposition 7.5.3 (Lie-Kolchin) Sip: G — GL(E) est une représentation d’un
groupe affine connexe résoluble, il existe une base de E telle que im p C T, .

On démontre le corollaire et la proposition en faisant I’hypothese que G n’a pas de
parabolique strict.

Démonstration : (du corollaire lorsque G n’a pas de parabolique strict)

Quitte a remplacer X par une orbite fermée, on peut suppose que X est homogene.
Si x € X, on a un morphisme bijectif G/G, — X de variétés homogenes sous G.
Comme X est complete, il en va de méme de G/G, et G, est parabolique. Il suit
que G, = G et x est un point fixe. +/

Démonstration : (de la proposition lorsque G n’a pas de parabolique strict)

On procede par récurrence sur la dimension de E. On considere 'action induite sur
P(E) qui a un point fixe L C E. C’est un droite de E stable sous 'action de G et
on peut considérer la suite exacte

0 L E E/L——0

On releve une base de E//L telle que la représentation soit a valeurs dans T,,_; et
on prolonge par un vecteur de L. +/

Démonstration : (du théoreme)

Si G ne possede pas de parabolique strict, la proposition que nous avons démontrée
nous permet de plonger G comme sous-groupe fermé de T, ;, qui est résoluble. Et
un sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble.

Pour la réciproque, on procede par I’absurde. On suppose donc que G est un groupe
affine connexe résoluble et que P C G est un sous-groupe parabolique connexe
maximal strict. On sait que le groupe dérivé D := D(G) est un sous-groupe fermé
connexe, donc aussi affine résoluble et strict. On va montrer que D C P

On considere la projection 7 : G — G** := G/D et on note Q := 7~ (r(P)) qui est
un sous groupe fermé de GG. Comme P est connexe, on a P C Q° C G.

SiQQ° = P,comme D C (@) et que D est connexe, on a D C ()° = P. Sinon, comme P
est un parabolique connexe maximal, on a nécessairement ) = G, ce qui signifie que
I'application induite P — G2 est surjective. On peut donc considérer le morphisme
de suites exactes :

1 D G Gab 0

1l—=DnNP P Gab 0

qui fournit un morphisme bijectif D/(D N P) ~ G/P de D-variétés homogenes. On
voit donc que D N P est un parabolique dans D. Par récurrence sur la dimension de
G, il suite que DN P = D et donc que D C P.
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Comme P contient le groupe dérivé, c’est un sous-groupe distingué et il suit que
G/ P est affine. Etant une variété complete, il est fini. Comme G est connexe, il n’y
a pas de sous-groupe strict d’indice fini. Contradiction. +/

Notre théoreme permet de comparer les sous-groupes résolubles et les sous-groupes
paraboliques dans un groupe quelconque.

Corollaire 7.5.4 Soit G un groupe affine, B un sous-groupe fermé connexe résoluble
de G et P un sous-groupe parabolique de G. Alors, B est conjugué a un sous-groupe

de P :
Jge G, gBg'cCP

Démonstration : On fait agir B par translation a gauche sur G/P qui est une
variété complete. Grace au théoreme du point fixe de Borel, il existe g € G tel que
pour tout b € B, on ait bgP = gP et donc g~'bg C P. +/

Définition 7.5.5 Un sous-groupe de Borel d’un groupe affine G est un sous-groupe
fermé connexe résoluble maximal.

Proposition 7.5.6 Soit G un groupe affine. Alors,

1. Un sous-groupe fermé de G est parabolique si et seulement si il contient un
Borel de G.

2. Un Borel est un sous-groupe fermé résoluble connexe parabolique.

3. Deux Borel sont conjugués.

Démonstration : Soit B un Borel de GG. Grace au corollaire, si P est un parabo-
lique, il contient un conjugué de B qui est bien str aussi un Borel. Comme on sait
que tout groupe qui contient un parabolique est lui méme parabolique, il suffit donc
pour obtenir les deux premieres assertions de s’assurer que B est parabolique. On
peut supposer que G est connexe. Si G est résoluble, alors G = B et on n’a rien a
faire. Sinon, il existe un sous-groupe parabolique strict P dans G, et quitte a conju-
guer, on peut grace au corollaire, supposer que B C P. Alors, B est un Borel de P
et par récurrence, c¢’est un parabolique de P. Par composition, c¢’est un parabolique
de G.

Maintenant, si B” est un autre Borel, ¢’est un parabolique et, quitte a conjuguer, on
peut supposer grace au corollaire que B C B’. Par maximalité, on a B =B' /

Corollaire 7.5.7 Soit ® : G — G’ un morphisme surjectif de groupes affines. Alors,
1. Si B est un Borel de G, alors, ®(B) est un Borel de G'.
2. Si P est un parabolique de G, alors, ®(P) est un parabolique de G'.

Démonstration : Il suffit bien str de traiter le premier cas. L’image B’ de B est
un sous-groupe fermé connexe résoluble (un quotient de résoluble est résoluble). On
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considere alors le morphisme surjectif G/B — G'/B’. Comme B est un Borel, il est
parabolique et G/ B est donc complete. Il suit que G’/ B’ est aussi complete et donc
que B’ est un parabolique. C’est donc bien un Borel. 4/

Réciproquement, si P’ est un parabolique de G’; alors, P := ®~1(P’) est un parabo-
lique de G’ car on a alors un morphisme bijectif G/P ~ G'/P’.

On peut montrer par exemple que T, ; est un Borel de GL, ;. On sait qu'il est
résoluble et connexe. Il suffit donc de montrer qu’il est parabolique. On fait agir G :=
GL,, , naturellement sur P} et on note GG; le stabilisateur du point de coordonnées
homogenes (1,0,...,0). On a donc

Comme P} est homogene sous G, on a G/G; ~ P} et G4 est donc parabolique dans
G. Si on écrit k" = k@ k™!, on voit que k™! est stable sous I'action de Gy et on
peut considérer le morphisme induit

G1 —2>GL, 14

gr—— g|gn—1

Par récurrence, on voit que ®1(T,_1;) = T, 1, est parabolique dans G, et donc
aussi dans G.

8 Exercices

Exercice 1 Montrer que les matrices ayant une unique entrée non nulle sur chaque
ligne et chaque colonne forment un sous-groupe fermé G de GL,. Déterminer sa
dimension, sa composante neutre et son groupe de composante connexes.

Exercice 2 Les éléments unipotents d’un groupe algébrique G forment ils un sous-
groupe 2 Une partie fermée de G 7 Une partie ouverte de G ? Mémes questions avec
les €léments semi-simples.

Exercice 3 Un groupe algébrique nilpotent est-il unipotent ? Quels sont les groupes
diagonalisables unipotents ?

Exercice 4 Soit G un groupe affine.

1. Montrer que si p # 0, les éléments unipotents de G sont les éléments dont
l'ordre est une puissance de p.

2. Montrer que si p =0, alors 1 est le seul élément unipotent de G d’ordre fini.
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Exercice 5 Soit m: G — H un morphisme de groupes affines de noyau N.

1. Montrer que le morphisme canonique G/N — H est un isomorphisme de
groupes algébriques si et seulement si w et Lie(m) sont surjectifs.

2. Montrer que l'hypothése “Lie(m) surjectif” est nécessaire.

Exercice 6 Soit m: G — H un morphisme de groupes affines de noyau N qui est
une rétraction sur un sous-groupe H de G.

1. Montrer que Lie(m) est surjectif.

2. Montrer que [application naturelle N x H — G est un isomorphisme de
variétés algébriques.

Exercice 7 Montrer qu’on a un isomorphisme de groupes algébriques U, ~ G"~1 x

Un—l

Exercice 8 1. Montrer que si G est un groupe connexe unipotent non trivial, il
existe un homomorphisme de groupes algébriques ¢ : G — G, avec Lie(p) non
trivial.

2. Montrer qu’un groupe algébrique connexe non trivial est unipotent si et seule-
ment st G ~ H x G, avec H unipotent connexe.

Exercice 9 FEaxpliciter dans chacun des cas suivants un sous-groupe de Borel de G :

1. G := GLnJg
2. G = SLnJ€
3. G = On,k
4. G = Spn,k'
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