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Introduction

Le but avoué de ce cours est de vous rendre plus performant en algebre et en géométrie
dans les épreuves écrites et orales de I’agrégation. Il ne s’agit pas cependant d’établir
une liste de recettes plus ou moins inspirées des concours des années précédentes. Il
ne s’agit pas non plus de refaire des cours que vous avez plus ou moins déja suivi.
Ce cours se situe donc en complément a la préparation classique a ’agrégation. Nous
allons nous attacher a dégager les principes qui gerent les notions fondamentales en
algebre (commutative) et en géométrie (linéaire). Notre but est de mieux comprendre
les structures fondamentales, sans chercher a développer des applications pointues.
Bien str, cette approche s’applique aussi a d’autres domaines des mathématiques, ce
que nous illustrerons dans la derniere partie avec des applications a la topologie par
exemple.

Comme nous n’aurons pas le temps de voir cette derniere partie, le reste de cette in-
troduction lui sera consacrée. On étudie en mathématiques des objets, qui sont princi-
palement des ensembles munis d’une structure supplémentaire, et des morphismes qui
sont en général, des applications qui préservent ces structures. Par exemple, on peut
regarder les ensembles, les groupes, les espaces topologiques, les espaces de Banach,
etc. On dégage ainsi la notion de catégorie.

Dans chaque catégorie, on retrouve des notions analogues comme celle d’isomor-
phisme, de produit, etc. On peut donc fédérer toutes ces notions grace a notre nouveau
formalisme. Dans toute catégorie, on a une notion de dualité. Par exemple, la surjecti-
vité est la notion duale de I'injectivité. Moins évident, le produit tensoriel d’anneaux
commutatifs est la notion duale du produit d’anneaux. Moralement, cela permet de
diviser par deux la quantité de notions a étudier.

Une fois que I'on maitrise la notion de catégorie, on peut s’intéresser aux constructions
qui permettent d’associer a un objet (ou un morphisme) d’une catégorie, un objet
(ou un morphisme) d'une autre catégorie. A un anneau, on associe le groupe des
inversibles, a un groupe, on associe son abélianisé, a un espace métrique, on associe
son complété, etc. On dégage ainsi la notion de foncteur.

Connaitre quelques propriétés d’un foncteur permet d’obtenir de nombreux résultats.
Je ne donnerai pas d’exemples ici car cela nous emmenerait trop loin. Ce formalisme
nous permet aussi de donner un sens précis a des notions parfois floues comme celle de
propriété universelle, de construction naturelle ou méme de diagramme commutatif.
A ce point de l'introduction, le lecteur peut étre amené a penser qu’avec ce cours,
il va a acquérir de nouvelles connaissances dont il ne voit pas 'usage a court terme,
ni méme peut étre a long terme. Il faut vraiment avoir a l'esprit qu’un formalisme
élaboré permet rarement d’obtenir des résultats pointus. Mais il permet de faire la

il



iv TABLE DES MATIERES

part des choses entre ce qui est formel et ce qui demande un réel travail. Et donc de
se consacrer a ’essentiel.

Ce cours ne contient que les définitions et les résultats (plus quelques remarques,
exemples et exercices). Je n’ai pas encore rédigé les démonstrations.



Chapitre 1

Algebre générale

1.1 Ensembles

1.1.1 Définition

On admet les notions d’ensemble E et d’élément x de cet ensemble comme intuitives.
On écrit x € E et on dit que x appartienta E.

Deux ensembles sont égaux s’ils ont les mémes éléments.

On note {a,b,...} 'ensemble dont les éléments sont a, b, ... (ensemble défini en
extension) et {x/P(x)} l'ensemble des x qui possedent la propriété P (ensemble
défini en compréhension).

On utilisera aussi librement les quantificateurs existentield et universelV ainsi que
les connecteurs logiques de conjonction “et”, de disjonction“ou”, d’implication = et
d’équivalence <.

1.1.2 Définition

On note @) I'ensemble vide qui ne contient aucun élément.
Un ensemble a un élément est un singleton.
Un ensemble a deux éléments (distincts) est une paire.

1.1.3 Définition

On dit que E est contenu, est une partie, est un sous ensemble ou est inclus dans F’
et on écrit £ C F' si tout élément de F est élément de F'.
Si x n’appartient pas a E, on écrit x € E.

1.1.4 Définition
L’intersectiond’une “famille” (non vide) {E;};e; d’ensembles est ’ensemble

L’union de ces ensembles est

UEz = {37/31, € I,IL‘ € Ez}
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On dit que deux ensembles E et F sont disjoints si ENF = ().

1.1.5 Définition

Une partition de E est un ensemble de parties non vides de F, disjointes deux a deux
et dont I'union est FE.

1.1.6 Définition

On admettra lexistence du produit][ E; d'une “famille” {E;};c; d’ensembles : se
donner un élément = de [[ E; revient a se donner, pour chaque i € I, un élément z;
de de E;. On écrira x = (x;);e;-

On dit couple , triplet, etc. pour un élément d'un produit double, triple, etc. Par
convention, le produit vide est le singleton {(}.

On admettra aussi existence de 1" union disjointe[[ E; de la “famille” {E;}icr : se
donner un élément de [[ E; revient a se donner un i € I et un élément de E;.

1.2 Fonctions

1.2.1 Définition

Une relation ou correspondance R : E — F est la donnée de deux ensembles F, F' et
d’un sous ensemble I" de £ x F.

On dit que E est la source, F' le but et I' le graphe.

Si (z,y) € T, on écrit yRx. On dit que y est une imagede x et que x est un
antécédentde y.

Si F'= FE, on dit que R est une relation dans F.

Le domaine de définition est 'ensemble Dx de tous les antécédents.

L’image de R est I’ensemble Im R de toutes les images.

1.2.2 Définition

L’identitédans E est la relation y Idg x si et seulement si z = y.
On peut aussi considérer la relation vide () : E — F dont le graphe est vide.

1.2.3 Définition

Soient R : £ — F une relation de graphe I', B/ C E,F' C F, et R’ : E/ — I’ une
relation de graphe I".

On dit que R est un prolongementde R’ si IV C T'.

On dit aussi que R’ est une restrictionde R.

Lorsque I = I'N(E" x F') on dit que R’ est la relation induite par R, ou la restriction
de R.
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1.2.4 Définition

La relation réciproque de R est la relation R™! de F vers E définie par 2R 'y si et
seulement si yRzx.

Si R est une relation de E vers F' et S une relation de F' vers G, la relation composée
S o R est définie par

2(SoR)x < Jy € F,yRx et zSy.

1.2.5 Proposition

i) On a toujours (R™1)~! = R. De plus, InR™! = Dy et réciproquement.
ii) On a toujours (7 oS)oR =T o(SoR).

1.2.6 Définition

L’image par une relation R : F — F d’une partie A de E est
R(A):={y € F/3x € A,yRz}.

L’image réciproqued’une partie B de F est R™(B).

1.2.7 Définition

Une fonctionf : E — F' est une relation telle que tout z € E ait au plus une image
y dans F. On écrit alors y = f(x).

La fonction f est une applicationsi Dy = E (si tout élément de E a une image dans
Une application f: E — F est injectivesi deux éléments distincts de E' n’ont jamais
la méme image dans F'.

Elle est surjective si tout élément de F' & un antécédent dans F (si Im f = F).

Elle est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Attention : certains auteurs considerent fonction et application comme synonymes.

1.2.8 Proposition

i) Si f et g sont deux fonctions, deux applications, deux applications injectives,
deux applications surjectives ou deux applications bijectives, alors g o f aussi.
ii) Si f et g sont deux applications et g o f injective (resp. surjective) alors f est
injective (resp. g est surjective).
iii) Une application f : E'— F est bijective si et seulement s’il existe une applica-
tion g : F' — FE telle que go f = Idg et fog = Idr. On a alors g = f~L.



4 CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

1.2.9 Proposition

i) Si on note F¥ 'ensemble des applications de £ dans F, on a une bijection
GEXF;(GF)E

fr= (2= (y— f(z,y)),

la réciproque étant donnée par
9 — ((z,y) = g(x)(y)).
ii) On a une bijection canonique
(JIE)" ~ ] E"

iii) On a une bijection canonique

et en particulier,

1.2.10 Proposition et définition

La définition du cardinaldun ensemble est délicate. En fait, on dit que |E| = |F| s’il
existe une bijection entre E et F.
On écrit 0 := |@| et 1 := [{0}].

On vérifie que les définitions

[Tz =I]] &l

P = | FP]

et
ou encore

ont bien un sens.

On écrit aussi |E| < |F| s'il existe une injection £ < F' (ou, ce qui est équivalent si
E # (), une surjection F — E).

On peut considérer 'ensemble N des cardinaux finis appelés aussi entiers naturels.
On retrouve alors les notions et résultats bien connus.

1.2.11 Proposition (Schroeder-Bernstein)
On a |E| = |F| si et seulement si |E| < |F| et |F| < |E].
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1.3 Relation dans un ensemble

1.3.1 Définition

Une relation dans un ensemble E est réflerivesi Vo € E, xRx.
Elle est symétriquesi Vr,y € E, xRy = yRu.
Elle est antisymétriquesi

Ve,y € E,(yRz et 2Ry) = y = x.
Elle est transitive si

Ve,y,z € E,(2Ry et yRz) = zRx.

1.3.2 Définition

Une relation d’équivalence dans un ensemble est une relation réflexive, symétrique et
transitive.

Une relation d’ordre est une relation réflexive, antisymétrique et transitive.

Une relation de préordre est une relation réflexive et transitive.

On note en général ~ une relation d’équivalence, < une relation d’ordre et > son
inverse.

1.3.3 Proposition

i) Toutes ces propriétés (réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité, équivalence,
ordre, préordre) sont respectées par restriction a une partie F' de E.

ii) Si R satisfait une ce ces propriétés, il en va de méme de R~'. En fait, une
relation symétrique est égale a son inverse.

1.3.4 Définition

Une application f : (E,R) — (F,S) entre ensembles munis de relations est compa-
tibleaux relations si 2Ry = f(2)S f(y).

Dans le cas ou R et S sont des relations d’ordre, on dit que f est croissante.

Dans le cas ou S n’est pas précisée, il s’agit de la relation d’égalité.

1.3.5 Définition

Si ~ est une relation d’équivalence dans F, la classede x € E est '’ensemble
r={y € E,y~uz}

On note E/ ~, et on appelle ensemble quotientde E par ~, 'ensemble des classes
d’équivalence de ~.
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On dit que 'application
p:E—>»E/~x—T

est la projection.

1.3.6 Proposition

i) Si ~ est une relation d’équivalence dans F, l’ensemble quotient E/ ~ est
une partition de E. Et toute partition correspond ainsi a une unique relation
d’équivalence.

ii) Si une application f: E — F est compatible a une relation d’équivalence ~ sur
E, il existe une unique application f : £/ ~ — F telle que f = fop.

1.3.7 Définition

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble /.

Un magjorant pour une partie J C [ est un x € [ tel que Vy € J,y < .

Un plus grand élément dans I est un majorant pour I.

Un élément mazimal dans I est unz € [ tel que Vy € I,x <y = x =y.

On définit un minorant, un plus petit élémentet un élément minimalen considérant
la relation inverse >.

Une borne supérieure (resp. inférieure) pour une partie J C I est un plus petit
majorant (resp. grand minorant).

1.3.8 Remarque

La relation d’inclusion sur un ensemble de parties d’'un ensemble est une relation
d’ordre. On a donc en particulier, une relation d’ordre sur les relations dans un en-
semble ' qui est donnée par le prolongement.

1.3.9 Proposition
Si R est une relation de préordre sur F, la relation
r~y s Ry et yRe
est une relation d’équivalence. De plus, la relation
T <y& TRy

sur F/ ~ est bien définie et c’est une relation d’ordre sur E/ ~.

1.3.10 Définition

Une relation d’ordre < sur un ensemble I est totalesi on a toujours x < y ouy < x.
Sinon, on parle parfois d’ordre partiel.

Un ensemble ordonné est inductifsi toute partie non-vide totalement ordonnée a un
majorant.
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1.3.11 Théoréme (Lemme de Zorn)

Tout ensemble ordonné inductif non vide possede un élément maximal.

1.3.12 Remarque

La démonstration (difficile) du lemme de Zorn nécessite ’axiome du choix. En fait,
cet axiome est équivalent au lemme de Zorn. Il dit que si un produit est vide, I'un
des facteurs est vide, ou encore qu'un produit d’ensembles non-vide est non-vide.
Cet axiome est aussi équivalent au théoreme de Tychonoff qui dit qu'un produit de
compacts est compact.

Le prochain résultat nécessite aussi ’axiome du choix.

1.3.13 Proposition

Soit (I, <) un ensemble ordonné. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Toute suite croissante dans I est stationnaire

b) Toute partie non-vide de I posseéde un élément maximal.

1.4 Monoides

1.4.1 Définition

Une loi de composition est une application F x F — G, (z,y) —— zy (ou plus
généralement, x * y).

Si = F = @G, on dit que c’est une loi de composition interne dans, ou sur F.
Laloi ' x E — G, (y,x) — xy est la loi opposée.

1.4.2 Définition

Une loi de composition interne sur un ensemble G est associative si pour tout x,y, z €
G, on a (zy)z = x(yz) =: zyz.

On dit que 1 € G est une unité(ou plus généralement un élément neutre) si pour tout
reG,onalr=xl=ux

On parle d’ élément nul noté 0, au lieu I'unité lorsque la loi est notée additivement.

1.4.3 Définition

Un monoide est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et
unitaire.
Un homomorphismef : G — H, entre deux monoides, est une application telle que

f(L)=1etVa,y G, f(zy) = f(x)f(y).

C’est un isomorphismes’il existe un autre homomorphisme g : H — G tel que go f =
IdG et f 0g= IdH
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On dit endomorphismeet automorphismelorsque G = H.

1.4.4 Proposition

i) Si f:G— Hetg: H— K sont deux homomorphismes, il en va de méme de
golf.

ii) Un homomorphisme f : G — H est un isomorphisme si et seulement il est
bijectif et f~! est alors aussi un homomorphisme.

1.4.5 Définition

Un monoide H est un sous-monoided’un monoide G si H C G et si 'inclusion H — G
est un morphisme de monoides.

Le noyaudun homomorphisme de monoides f : G — H est ker f := f~1(1).

Le centre d'un monoide G est Z(G) :={g € G,Vh € G, gh = hg}.

1.4.6 Proposition

L’image et I'image inverse d’un sous-monoide par un homomorphisme de monoides
sont des sous-monoides. En particulier, le noyau et I'image sont des sous-monoides.
Le centre est aussi un sous-monoide.

1.4.7 Proposition

i) Toute intersection de sous monoides est un sous monoide.

ii) Il existe un plus petit sous monoide H contenant une partie donnée S d’un
monoide G : c’est U'intersection de tous les sous-monoides de GG contenant S.
C’est aussi I’ensemble des produits d’éléments de S.

1.4.8 Définition

On dit alors que H est le sous-monoide engendré par S ou que S est un ensemble de
générateursde H.

1.4.9 Proposition

i) Si G est un monoide, la loi opposée fait de ’ensemble G un nouveau monoide
noté G.

ii) Siles Gj,i € I sont des monoides, [],.; G; est un monoide pour (g;)(h;) = (gihi).

iii) Si G est un monoide et F un ensemble, 'ensemble G¥ est un monoide pour
(fo)(@) = f(z)g(x).
iv) Si E est un ensemble, alors E¥ est un monoide pour o.

v) Si G est un monoide, alors ’ensemble End(G) des endomorphismes de G est un
sous-monoide de G¢ pour o.
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vi) L’ensemble N est un monoide pour I’addition et si G' est un monoide et g € G,
il existe un unique morphisme N — G tel que 1 — g. On note ¢" 'image de n
(ou ng si la loi de G est notée additivement).

1.5 Groupes

1.5.1 Définition

Soit G un monoide.

On dit que ' € G est un inverse a droite (resp. a gauche)pour x € G si zz’ = 1
(resp. 2’z = 1).

On dit inverse si c¢’est un inverse a droite et a gauche.

1.5.2 Remarque

Si x possede un inverse a droite et un inverse a gauche, il possede un inverse et celui-ci
est unique. On le note 2~ 1.

Lorsque la loi est notée additivement on parle d’opposé —z de .

1.5.3 Proposition

1

i) Si x est inversible, alors ! aussi et (z71)™! = .

ii) Si z,y € G possedent des inverses, alors xy aussi et (zy)~! =y tz~l

1.5.4 Définition

Un groupe est un monoide G dans lequel tout élément possede un inverse.

Un homomorphisme de groupesf : G — H est un morphisme de monoides entre deux
groupes.

Enfin, un sous-groupeest un sous-monoide d’un groupe qui est un groupe.

1.5.5 Proposition

i) L’image et I'image inverse d’'un sous-groupe par un morphisme de groupes sont
des sous-groupes. En particulier, le noyau et 'image sont des sous-groupes. Le
centre d'un groupe est est aussi un groupe.

ii) Un homomorphisme de groupes est injectif si et seulement si son noyau est
réduit a 1.

1.5.6 Proposition

i) Toute intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

ii) Il existe un plus petit sous groupe H contenant une partie donnée S d’un groupe
G : c’est lintersection de tous les sous-groupes de GG contenant S. C’est aussi
I’ensemble des produits d’éléments de S et d’inverses d’éléments de S.
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1.5.7 Définition

On dit alors que H est le sous-groupe engendrépar S ou que S est un ensemble de
générateurs de H.

1.5.8 Proposition

i) Si G est un groupe, il en va de méme de GP.

ii) Siles Gj,i € I sont des groupes, [[..; G; aussi.

)
)

iii) Si G est un groupe et E un ensemble, alors G¥ est un groupe.
)

iv) Si G est un monoide, alors ’ensemble G* des inversibles de G est un sous-

monoide qui est un groupe.
v) Si E est un ensemble, 'ensemble S(F) des bijections de E sur E est un groupe.

vi) Si G est un monoide, l'ensemble Aut(G) des automorphismes de G est un
groupe.

vii) Si G est un groupe, tout morphisme de monoides G — H est a valeurs dans
H*.

1.5.9 Définition

Le groupe S, := S({1,...,n}) est le groupe symétrique.

1.5.10 Proposition

Sin > 1, il existe un unique homomorphisme de groupes non trivial € : S,, — {£1}.

1.5.11 Définition

Si o € S, on dit que €(0) est la signaturede o.
On dit aussi que A,, := ker e est le groupe alterné.

1.6 Action de groupe

1.6.1 Définition

Si G est un monoide, un G-ensemble(a gauche) est un ensemble E muni d’un mor-
phisme de monoides G — E¥, g — (2 — gx).
Un G-ensemble a droiteest un G°P-ensemble a gauche.

1.6.2 Remarque

Avec un vocabulaire plus classique, se donner une structure de G-ensemble sur un
ensemble E revient a se donner une action (a gauche) de G, c’est a dire, une loi de
composition externe G x E — E, (g,z) — gz telle que
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a) pour tout z € E,lz =z

b) pour tous g,h € G et x € E, (gh)r = g(hx).

1.6.3 Proposition

Si GG est un groupe et E un G-ensemble, alors la relation z ~ y si et seulement si
dg € G,y = gx est une relation d’équivalence sur F.

1.6.4 Définition

Soit G un groupe et E un G-ensemble.

L’ensemble quotient se note G\E (ou E/G pour une action a droite) et la classe de
x est 'orbite de x.

On dit que 'action de G sur E est transitive s’il y a au plus une orbite.

On dit que 'action est fidéle si 'application G — S(E) est injective.

Six € E on dit que G, :={g € G, gr = z} est le stabilisateur de x.

On dit que l'action de G sur E est simple ou libre si tous les stabilisateurs sont
triviaux.

1.6.5 Proposition (Théoréme de Lagrange)
Si le groupe G agit librement sur E, alors £~ G x G\E.

1.6.6 Proposition

Soit H un sous-monoide d’'un monoide G. Alors,

i) H agit sur G par translation a gauche (h,g) — hg et a droite (h, g) — gh. Si
H est un groupe, on note H\G et G/H les ensembles quotients.

ii) Si G aussi est un groupe, alors les actions sont libres. En particulier,

|G| = [H|[H\G| = [H||G/H].

1.6.7 Définition

On dit qu'un sous-monoide H d’un monoide G est distinguédans G si H est un groupe
et H\G = G/H.

1.6.8 Proposition

Un sous-monoide H est distingué dans G si et seulement si c¢’est un groupe et s’il
existe une structure de monoide sur G/H qui fasse de la projection G — G/H un
homomorphisme de monoides. Celle-ci est alors unique. De plus, si G' est un groupe,

G/H aussi.
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1.6.9 Proposition

Si un groupe G agit sur un ensemble E, alors le stabilisateur G, de x € E st un
sous-groupe de G et l'application G — F, g — gz induit une bijection G/G, ~ Gx.

1.6.10 Définition
Une suite d’homomorphismes de monoides

fie1 fi

= G I G Gy —

est exacte si Im f;_1 = ker f;.
Une suite exacte de la forme

1—- N —G—H—1

est une suite exacte courte . On dit aussi que G est une extension extension de
monoides de H par N. On dit que cette extension est scindée si m : G — H possede
un inverse a gauche, encore appelé section, c’est a dire un homomorphisme o : H — G
tel que moo = Idy.

1.6.11 Proposition

i) La suite G — H — 1 est exacte si et seulement si 7 est surjectif. Lorsque G
est un groupe, alors H est aussi un groupe, ker 7 est un sous-groupe distingué
de G, et la suite

1l— kermr —G—H —1
est exacte.

ii) Lorsque N est un groupe, la suite 1 — N —— G est exacte si et seulement
si le morphisme est injectif. Lorsque N est un sous-monoide distingué de G, la

suite
l1—N—G—G/N —1

est une suite exacte courte.

iii) Si N et H sont deux monoides, la suite évidente
l1—N-—NxH-—H—1

est exacte (produit direct).

1.6.12 Définition

Un monoide H agit par endomorphismes a gauche sur un autre monoide N si ’action
est donnée par un morphisme

H — End(N), h — (n+— "n).
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En d’autres termes, on doit toujours avoir
In =n,WMn =9("n) " = 1,"(mn) = "m"n
On dit alors que I'ensemble N x H muni de la loi
(n,h)(n/,n') = (n"n/, hI)

est un produit semi-direct de N par H (via cette action) et on le note N x H.

1.6.13 Proposition

Si un monoide H agit par endomorphismes a gauche sur un monoide N, alors N x H
est un monoide et la suite

1—N-—NxH—H—1

est exacte et scindée. Si N et H sont des groupes, il en va de méme de N x H.
Réciproquement, soit
l1—N-5G-5 H—1

une suite exacte de groupes et ¢ une section de 7. Alors, pour tout h € H et n € N,
il existe un unique "n € N tel que

(") = o (h)i(n)o(h)7 .
On obtient ainsi une action par endomorphismes de H sur N et on a un isomorphisme

¢:NxH>~G,(nh)—i(n)o(h).

1.6.14 Remarque
On dit parfois que G est “produit semi-direct”” de N et H.

1.7 Commutativité

1.7.1 Définition

Une loi de composition interne sur un ensemble E est commutative si pour x,y € F,
on a ry = yx.

Un groupe dont la loi est commutative est un groupe abélien. La loi est généralement
notée additivement.

1.7.2 Définition

Soit M un monoide commutatif.
Si y est inversible on définit le quotient x/y := zy~'.
Lorsque la loi est notée additivement, on parle de la différence x — y.
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1.7.3 Proposition

i) Tout sous-groupe d’un groupe abélien est abélien et distingué.

ii) Siles M;,i € I sont des groupes abéliens, alors [ [,.; M; aussi. En particulier, si
M est un groupe abélien et £ un ensemble, alors M est abélien.

iii) Si M et N sont deux groupes abéliens, I’ensemble
Hom(M, N)

des homomorphismes de groupes de M dans N est un sous-groupe commutatif
de NM.

1.7.4 Proposition

Si E est un ensemble, alors,

i) Les familles nulles presque partout de N¥ forment un sous monoide noté N,
On identifie e € E avec la famille nulle sauf en e ou elle vaut 1.

ii) Tout élément de N®) g'écrit de maniére unique comme somme finie Y _, nce
avec n, € N.

iii) Si M est un monoide commutatif, toute application £ — M se prolonge de
maniere unique en un homomorphisme N*) — )M

1.7.5 Définition

On dit que N®) est le monoide commutatif libre sur E.

Un monoide commutatif libre est un monoide isomorphe a un monoide de la forme
N&),

1.7.6 Définition

Un monoide commutatif (multiplicatif) est intégre si ab = ac = b = c.

1.7.7 Proposition

Soit G un monoide commutatif (multiplicatif), alors
i) la relation de divisibilité : a|b < Jc € G, b = ac est une relation de préordre.
ii) Tout homomorphisme de monoides est compatible avec les relations de divisi-
bilité.

iii) Si G est integre, la relation de divisibilité sur G/G* est une relation d’ordre.

1.7.8 Exemple

Sur N muni de ’addition, on retrouve la relation d’ordre habituelle < et sur N muni
de la multiplication, on trouve la relation de divisibilité.
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1.7.9 Proposition

i) Si M est un monoide commutatif, ’ensemble M9" := (M x M)/ ~ ou (a,b) ~
(a', V) si et seulement si 3¢ € M, cal’ = ca’b est un groupe pour la multiplication
(qui est bien définie). On écrit Z := NY".

L’application M — M9 a — (a, 1) est un homomorphisme de monoides. Elle
est injective lorsque M est integre.

ii) Si G est un groupe et si g € G, il existe un unique homomorphisme de groupes
Z — G tel que 1 +— ¢g. On note ¢g" 'image de n.
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Chapitre 2

Algebre commutative

2.1 Anneaux et modules

2.1.1 Définition

Un anneau (unitaire) est un ensemble muni d’une loi de groupe abélien (notée addi-
tivement) et d’une loi de monoide notée multiplicativement qui est distributive sur
la premiere, c’est a dire telle que la multiplication a gauche comme a droite soit une
action par endomorphisme du monoide multiplicatif sur le groupe additif.

Un homomorphisme (unitaire) d’anneaux

f:A—B

est un homomorphisme pour les deux lois. C’est un isomorphisme s’il existe un autre
homomorphisme d’anneaux g : B — A tel que go f =1d4 et fog=Idg.
Enfin, on dit que A est commutatif si la multiplication est commutative.

2.1.2 Remarque

Bien sur, la distributivité signifie que :

a(b+c¢) =ab+ ac

Va,b,ceA,{ (a+b)c = ac+ be

2.1.3 Exemples

L’anneau des entiers Z et I'anneau nul. Si A est un anneau, il existe un unique
homomorphisme d’anneaux Z — A (resp. A — 0).
Si M est un groupe abélien, la composition fait de

End(M) := Hom(M, M)
un anneau (non-commutatif en général).

17
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2.1.4 Proposition

Le composé de deux homomorphismes d’anneaux est encore un homomorphisme.
Un homomorphisme d’anneaux est bijectif si et seulement si ¢’est un isomorphisme.

2.1.5 Deéfinition

Un anneau B est un sous-anneau d’'un anneau A si c¢’est un sous-groupe pour 1’ad-
dition et un sous-monoide pour la multiplication. Autrement dit, c’est un anneau
contenu dans A et 'inclusion est un homomorphisme d’anneaux.

2.1.6 Définition

Un module (a gauche) M sur un anneau A, ou A-module (4 gauche) est un groupe
abélien muni d’'un homomorphisme d’anneaux A — End(M) que 'on note a — (m —
am).

Un A-module a droite est un module (a gauche) sur A%.

Un homomorphisme de groupes f : M — N entre deux A-modules, est un homomor-
phisme de A-modules si le diagramme

A —  End(M)
l l ,
End(N) — Hom(M,N)

ou les secondes fleches sont les homomorphismes obtenus par composition a droite et
a gauche par f, est commutatif.

C’est un isomorphisme s’il existe un autre homomorphisme de A-modules g : N — M
tel que go f =1Idy et fog=Idy.

2.1.7 Remarque

Avec un vocabulaire plus classique, se donner une structure de A-module (a gauche)
sur un groupe abélien M revient a se donner une loi de composition externe

AXx M — M, (a,m) — am

telle que
a) Ya € A,m,n € E,a(m+n) =am+ an.
b) Va,b € A,m € E,(a+b)m = am + bm.
c) Vme M,1m =m
d) Ya,b € A,m € E, (ab)ym = a(bm).

De méme, un homomorphisme de groupes f : M — N est un homomorphisme de
A-modules (& gauche) si

Va e A,m e M, f(am) = af(m).
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2.1.8 Exemples

Un anneau A est de maniere évidente un module (a gauche et a droite) sur lui méme.
De méme, 0 est toujours un A-module (& gauche et a droite).

2.1.9 Remarque

Si M est un groupe abélien, il existe un unique homomorphisme d’anneaux Z —
End(M). On peut donc identifier groupes abéliens et Z-modules.

2.1.10 Proposition

Le composé de deux homomorphismes de A-modules (& gauche) est encore un homo-
morphisme.
Un homomorphisme de A-modules est bijectif si et seulement si ¢’est un isomorphisme.

2.1.11 Remarque

Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux et M un B-module (& gauche), alors
I’application composée

A — B — End(M)

fait de M un A-module (a gauche). On dit que c’est la structure de A-module obtenue
par restriction des scalaires .

Bien str, tout homomorphisme de B-modules est aussi un homomorphisme de A-
modules.

En particulier, B peut étre vu comme un A-module & gauche ou a droite et A — B
est un homomorphisme de A-modules.

2.2 Sous-modules et quotients

Dans cette section, tous les modules considérés sont des modules a gauche. Tous les
résultats ont bien str un analogue pour les modules a droite.

2.2.1 Définition

Un A-module N est un sous-A-module d'un A-module M s’il est contenu dans M et
si Iapplication d’inclusion N < M est un homomorphisme de A-modules.

Un sous-module (a gauche) de A s’appelle un idéal (a gauche) de A. Si c’est aussi un
idéal a droite, on dit idéal bilatere .

2.2.2 Exemple

L’ensemble des matrices de la forme
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est un idéal a gauche qui n’est pas bilatere.

2.2.3 Proposition

Soit (M;);e; une famille de sous-modules de M. Alors, N;c; M; est un sous-module de
M. De plus, le sous groupe » ,_, M; de M engendré par U;c;M; est un sous-module.
En fait,

Z M, = {Z m;, m; € M; presque tous nuls}.

el el

2.2.4 Deéfinition

Le plus petit sous-module de M contenant une partie S donnée est le module engendré
par cette partie.

Si M est engendré par une partie finie, il est dit de type fini .

Si M est engendré par un unique élément, il est dit monogene .

Pour un idéal, on dit principal . On note parfois (5) I'idéal engendré par une partie

S.

2.2.5 Proposition

Si NV est un sous-module de M, il existe une unique structure de A-module sur M /N
qui fasse de la projection 7 : M — M /N un homomorphisme de A-modules.

De plus si f : M — M’ est un homomorphisme dont la restriction a N est nulle,
il existe une unique application f : M/N — M’ tel que fonm = f et clest un
homomorphisme.

2.2.6 Proposition
Soit f : M — N un homomorphisme de A-modules. Alors,

i) Si M’ est un sous-module de M, alors f(M') est un sous-module de N.
ii) Si N est un sous-module de N, alors f~'(N’) est un sous-module de M.

iii) ker f est un sous-module de M, Im f est un sous-module de N et f induit un
isomorphisme

M/ ker f=Im f.
iv) On a toujours f~1(f(M')) = M' + ker f et f(f~1(N')) = N'NIm f.
v) f et f~! induisent une bijection entre les sous modules de M contenant ker f
et les sous-modules de Im f.

2.2.7 Proposition

Si A est un anneau et si a est un idéal bilatere de A, il existe une unique structure
d’anneau sur A/a qui fasse de la projection A - A/a un homomorphisme d’anneaux.
De plus si f : A — B est un homomorphisme d’anneaux dont la restriction a a est
nulle, alors f : A/a — B est I'unique homomorphisme d’anneaux tel que f o7 = f.



2.2. SOUS-MODULES ET QUOTIENTS 21

2.2.8 Proposition

Si f : A — B est un homomorphisme d’anneaux, alors ker f est un idéal bilatere de A,
Im f est un sous-anneau de B et f induit un isomorphisme d’anneaux A/ ker f= Im f.
De plus, f et f~! induisent une bijection entre les idéaux de A contenant ker f et les
idéaux de Im f.

2.2.9 Proposition

Si N est un sous-module de M et N’ un sous-module de N, 'application d’inclusion
N — M induit un homomorphisme injectif N/N" < M /N’ qui permet d’identifier
N/N' avec un sous-module de M/N’. L’application canonique M — M /N’ induit
alors un isomorphisme

M/N-=(M/N')/(N/N').

Si N et N’ sont deux sous-modules de M, I'application d’inclusion N — N + N’
induit un isomorphisme

N/(N A N')=(N + N') /N,

2.2.10 Proposition

Si b C a sont des idéaux bilateres d'un anneau A, alors a/b est un idéal bilatere de
A/b et I'isomorphisme

AJa=(A/b)/(a/b)

est un isomorphisme d’anneaux.
Si a est un idéal bilatere de A et B un sous-anneau de A, alors B+a est un sous-anneau
de A, a est un idéal bilatere de B + a et I'isomorphisme

B/(BNa)~(B+a)/a

est un isomorphisme d’anneaux.

2.2.11 Remarque

Si M et N sont deux A-modules a gauche, on note Homy (M, N) I'ensemble des
homomorphismes de A-modules de M dans N.

On voit aisément que Hom4 (M, N) est un sous-groupe de Hom(M, N).

De plus, si M est un A-module, alors

Enda (M) := Homa(M, M)

est un sous-anneau de End(M).
Remarquons aussi que 1’'on a toujours

Hom (A, M) ~ M, f — f(1).
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Enfin, étant donné f : M — M’, on obtient un homomorphisme
/¥ :Homa(M', N) — Homus(M,N), g+ go f.
De méme, étant donné g : N — N’ on obtient un homomorphisme

g« : Homy (M, N) — Homa(M,N'), f — go f.

2.2.12 Proposition
Une suite 0 — N' — N — N” est exacte si et seulement si, pour tout M, la suite
0 — Homa (M, N')
— Hom (M, N) — Homu (M, N")

est exacte.
Une suite M/ — M — M" — 0 est exacte si et seulement si, pour tout NV, la suite

0 — Hom(M",N)
— Homyu (M, N) — Homyu (M, N)

est aussi exacte.

2.2.13 Corollaire

Un homomorphisme M — N est un isomorphisme si et seulement si, pour tout P,
I’homomorphisme
Homy (P, M) — Homu (P, N)
(resp. Homy (N, P) — Homy (M, P))

est un isomorphisme.

2.3 Produits et sommes

2.3.1 Proposition

Soit (A;);e; une famille d’anneaux. Alors, il existe sur [[ A; une unique structure
d’anneau telle que les projections soient des homomorphismes.

Soit (M;);er une famille de A-modules. Alors, il existe sur [ [ M; une unique structure
de A-module telle que les projections soient des homomorphismes.

La partie M := @ M, des familles presque toutes nulles est un sous-module de [ M;
et les applications M; — M,z + (...,0,z,0,...) sont des homomorphismes.

2.3.2 Définition

On dit que [] A; est le produit des A;, que [[ M; est le produit des M; et que € M;
est la somme des M,;.
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2.3.3 Remarque

On a toujours des isomorphismes

11~ 11 ¥

i€l jed; jEHiGI Ji

et
DDy~ B .
iel jel; i€llies J:

2.3.4 Remarque
On a aussi des isomorphismes canoniques

Hom 4 (M, H N;) ~ H Homy (M, N;)
et

Hom (€D M;, N) ~ | [ Homa(M;, N).
2.3.5 Remarque

Si E est un ensemble, on voit que A =T], A est muni d’une structure de A-module
et on peut considérer aussi son sous-module A®) des familles presque toutes nulles.

2.3.6 Proposition

On a des isomorphismes

et
@A(F AELF)
On a aussi
APF o (AFYE ~ Hom (AP, AF)
et

(A(F))(E) ~ AEXF)

Enfin, si M est un A-module, toute application £ — M se prolonge de maniere
unique en un homomorphisme de A-modules A¥) — M.

2.3.7 Définition

On dit que A® est le module libre sur E. On dit aussi que AP*F est le module des
matrices E x F sur A et on le note Mgy r(A).

Soit £ — M une famille d’éléments de M. On dit que celle ci est libre (resp.
génératrice , resp. une base) si ’homomorphisme A¥) — M est injectif (resp. surjec-
tif, resp. bijectif).

Si le cardinal |E| d’'une base de M est indépendant de la base, on dit que |E| est le
rang de M.
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2.3.8 Remarques

Si A # 0, E — M est une base infinie et F' — M une famille génératrice, alors
|E| < |F|. En particulier, si M possede une base infinie, son rang est bien défini.
Par contre, on peut avoir un isomorphisme de A-modules A% ~ A, par exemple avec
A= EndQ(QN).

Il est clair qu'un A-module M est engendré par S si et seulement si la famille S — M
est génératrice. En particulier, M est de type fini (resp. monogene) si et seulement
sl existe un homomorphisme surjectif A™ — M (resp. A — M).

2.3.9 Proposition

. L ™ . o . .
Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte courte. Alors, les conditions suivantes

sont équivalentes
i) Il existe 0 : M"” — M tel que m oo = Id (la suite est scindée).
ii) Il existe p : M — M’ tel que po ¢ = Id.

)
iii) Il existe 0 : M”" — M et p: M — M’ tel que top+oom =1d.
iv) Il existe un isomorphisme ¢ : M’ @& M"SM tel que o(m/,0) = «(m') et

m(p(m/,m")) =m".

2.3.10 Corollaire

Si M" est libre, la suite est scindée. En particulier, si M’ et M” sont tous les deux
libres, alors M aussi et le rang de M est la somme des rangs de M’ et de M" (si
ceux-ci sont bien définis).

2.3.11 Remarque

Si M est un A-module & gauche et a un idéal bilatere, alors
aM = {Zaimi,ai €a,m; € M}

est un sous-A-module a gauche.
De plus, M/aM est implicitement muni d’une structure de A/a-module a gauche et
pour tout A/a-module N, on a un isomorphisme

Hom s /q(M/aM, N) ~ Homu (M, N).

2.3.12 Proposition

On a toujours

et en particulier,
AP AP ~ g(Afa) ).
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D’autre part, si une suite
M — M- M —0

est exacte a droite, alors la suite
M'JaM" — M/aM — M"/aM" — 0

est aussi exacte a droite.

2.4 Algebres

2.4.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif. Une A-algébre (associative et unitaire) est un anneau
B muni d’'un homomorphisme d’anneaux f: A — B.

On dit que B est une A-algebre centrale si f(A) C Z(B).

Si C' est une autre A algebre, avec morphisme structural g : A — C', un A-morphisme
h : B — C, est un homomorphisme d’anneaux tel que ho f = g. On définit de maniere
évidente une sous-algebre .

2.4.2 Exemples

L’anneau non-commutatif des opérateurs différentiels C[t, J] est une C|[t]-algebre non-
centrale. Mais M,,(C) est une C-algebre centrale.

Nous ne considérerons dans la suite que des algebres centrales.

2.4.3 Remarque

Il revient au méme de se donner une structure de A-algebre (centrale) sur un anneau
B ou une structure de A module telle que

Va € A,bV € B,a(bt) = blab) = (ab)b.

L’équivalence est donnée par ab = f(a)b et f(a) = alg.

Un homomorphisme de A-algebres est un homomorphisme d’anneaux qui est en méme
temps un homomorphisme de A-modules. Une sous-algebre est un sous-anneau qui
est aussi un sous-module.

2.4.4 Remarque

Si A est un anneau quelconque, il existe un unique homomorphisme d’anneaux Z — A
et son image est contenue dans le centre de A. On peut ainsi identifier anneaux et
Z-algebres (centrales).
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2.4.5 Exemples

Soit A un anneau commutatif. Si M est un A-module, alors Enda(M) est une A-
algebre.
Il en résulte que si E est un ensemble fini, alors

MExE(A) ~ EIldA(AE)

est muni d’une structure de A-algebre par transport de structure.
Aussi, si E est un ensemble, alors A est une A-algebre (commutative).

2.4.6 Remarque

Si B est une A-algebre, se donner un B-module revient a se donner un A-module M
et un homomorphisme de A-algebres B — End(M).

2.4.7 Proposition

Si B est une A-algebre, toute intersection de sous-algebre de B est une sous-algebre.
En particulier, si S C B, il existe une plus petite sous-algebre A[S] de B contenant

S.

2.4.8 Deéfinition

On dit que A[S] est la sous-algebre engendrée par S .

2.4.9 Proposition

Soit A un anneau commutatif et G un monoide (multiplicatif). Il existe sur le A-
module A une unique structure de A-algebre telle que la multiplication prolonge
celle de G (i.e. (ag)(bh) = (ab)(gh)).

Si B est une A-algebre, tout homomorphisme de monoides G — B se prolonge de
maniére unique en un homomorphisme de A-algebres A¢) — B.

2.4.10 Définition

Soit A un anneau commutatif et £ un ensemble. Si GG le monoide commutatif libre
sur E, on dit que A[FE] := A est Lalgébre des polynomes sur E (pour retrouver la
définition habituelle, il faut noter multiplicativement le monoide).

2.4.11 Proposition

Si B est une A-algebre commutative, toute application £ — B se prolonge de maniere
unique en un homomorphisme de A-algebres A[E] — B.
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2.4.12 Remarques

On a donc une application
A[E] x B¥ — B, (P, (be)ecr) — P((be)ecn)-
De plus, si (b.)eer € BE et S := {b.}ecr C B, alors I'image de ’homomorphisme
AlE] = B, P P((be)eck)

est A[S], ce qui justifie nos notations.
Il résulte aussi de la proposition que I'on a un homomorphisme de A-algebres A[E] —
BB” :un polynome P est envoyé sur I'application

P:B" — B, {b.}ecr — P({be})

qui sera dite polynomiale .

2.4.13 Remarque
Si E et F sont deux ensembles, on a un isomorphisme A[EF][F]| ~ A[E ] F].

2.5 Polynomes, localisation

2.5.1 Remarques

Si A est un anneau commutatif et
E={T,....T,},
alors, A[E] est 'anneau de polynomes habituel
AlTy, ..., T,].

De méme, si B est une A-algebre commutative, 'application polynomiale B — B
associée a

n’est autre que 'application

P:(by,.. b)Y g, b b
C’est un résultat classique que ’application canonique
ATy, ..., T,] — A"

est injective si A est integre (voir plus bas) et infini.
Enfin, on a Iisomorphisme A[T][S] ~ A[T, S].
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2.5.2 Remarque

Si B est une A-algebre pas nécessairement commutative et b € B, il existe un unique
homomorphisme de A-algebres A[T] — B tel que T +— b.

On sait que se donner un A[7]-module revient a se donner un A-module M et un
homomorphisme de A-algebres A[T| — End4(M). Cette derniere donnée correspond
a un élément u € End,(M).

Si de méme, N est un A module muni d’un endomorphisme v, dire qu'une application
f: M — N est un homomorphisme de A[T]-modules signifie que ¢’est un homomor-
phisme de A-modules et que v o f = f owu. En particulier, un sous-A[T]-module de
M est un sous-A-module stable par u.

2.5.3 Définition

Par définition, tout P € A[T] s’écrit de maniere unique P = > a,7". Si P # 0, le
degré d de P est le plus grand entier tel que a, # 0. On dit que aq est le coefficient
dominant et que P est unitaire si ag = 1. On pose aussi deg(0) = —oo.

2.5.4 Remarques
Ces considérations s’appliquent aussi a
A[Tla e 7Tn] = A[Tla e 7Tn71][Tn]'

On parle alors de degré en T,, ou de polyndome unitaire en 7,.
Enfin, on vérifie aisément que

deg(P + @) < max(deg P,deg Q)
avec égalité si deg P # deg () et que
deg(PQ) < deg P + deg @

avec égalité si P ou () est unitaire (ou si A est integre).

2.5.5 Proposition (Division euclidienne)

Les polynomes de degré strictement inférieur a d forment un sous-module libre A[T]_4
de rang d de A[T].
Si P € A[T] est unitaire de degré d, 'application canonique

A[T]<q — A[T]/P

est un isomorphisme de A-modules.

2.5.6 Remarque

Si A est un anneau commutatif et S C A, on pose A[ST!] = A[{X}ses]/({1 —
sXs}ses) et on note ¢ I'image de aX, dans A[S™!].

S
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2.5.7 Proposition

Tout s € S devient inversible dans A[S™!].
De plus, si B est une A-algebre commutative telle que tout s € S devienne inversible
dans B, il existe un unique homomorphisme de A-algebres A[S™!] — B.

2.5.8 Définition

Une partie multiplicative d’un anneau A est un sous-monoide pour la multiplication.

2.5.9 Proposition

L’algebre A[S™!] ne dépend que de la partie multiplicative engendrée par S.

De plus, si S est une partie multiplicative de A, alors tout élément de A[S™!] s’écrit
sous la forme ¢ et le noyau de I'application canonique A — A[S ~! est I'ensemble des
a € A tels qu'il existe s € S avec sa = 0.

2.5.10 Proposition

Soit M un A-module et S C A une partie multiplicative. Alors,
i) La relation
(s,m) ~ (s',m') < 3t e S, t(sm' —sm)=0
sur S x M est une relation d’équivalence.
On note S~'M I'ensemble quotient.
ii) La loi
(s,m) + (s',m') = (ss',s'm + sm/)
induit une loi de groupe abélien sur S~1M.
iii) La loi
(s,a)(s',d’) = (ss',ad’)
induit sur S7'A une loi d’anneau.
iv) la loi
(s,a)(s’,m") = (ss',am’)
induit sur S~'M d’une loi de S7'A module.
v) L’application
A— S1Aa— (1,a)
est un homomorphisme d’anneaux.

vi) Tout homomorphisme de A-module M — N se prolonge de maniére unique en
un homomorphisme de S~ A-modules S~™*M — S~!N.

2.5.11 Définition
Si M est un A-module, on dit que S~'M est le localisé en S de M.
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2.5.12 Proposition

On a un isomorphisme canonique d’anneaux

S71A ~ A[S7Y.

2.5.13 Lemme

Une suite
d.
c— My S My — -

est exacte si et seulement si pour tout ¢, on a
di+1 0] dz =0

et les suites
0— Imdi_l - Mz - kerdiﬂ — 0

sont exactes.

2.5.14 Proposition

On a toujours
STHeM;) ~ &S~ M.

et en particulier,

STHA®)) ~ (§714)B),

D’autre part, si une suite
HMZ—>M1+1—>

est exacte, alors la suite
— ST - ST My —

est aussi exacte.

2.6 Structure des anneaux commutatifs

2.6.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif.
On dit que a € A est nilpotent si

dn € N,a" = 0.
On dit que c’est un diviseur de zéro si

3 € A\0,ab = 0.
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Sinon, on dit que x est régulier .

On dit que A est réduit si 0 est le seul élément nilpotent.

On dit que A est integre si 0 est le seul diviseur de 0.

On dit que A est un corps si 0 est le seul élément non-inversible.
Le radical d’un idéal a est

Va:={a € A 3IneN,ad" € a}.

On dit que a est radical si /a = a.
On dit qu'un idéal p C A de A est premier si S := A\p est une partie multiplicative.
On dit qu'un idéal m est maximal s’il est maximal parmi les idéaux # A.

2.6.2 Lemme

Soit A un anneau commutatif. Alors,
i) siaest unidéalde A,onaa=A<1€a
ii) Sia€e A,onaa€ A* < (a) = A.

iii) L’anneau A est un corps si et seulement si A a exactement 2 idéaux (0 et A).

2.6.3 Proposition

Soit a un idéal d'un anneau commutatif A. Alors, a est radical (resp. premier, resp.
maximal) si et seulement si A/a est réduit (resp. integre, resp. un corps).

En particulier, A est réduit (resp. integre, resp. un corps) si et seulement si I'idéal 0
est radical (resp. premier, resp. maximal).

Enfin, tout idéal maximal est premier et tout idéal premier est radical.

2.6.4 Corollaire

Soit f: A — B est un homomorphisme d’anneaux commutatifs et q un idéal premier
de B. Alors p := f~!(q) est un idéal premier de A.

Soit 7 : A — B est un homomorphisme surjectif d’anneaux commutatifs, b un idéal
de B et a:=7"!(b). Alors a est un idéal radical (resp. premier, resp. maximal) de A
si et seulement si b est un idéal radical (resp. premier, resp. maximal) de B.

2.6.5 Théoreme

Soit A un anneau commutatif. Alors,
a) Tout idéal de A distinct de A est contenu dans un idéal maximal.

b) L’intersection des idéaux premiers de A contenant a est \/a.

2.6.6 Deéfinition

Si K est un corps, un K-module s’appelle un espace vectoriel et le rang s’appelle la
dimension.
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2.6.7 Théoréme

Tout espace vectoriel est libre : plus précisément, si £ est une famille libre qui se
prolonge en une famille génératrice F', il existe une base entre E et F.

2.6.8 Corollaire

Si A est un anneau commutatif non-nul, M un A-module, £ — M une base et F' — M
une famille génératrice, alors |E| < |F|. En particulier, |E| ne dépend que de M.

2.6.9 Remarque

Si S est le sous-monoide engendré par a € A, on note M, := S~'M. En particulier,
on a

A, ~ Ala™.

Si p est un idéal premier, et S, := A\p, on note M, := S,;lM.
Enfin, si S est I’ensemble des éléments réguliers de A, S~ A est I’anneau de fractions
de A. C’est un corps si A est integre.

2.6.10 Définition

Un anneau local est un anneau commutatif A dans lequel il y a un plus grand idéal
m# A.
On dit alors que A/m est son corps résiduel .

2.6.11 Proposition

Un anneau commutatif A est local si et seulement si m := A\ A* est un idéal. C’est
alors 'idéal maximal de A.

Si p est un idéal premier d’'un anneau commutatif A, alors A, est un anneau local
d’idéal maximal p,,.

2.6.12 Proposition

Une suite de A modules
. H MZ —) Ml+1 —) “ e

est exacte si et seulement si pour tout idéal maximal m, la suite

c= (M) = (M) —

est.
En particulier, on a M = 0 si et seulement si pour tout idéal maximal m, on a M, = 0.
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2.6.13 Définition

Une valuation discréte sur un corps K est un homomorphisme surjectif de groupes
v: K* — 7Z tel que
Va,b € K,v(a+b) > min(v(a),v(b)).

Pour donner un sens a cette formule, on prolonge v & K en posant v(0) := co.

2.6.14 Proposition
Si v est une valuation discrete sur K, alors

O :=v ' (NU{x})
est un anneau local (principal) d’idéal maximal

m = v H(N\0U {oc}).

2.7 Anneaux noethériens et factoriels

2.7.1 Définition

Soit A un anneau commutatif. Un A-module M est noethérien si toute suite croissante
de sous-modules est stationnaire. On dit que A est noethérien s’il 'est en tant que

A-module.

2.7.2 Remarque

Bien stir, c’est équivalent a dire que toute famille non-vide de sous-modules possede
un élément maximal.

2.7.3 Proposition
Etant donné une suite exacte de A-modules,
00— M —M-—M'—0,
on a M noethérien si et seulement si M’ et M"” sont noethériens.

En particulier, M’ @& M" est noethérien si et seulement si M’ et M" le sont.

2.7.4 Proposition

Un A-module M est noethérien si et seulement si tout sous-module est de type fini.
Si A est noethérien, alors M est noethérien si et seulement s’il est de type fini.
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2.7.5 Proposition

Soit A est un anneau noethérien. Alors,
Si a est un idéal de A, A/a est un anneau noethérien.
Si S C A, alors A[S™!] est un anneau noethérien.

2.7.6 Deéfinition

Une A-algebre (commutative) B est de type fini s'il existe un homomorphisme surjectif

ATy, -, T,] — B.

2.7.7 Théoréeme (de Hilbert)

Si A est un anneau noethérien, toute A-algebre de type fini est un anneau noethérien.

2.7.8 Définition

Un anneau integre A est factoriel si et seulement si le monoide Z des idéaux principaux
non-nuls de A est libre.

2.7.9 Remarques

On a toujours un isomorphisme de monoides
(A\0)/A* ~ 7.

On voit donc que A est factoriel si et seulement s’il existe un ensemble P d’éléments
non-nuls de A tel que tout élément non-nul de A s’écrive de maniere unique sous la
forme u [T, p" avec u € A" et n, € N. On pose alors vp(a) := n,.
De plus, comme on a alors un isomorphisme de monoides (A\0)/A* ~ NP on voit
que

alb < Vp € P,uy(a) < v,(b).

En particulier, si p € P, on a

p'la < v,(a) > n.

2.7.10 Proposition

Si K est le corps de fractions de A, v, se prolonge de maniére unique en un homo-
morphisme de groupes v, : K* — Z et c’est une valuation discrete.

2.7.11 Définition

Soit A un anneau integre et 0 # p € A. On dit que p est premier si I'idéal principal
(p) est premier et que p est irréductible si (p) est maximal parmi les idéaux principaux
distincts de A.
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2.7.12 Proposition

i) Un élément premier est toujours irréductible.
ii) Si A est factoriel, tout élément irréductible est premier.

iii) Si A est factoriel, application p — (p) est alors une bijection entre P et I’en-
semble des idéaux premiers principaux non nuls.

2.7.13 Proposition

Un anneau intégre A est factoriel si et seulement si tout élément irréductible est
premier et toute suite croissante d’idéaux principaux est stationnaire.

2.7.14 Théoreme

Si A est factoriel, il en va de méme de A[T},...,T,].

2.8 Anneaux principaux

2.8.1 Définition

Un anneau integre est principal si tout idéal est principal. Si (ay,...,a,) = (d), on
dit que d est un plus grand diviseur commun des a;. On dit que les a; sont premiers
entre euxr si d = 1.

2.8.2 Définition

Un anneau integre A est euclidien s’il existe une application d : A\0 — N compatible
avec les relations | et <, que l'on prolonge par d(0) = —oo, telle que si a # 0 et
d(a) = d, I'application

A<d — A/CL

soit surjective (on pose
Ag={be A d() < d}).

2.8.3 Remarques

L’anneau Z est euclidien. De méme, si K est un corps, K[T] est euclidien. Un anneau
euclidien est principal. Un anneau principal est noethérien et factoriel.

2.8.4 Proposition (Théoreme chinois)

Si A est un anneau principal et a,b € A premiers entre eux, alors 'application cano-
nique

A— Alax Afb
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induit un isomorphisme d’anneaux
Ajlab~ Ala x A/b.

En particulier, si a € A, alors

Ala ~ HA/p”p(“).
)

2.8.5 Proposition

Soit ¢ : M — N un homomorphisme entre deux modules libres de rang finis sur
un anneau principal A. Alors, ¢ est “diagonalisable” : il existe des bases {e;}1", et
{fi}, de M et N respectivement et ay,...,a, € A avec r < m,n, tels que

ple;) = aif;

pour ¢ < 7 et 0 sinon.

2.8.6 Proposition

Soit M un module de type fini sur un anneau principal A et N un sous-module de
M. Si M est engendré par (au plus) n éléments, alors N aussi. Si M est libre, alors
N aussi.

2.8.7 Proposition

Si A est un anneau principal, tout A-module de type fini est somme directe de A-
modules monogenes.

2.8.8 Théoréme (de Jordan)

Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Alors, M est somme directe
d’un module libre et de modules de la forme A/p™ avec p irréductible.

2.8.9 Corollaire

Soit K un corps algébriquement clos et u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel
E de dimension finie. Alors, il existe des \; € K et une base {e; ;j}j=1.. ., de E tels
que

u(eij) = Nieij + €iji1

pour 7 < n; et
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2.9 Extensions algébriques

2.9.1 Définition

Une extension L d’un corps K est une K-algebre qui est un corps.

Un morphisme d’extensions est un homomorphisme de K-algebre.

On définit une sous-extension ou extension intermédiaire de maniere évidente.

On dispose aussi de la notion de composée M /K d’extensions L/K et M/L.

Enfin, on dit que [L : K| := dimg L est le degré de l’extension et que L est finie sur
K si et seulement si [L : K] < 0.

2.9.2 Proposition

Si L/K est une extension de corps et £ un espace vectoriel sur L, on a
dimg F = [L: K]dim, E.

En particulier, on a toujours
M : L|[L: K|=[M:K].

I1 suit que la composée de deux extensions finies est finie.

2.9.3 Remarque

Toute intersection de sous-extensions de K dans L est une extension de K. Si E C L,
on note K (FE) la plus petite sous-extension de L contenant F. On a bien sur toujours

K(E)(F)= K(EUF). Enfin, on note degy (F) := [K(E) : K.

2.9.4 Proposition

Soient o € L et
o, : K[T|— L,Tw «.
On pose d := degy(a). Alors,
Sid = oo, P, est injective et se prolonge de maniere unique en un isomorphisme
K(T)=K(a).
Si d < 00, P, induit un isomorphisme

K[T/Po=K(a)
ou P, est 'unique polyndme unitaire (irréductible) de degré d tel que P,(«) = 0.

2.9.5 Définition

Dans le premier cas, on dit que « est transcendant .

Dans le second, on dit qu’il est algébrique et que P, est son polynome minimal . On
écrira P,k si nécessaire.

On dit que a, B € L algébriques sont conjugués si Pg = P,.

On dit que L est algébrique sur K si tous les éléments de L sont algébriques sur K.
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2.9.6 Remarque

Soit o : L — M un homomorphisme de K-extensions, a € L et # = o(a). Alors o
induit un isomorphisme K («) ~ K(/3). En particulier, a est algébrique si et seulement
si 3 est algébrique et on a alors Ps = F,.

2.9.7 Proposition

i) Toute extension finie est algébrique.

ii) Une extension L/K est finie si et seulement s’il existe ay, ..., q, algébriques
sur K tels que L = K(aq,...,ap).

iii) La composée de deux extensions algébriques est algébrique.

iv) Si L/K est une extension algébrique, tout K-morphisme o : L — L est bijectif.

2.9.8 Remarque

Si L est finie sur K et si a € L, alors, P, n’est autre que le polynome minimal de la
multiplication par « sur le K-espace vectoriel L. De plus, le polynome caractéristique
de la multiplication par a sur L est P

On définit aussi la trace Ty k(o) et la norme Ny k(a) comme étant respectivement
la trace et le déterminant de la multiplication par « sur L. Bien str la trace est K-
linéaire et on a toujours N(af) = N(a)N((3). Enfin, sia € K, Tr(a) = [L : Kla et
N(a) = a5,

2.10 Corps de rupture et de décomposition

2.10.1 Définition

Un corps de rupture pour P € K[T] est une extension L de K muni d'un o € L avec
Pla)=0et L = K(a).

2.10.2 Proposition

Si P ¢ K, il existe un corps de rupture L pour P sur K.
Supposons P irréductible. Soit L'/K une extension et o/ € L’ tels que P(«/) = 0.
Alors, il existe un unique K-morphisme

c:L—L

tel que o(a) = '. Si L’ est aussi un corps de rupture de P sur K, o est un isomor-
phisme.

2.10.3 Remarque

Soit L/K une extension et a € L. Alors, K(«) est un corps de rupture pour P, sur

K.
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2.10.4 Définition

Un corps de décomposition pour P € K[T] est une extension L de K telle qu'il existe
ce Ketay,...,aqg € L avec

P=cT—ay) (T —ay)

et L=K(ag,...,aq).

2.10.5 Proposition

Tout P € K[T] admet un corps de décomposition L.
Soient L'/K une extension et of,...,a), € L avec

P=c(T—a)) (T —da).

Alors, il existe un K-morphisme o : L — L. Si L’ est aussi un corps de décomposition
de P sur K, o est un isomorphisme.

2.10.6 Définition

Un corps K est algébriqguement clos s’il n’existe pas d’extension algébrique non-triviale
de K. Une cloture algébriqgue d'un corps K est une extension algébrique K de K qui
est un corps algébriquement clos.

2.10.7 Théoreme

Tout corps K possede une cloture algébrique K. Si L/K est une extension algébrique,
il existe un K-morphisme o : L — K. Si L est algébriquement clos, ¢ est un isomor-
phisme.

2.11 Extensions galoisiennes

2.11.1 Définition

Une extension algébrique L/K est normale si pour toute extension M de L et tout
K-morphisme ¢ : L — M, on a o(L) C L.

2.11.2 Remarques

I1 suffit de considérer le cas ou M est une cloture algébrique de L.
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2.11.3 Proposition

Une extension algébrique L/K est normale si et seulement si tout P € KJ[T]
irréductible avec une racine dans L se décompose en produit de facteurs linéaires
sur L.

Une extension finie est normale si et seulement si ¢’est le corps de décomposition d’un
polynome.

2.11.4 Définition

On dit que a0 € L est séparable sur K si
Po() #0.

Une extension algébrique L/K séparable si tout o € L est séparable sur K.

2.11.5 Remarque

On dit qu’un polynéme non-constant P € K[T| est séparable s’il se décompose sur un
corps de décomposition en produit de facteurs linéaires distincts. On voit alors que
a € L est séparable sur K si et seulement si P, est séparable.

2.11.6 Définition

Soit L/K une extension finie. Le nombre [L : K|, de K-morphismes distincts de L
dans une cloture algébrique K de K est le degré de séparabilité de L/K.

2.11.7 Proposition

On a toujours [L : K]; < [L: K] avec égalité si et seulement si L/K est séparable.

2.11.8 Lemme

Si K est un corps fini, alors K* est un groupe cyclique (i.e. monogene fini).

2.11.9 Théoreme
Si L/K est une extension finie, il existe o € L tel que [L : K|s = [K () : K],.

2.11.10 Corollaire (théoréme de 1’élément primitif)

Si L/K est une extension séparable finie, il existe a € L tel que L = K(«).

2.11.11 Définition

Une extension algébrique L/K est galoisienne si et seulement si elle est normale et
séparable.
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2.11.12 Remarque

Une extension algébrique L/K est galoisienne si et seulement si pour tout « € L, P,
se décompose sur L en produit de facteurs linéaires distincts.

2.12 Théorie de Galois

2.12.1 Définition
Si L/ K une extension algébrique, le groupe
G :=Gal(L/K)

des K-automorphismes de L est le groupe de Galois de L/K.

Attention, certains auteurs donnent une définition différente du groupe de Galois dans
le cas d’une extension non-galoisienne.

2.12.2 Proposition

Une extension finie L/K est galoisienne si et seulement si

Gal(L/K)| = [L : K.

2.12.3 Proposition

Soit L /K une extension algébrique et G son groupe de Galois. Si M est une extension
intermédiaire, alors

H := Gal(L/M)

est le sous-groupe de G' composé des o tels que o = Id .
Réciproquement, si H C G, alors

M :=L".={a € LVoc Hola)=a}

est une extension de corps intermédiaire.

2.12.4 Théoreme

Soit L /K une extension algébrique de groupe de Galois G. Alors, L/ K est galoisienne
(resp. finie) si et seulement s’il existe un sous-groupe (resp. fini) H C G tel que
L? = K (resp. et on a alors H = G).
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2.12.5 Corollaire (théoréeme de Galois)

Soit L/K une extension galoisienne finie et
G = Gal(L/K).
Alors, les applications
M — H := Gal(L/M)

et
H— M:=L"

établissent une bijection décroissante entre les extensions intermédiaires M et les
sous-groupes H de G.

De plus, M/K est galoisienne si et seulement si H est distingué dans G et on a alors
un isomorphisme canonique

Gal(M/K) =~ G/H.

2.13 Produit tensoriel

2.13.1 Définition

Soient A un anneau, M un A-module a droite, M’ un A-module & gauche et N un
groupe abélien. Une application f : M x M’ — N est bilinéaire si on a toujours

f(m + nvml) = f(mvm/) + f(n7m/)7

f(m,m' +n') = f(m,m') + f(m,n)

et
flm,an) = f(ma,n).

2.13.2 Remarques

L’ensemble Bil(M x M’, N) des applications bilinéaires M x M’ — M est un sous-
groupe de NM>*M'

Si M est un A-module a gauche et N un groupe abélien, on munit Hom(M, N') d’une
structure de A-module & droite en posant (fa)(m) = f(am).

2.13.3 Proposition

.. . ’ M . . . . ,1:
La bijection NM*M" ~ (NM)™ induit un isomorphisme de groupes abéliens

Bil(M x M’, N)= Hom (M, Hom(M', N)).
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2.13.4 Définition

Soient A un anneau, M un A-module a droite et M’ un A-module a gauche. Le produit
tensoriel de M par M’ est le quotient M ® 4 M’ du groupe abélien libre sur I’ensemble
M x M’ par le sous-groupe engendré par tous les

(m,m'+n') — (m,m’) — (m,n'),
(m+mn,m") — (m,m") — (m',n)

et
(am,n) — (m,an).

On note m ® n 'image de (m,n) € M x M’ dans M @4 M'.

2.13.5 Proposition

L’application canonique
Mx M — M@y M

est bilinéaire et toute application bilinéaire
MxM — N

se factorise de maniere unique par M ® 4, M’'. On obtient ainsi un isomorphisme de
groupes abéliens

Bil(M x M', N)=Hom(M ®4 M', N)).
2.13.6 Corollaire

Soient f: M — N et g : M' — N’ deux homomorphismes de A-modules & droite et
a gauche, respectivement. Alors, il existe un unique homomorphisme de groupes

f@giM@AM/HN(X)AN/
tel que pour tout m € M, m’ € M’, on ait

(f@g)(mem') = f(m)®g(m').

2.13.7 Proposition

i) On a toujours
A®A M/ ~ M,

(et symétriquement).

ii) On a toujours
@(Mz @4 M') (@ M;) @4 M’

(et symétriquement).
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iii) Si la suite
N—M-—P—0

est exacte, la suite
N®AM/—>M®AM/—>P®AM/—>O

est aussi exacte (et symétriquement).

2.13.8 Remarque

En général,
ker(f @4 1d),) # (ker f) @4 Id),

(prendre pour f la multiplication par 2 dans Z et M' = Z/2).

2.13.9 Exercice

Montrer que
Z/m®zZ/n~17/d

avec d = (m,n).

2.13.10 Proposition

Soient A — B un homomorphisme d’anneaux et M un A-module a gauche. Alors, il
existe une unique structure de B-module a gauche sur sur B ® 4 M telle que 'on ait
toujours

Vb m)="0bbxm.

2.13.11 Définition

On dit que B ®4 M est le B-module déduit de M par extension des scalaires.

2.13.12 Proposition

Si f: M — N est un homomorphisme de A-modules, alors Idg ® f est un homomor-
phisme de B-modules.

Si M est un A-module a gauche et N est un B-module a gauche, on a un isomorphisme

Homp(B ®4 M, N) ~ Homu (M, N).
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2.13.13 Remarque

Si M est un A-module a gauche et a un idéal a droite, ’application
ax M — M, (a,m) — am
est bilinéaire et I'image de I’lhomomorphisme correspondant
a@Qua M — M

est alM.
Si a est un idéal bilatere, on a un isomorphisme canonique

Ala®@a M=M/aM

de A/a-modules a gauche.

2.14 Produits tensoriels. Le cas commutatif

Soit A un anneau commutatif.

2.14.1 Proposition

Si M et M’ sont deux A-modules, il existe sur M ® 4, M’ une unique structure de
A-module telle que
a(m®n)=amQ®n.

On a alors un isomorphisme (d’adjonction)
Hom.s (M, Homa(M', N))= Homa(M ©4 M, N)).
De plus, on a des isomorphismes naturels de A-modules
A4 M~ M,

M®A M/ ~ M, ®AM
et
(M@A M’) ®A M” ~ M®A (M/ ®A M”).

2.14.2 Proposition

Si E est une base (resp. une famille génératrice) de M et E’ une base (resp. une
famille génératrice) de M’, alors

{e@e,ec E,¢ € E'}

est une base (resp. une famille génératrice) de M @4 M.
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2.14.3 Remarque

Soient M, N, N’ trois A-modules. On a un homomorphisme évident
Hom (M, N) — Homy(M @4 N, N @4 N'),
u— u® Idy
qui en utilisant 'identification
Homa(M ®4 N', N ®4 N') =~ Hom(N', Hom (M, N ®4 N')
fournit par adjonction, un homomorphisme
Hom (M, N) ®4 N — Homa (M, N ®4 N').

Si N’ est libre de rang fini, ¢’est un isomorphisme.

2.14.4 Remarque
Ci-dessus, on fait N = A et N' = M et on note

M := Hom (M, A).
On obtient un homomorphisme
M @4 M — Enda (M)

qui est bijectif si M est libre de rang fini.
D’autre part, 'identité sur M correspond a un homomorphisme

Mo M— A

ou encore a un homomorphisme
M — M

qui est bijectif si M est libre de rang fini.
Enfin, on a toujours un isomorphisme canonique

(BM;) ~ H M;

et comme A ~ A, on voit que (AF) ~ AP

2.14.5 Définition

Si M est un A-module, on dit que M est le dual de M.

Si f: M — N est un homomorphisme, on note

fiN—=Mp—pof

C’est le transposé de f.

Si M est libre de rang fini, I’homomorphisme composé
t’f’MiEHdA(M) 2M®AM—>A

est I'application trace .

Si E — M est une base finie pour M, I'isomorphisme A¥ ~ M fournit par dualité un
isomorphisme A” ~ M et donc une base E — M, appelée base duale .
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2.14.6 Proposition

Si B et C sont deux A-algebres, il existe une unique structure de A-algebre sur B& 4 C'
telle que I'on ait toujours

(b @cd) = (b)) @)

2.14.7 Proposition

Si B est une A-algebre commutative et G un monoide, on a un isomorphisme cano-
nique de B-algebres
B, A9 ~ B

En particulier, si G et H sont deux monoides commutatifs, on a

A @, AH) ~ AGXH)

2.14.8 Proposition

Soit A un anneau commutatif.
Si B est une A-algebre commutative et £ un ensemble, on a

B ®4 A[E] ~ BE].
En particulier, si £/ et F' sont deux ensembles, on a
A[E]) @4 A[F] ~ A[ET] F).
En particulier, on a les isomorphismes
B ®a A[T)] ~ B[T]
ou encore

A[T, S| ~ A[T] ®4 AS].

2.14.9 Proposition

Remarquons que, si M est un A-module muni d’un endomorphisme u, on a une suite
exacte a droite de A[T]-modules

AT @a M — AT @AM — M — 0

ou la premiere fleche est T'® 4 Idas — Id g7 ® au et la seconde est la fleche évidente.
En particulier, si K est un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension finie
muni d'un endomorphisme u, on obtient une présentation de £ comme quotient d’un
morphisme de K[T]-modules libres de rang finis.
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2.14.10 Proposition

Si S est une partie multiplicative d’'un anneau commutatif A, on a un isomorphisme
de A[S™!]-modules
STIM ~ A[S™' | @4 M.

2.15 Algebres tensorielles et symétriques

2.15.1 Définition
Soient (M;);c; et M des A-modules. Une application A-multilinéaire
fio(Mi)ier — M
est une application
fo]]M— M
telle que pour tout ig € I, et (m;)icn (i} € H#io M; I'application
M, — M,mg, — f((mi)ier)

est un homomorphisme de A-modules.

2.15.2 Remarque
L’ensemble Hom 4 ((M;);er, N) des applications A-multilinéaires
(Mi)iel - M

est un sous-A-module de NIIM:,
De plus, si J C I, on a un isomorphisme

Hom 4 ((M;)ier, N) =~ Hom((M;)ics, Hom4((M;)igs, N))

2.15.3 Remarque

Soient (M;);=1..., et M des A-modules. On définit alors par récurrence

Q" M; = Q' M; ® M,.

On vérifie alors aisément que

Hom 4 ((M;)iz1,.n, N) ~ Homy (®7_, M;, M).

2.15.4 Définition

Soit A un anneau commutatif, B une A-algebre et G un monoide commutatif. Une
graduation de type G sur B est la donnée d’'une famille {B,},cq de sous-A-modules
de B telle que I'application canonique ®4cqB, — B soit bijective et que pour tout
g.h € G,ByBy, C By,
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2.15.5 Exemple

Soit A un anneau commutatif et M un A-module. On note 77 (M) le produit tensoriel
r fois itéré de M par lui méme et T'(M) = &T"(M). Les isomorphismes

T (M) @4 T(M) ~T"(M)
fournissent des applications bilinéaires
T (M) x T*(M) — T"(M)

qui munissent 7'(M) d’une structure de A-algebre graduée (de type N).

2.15.6 Définition

On dit que T (M) est Ualgébre tensorielle sur M. On dit que le quotient S(M) de
T(M) par I'idéal bilatere engendré par les m @ n —n ® m est 1'algébre symétrique sur
M.

2.15.7 Proposition

Si M est un A-module, B une A-algebre (resp. commutative) et f : M — B un
homomorphisme de A-modules, alors f se prolonge de maniére unique en un homo-
morphisme d’algebres T'(M) — B (resp. S(M) — B.).

2.15.8 Proposition

On a toujours
T(M@®N)~T(M)®4T(N).

Aussi, si B est une A-algebre commutative, alors
T(B®aM)~B®sT(M).
On a la méme chose avec 1’algebre symétrique :
S(M @& N)~S5(M)@45(N)
et

S(B®a M)~ B®y4 S(M).

2.15.9 Remarque

On voit facilement que S(M) est gradué de type N. De plus, si M est libre de base
E, alors S(M) ~ A[E].
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2.15.10 Définition

Une applications r-linéaire

(M,...,M) > N

est symétrique si elle est invariante sous I'action évidente de S, sur (M, ..., M). Leur
ensemble se note Sym” (M, N).

2.15.11 Proposition

L’ensemble Sym” (M, N) est un sous-A-module de Hom4((M,..., M), N) et on a un
isomorphisme

Homu (S"(M), N) ~ Sym” (M, N).

2.16 Déterminants

2.16.1 Définition

Soit A un anneau commutatif et M un A-module. On dit que le quotient A(M) de
T(M) par 'idéal bilatere engendré par les m ® m est I'algébre extérieure sur M.

2.16.2 Proposition

Si M est un A-module, B une A-algebre et f : M — B un homomorphisme de
A-modules tel que Ym € M, f(m)?> = 0, alors f se prolonge de maniere unique
en un homomorphisme d’algebres A(M) — B. En particulier, tout homomorphisme
f: M — N fournit un homomorphisme A(f) : A(M) — A(N).

2.16.3 Remarque

En général, A(M) est gradué de type N et A(f) préserve la graduation. On note A" (M)
(resp. A7(f)) la composante de degré r et my A --- Am, I'image de m; ® - - - ® m,..

2.16.4 Définition

Une application A-multilinéaire
f:(M,...,M)— N

est dite alternée si f(mq,...,m,) = 0 chaque fois qu’il existe i # j avec m; = m;.

2.16.5 Proposition

L’ensemble Alt" (M, N') des applications r-linéaires alternées (M, ..., M) — N est un
sous-A-module de Homy ((M, ..., M), N) et on a un isomorphisme

Homy (A"(M), N) ~ Alt" (M, N).
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2.16.6 Proposition

Si M est libre de base (e, ..., e:), alors A"(M) est libre de base les e;, A--- Ae;, avec
i1 < --- < 1,. En particulier, ¢’est un A-module libre de rang (i)

2.16.7 Définition

Soit M un A-module libre de rang ¢. On dit alors que A*(M) est le déterminant de
M. Siu € End(M), alors, le déterminant de u est 'unique entier a € A tel que A (u)
soit la multiplication par a.

Si B := (e1,...,€) est une base de M et si my,...,my € M, le déterminant de
(myq,...,my) dans la base B est le déterminant de I'unique endomorphisme de M qui
envoie e; sur m;.

2.16.8 Remarque

On voit ainsi que detg(myq,...,m;) # 0 si et seulement si (mq,...,m;) est une base

de M.

2.16.9 Proposition

On a toujours det(v o u) = det(v)det(u). De plus, u est injectif si et seulement si
det(u) n’est pas diviseur de zéro, et surjectif si et seulement si det(u) € A*. Dans ce
dernier cas, u est donc bijectif.

2.16.10 Définition

Si u est un endomorphisme d’un module libre M de rang fini ¢ sur A, le polynéme
caractéristique de u est

P, = det(T ®a Idy — IdA[T] ®AU) S A[T]

2.16.11 Lemme

Il existe v tel que uov = detuldy,.

2.16.12 Corollaire (Cayley-Hamilton)
On a toujours P,(u) = 0.

2.16.13 Remarque

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel £ sur un corps K, alors le noyau
de 'homomorphisme K[T] — End(E),T — u est principal et donc engendré par un
unique polynéme M, appelé polynome minimal de u. Et on a M,|P,.
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Chapitre 3
Géomeétrie
On fixe un corps de base K.

3.1 Espaces affines et applications affines

3.1.1 Définition

Un espace affinesur K est un ensemble non-vide £ muni d’une action simplement
transitive du groupe additif d'un espace vectoriel E appelé espace directeurde E.
La dimensionde E est celle de E. En particulier, on parle de droite affineou de plan

affine.

Enfin, un élément de E s’appelle un point.

3.1.2 Remarque

On voit donc qu’un espace affine E de direction E est décrit par une application
EXE—>E,(u,P)t—>P+u

satisfaisant
a) si P€ E, alors P+0=P.
b) si P € E et u,v € E, alors

P+ (u+v)=(P+u)+v.
c) si P,Q € FE, il existe u unique tel que
Q=P+u.
—
On écrit alors PQ := u et on dispose donc de la relation de Chasles :
—_— — —
PQ+ QR = PR.

53
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3.1.3 Remarques

Tout espace vectoriel E a une structure naturelle d’espace affine : On a E =FE et
'action est tout simplement donnée par I'addition dans E' (identification des vecteurs
et de leur extrémité).

- —
De méme, si E est un espace affine et Q € E, I'application ¥ — E, P — QP
est bijective. Par transport de structure, on munit ainsi £ d’une structure d’espace
vectoriel que 'on note Eq (choix d'une origine).

3.1.4 Définition

Si Q) € E et B est une base de E on dit que (Q, B) est un repere cartésiende E.
—
Si P € F, on dit que les composantes de Q2P sont les coordonnées de P.

3.1.5 Définition

Solent E et F' deux espaces affines. On dit que f : E' — F' est affines’il existe une
application linéaire f : E — F' telle que pour tout P, € E, on ait

- —
f(Q) = f(P)+ f(PQ).
Celle-ci est alors unique. On note A(E, F') 'ensemble des applications affines de E
dans F. Si F' = FE, on écrit A(E).
On dit endomorphismesi E = F'| isomorphismesi f est bijective et automorphismesi

les deux conditions sont vérifiées.
On dit aussi forme affinesi F' = K.

3.1.6 Remarque

Soient F et F' deux espaces affines, f : E — F et 0 € E. Alors, f est affine si et
seulement si

est linéaire. On a alors un diagramme commutatif

Eo 8 Fr)
Lo
E L F

3.1.7 Proposition

i) Soient f: E — F et g: F' — G deux applications affines. Alors g o f est affine
etgof=gof

ii) Soit f : E — F une application affine. Alors, f est injective (resp. surjective,
resp. bijective) si et seulement si f I'est.

JEEENEN o
iii) Si f est un isomorphisme, alors f~! est affine et f~! = f~L.
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3.1.8 Proposition

Soient F et F' deux espaces affines. Alors, A(F, F ) est un sous-espace vectoriel de FE

et A(F, F) est un espace affine d’espace directeur A(FE, F'). De plus, 'application
A(E,F)— L(E,F), f — f

est affine.

3.1.9 Définition

—

On dit qu'une application affine f est une dilatationde rapportk # 0 si f = k1dz.
On dit translationsi k = 1 et homothétie si k # 1.

3.1.10 Proposition

Soit E un espace affine et GA(E) (resp. Dil(F), resp. Tr(E)) 'ensemble des auto-
morphismes (resp. dilatations, resp. translations) de E. Alors, on a la suite d’inclusion
de sous groupes

Tr(E) C Dil(E) C GA(E) C S(E).

De plus, I'application canonique E— S (E) induit un isomorphisme de groupes de
E ~Tr(E).
Enfin, on a des suites exactes

0 — E — GA(E) — GL(E) — 1

et
0 — E — Dil(E) — K* — 1,

la seconde fleche étant soit f +— f, soit 'application qui a une dilatation associe son
rapport.

3.1.11 Remarque
Le groupe GA(E) est produit semi-direct de E et GL(E).

3.2 Sous-espaces affines

3.2.1 Définition

On dit qu’un espace affine F' est un sous-espace affined’un espace affine E si F' est
contenu dans F, l'inclusion i : F' — FE est une application affine et i est Dinclusion
de F dans E. Cette structure est unique si elle existe.

Si F est un hyperplan (noyau d’une forme linéaire), on parle d’hyperplan affine de E.
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3.2.2 Remarque

Soient £ un espace affine, FF C E et 2 € F'. Alors, F' est un sous-espace affine de F
si et seulement si F est un sous-espace vectoriel de Eg.

3.2.3 Proposition
Soit f : E — F une application affine. Alors,

i) Si G est un sous-espace affine de E, f(G) est un sous-espace affine de F' de
direction f(G).

ii) Si G est un sous-espace affine de F, f~1(G) est est soit vide, soit un sous-espace
affine de F' de direction f~(G).

3.2.4 Proposition

Toute intersection non-vide de sous-espaces affines d’un espace affine E est un sous-
espace affine de E. Et I'espace directeur de I'intersection est I'intersection des espaces
directeurs. En particulier, il existe toujours un plus petit sous-espace affine F' conte-
nant une partie non-vide A donnée.

3.2.5 Définition

On dit alors que F' est le sous-espace affine engendré par A. On le note parfois (A).
Si A={Py,...,P,}, onécrit (P ---PB,).

3.2.6 Définition

On dit que des points sont alignés s’ils sont tous sur une méme droite.

On dit que des droites sont concourantessi leur intersection est non-vide.

Un triangle est un triplet { P, @, R} de points non-alignés. On dit que P est un sommet
et que la droite (QR) est le coté opposéa P.

3.2.7 Lemme

Soient F' et G deux sous-espaces affines d’un espace affine E. Soient P € F et Q € G.
Alors
—_ - —
FNG #0siet seulement si PQ € F +G.

3.2.8 Théoréme (d’incidence)

Soient F' et G deux sous-espaces d’un espace affine E. Alors

i) SiFNG#0, ona
dim(F U G) = dim(F + G)

=dim F + dim G — dim(F N G).
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i) SiFNG =0, ona
dim(FUG) = dim(F + G) + 1

= dim F 4 dim G + 1 — dim(F N G).

3.2.9 Définition

Soient [’ et G deux sous-espaces affines d’un espace affine E. On dit que F et G sont
paralléles, et on écrit F' || G, si F=3aG.

On dit que F' et G sont supplémentairesdans E, et on écrit E = F @ G, si les espaces
directeurs associés le sont.

Enfin, on dit aussi que F' et G sont faiblement paralléles si FcGouGCF.

3.2.10 Proposition

Dans un espace affine F,
i) Si F || G,alors F=GouFNG=1{.

ii) Si F' est un sous-espace affine de £ et P un point de £, il existe un unique
sous-espace affine G’ passant par P et parallele a F'.

iii) Soient F', G deux sous-espace affine de F tels que E=F+ é, alors FNG # (.
iv) Si F' et G sont supplémentaires dans F, alors F NG = ().

v) SidimE < 0o, on a £ = F @& G si et seulement si dim £ = dim F' + dim G et
FnG=qQ.

vi) Si H est un hyperplan de E et D une droite, on a on a £ = H @ D si et
seulement si H N D = ().

3.2.11 Définition

On dit qu'un quadruplet (P, @, R, S) est un parallélogramme si @ + RS = 0. Si les
points ne sont pas alignés et sont tous distincts, c’est équivalent a (PQ) || (RS) et

(PS) [ (QR).

3.3 Théorémes de Thales, Desargues et Pappus

3.3.1 Définition

Une application affine p : E' — E est une projection(resp. symétrie) si pop = p (resp.
sos=1Idg).
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3.3.2 Remarques

Si un endomorphisme f de E possede des points fixes, ceux-ci forment un sous-espace
affine de direction ker(Idz — ).

Une application p : £ — FE est une pl"OJQCthIl siet Seulement s’il existe un sous-espace
affine F de E et un supplémentaire G & F dans E tels que p(P) soit l'intersection
de F et de I'unique sous-espace affine de F de direction G passant par P. On a alors
G = kerp et I est I'ensemble des points fixes.

Une dilatation n’a aucun point fixe si c¢’est une translation non-triviale et un seul
point fixe (son centre)si c’est une homothétie (non triviale).

3.3.3 Définition

Soit D une droite affine munie d'un repere cartésien {2, e}. La mesure algébrique PQ
de PQ est définie par la formule PQ) = PQe.

3.3.4 Proposition
Soient P, ) et R trois points d'une droite D avec P # (). Alors,
i) Le rapport zlz;g ne dépend pas du choix du repere.
ii) Soient P’, @) et R’ trois points d'une droite D" avec P’ # )'. Pour qu'il existe

une application affine f: D — D’ avec

f(P) =P, f(Q)=Q f(R) =

il faut et suffit que
PR PR
PQ  TQ

3.3.5 Corollaire (Théoreme de Thales)

Soient D et D" deux droites distinctes d’un plan munies de points P, Q, R et P',Q', R’
respectivement avec P # @, P’ # @' et P # P’. Supposons que @ = @' ou que

(PP) || (QQ). Alors

P'R" PR

P'Q PQ
si et seulement si R = R ou (PP') || (RR').

3.3.6 Proposition

Un endomorphisme f de F est une dilatation si et seulement si pour toute droite
D C E, f(D) est une droite parallele a D. De plus, on a f(D) = D si et seulement si
f est une translation de vecteur u € D ou une homothétie dont le centre est sur D.
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3.3.7 Proposition

Soient P, Q, P' et Q" quatre points de E avec P # (). Alors, il existe une dilatation f
telle que

f(P) =P, f(Q) =@
si et seulement si
P #Q et (PQ) || (P'Q).
Celle ci est alors unique. De plus, f est
i) une translation si (PP’) || (QQ’) ou alors P = P' et Q = Q.
ii) une homothétie de centre €2 si

(PP) N (QQ") = {0},

ouP=P =Qet Q#Q,ouencore Q =0Q =Qet P+#P.

3.3.8 Corollaire (Petit théoreme de Desargues)
Soient {P,Q, R} et {P’,Q’, R'} deux triangles avec P’ # P,Q" # Q et R' # R, dont

les cOtés sont paralleles deux a deux :

(PQ) || (P'Q), (QR) [ (Q'R), (RP) || (R'P").

Alors, les droites (PP’), (QQ') et (RR') sont, soit concourantes, soit paralleles.

3.3.9 Proposition

Deux dilatations commutent si et seulement si, I'une est 'identité, ce sont deux trans-
lations ou ce sont deux homothéties de méme centre.

3.3.10 Corollaire (Théoreme de Pappus)

Soient D et D’ deux droites munies de points tous distincts P,Q, R et P, Q" R/,
respectivement. Supposons que (PQ’) || (QP’) et (QR') || (RQ’). Alors (PR') || (RFP").

3.4 L’enveloppe vectorielle

3.4.1 Deéfinition

Soit E un espace affine. On dit que le quotient E de K® par le sous-espace vectoriel
engendré par les
AP —AQ + puR — pS

— —
avec APQ) + uRS = 0, est I’enveloppe vectorielle de E.



60 CHAPITRE 3. GEOMETRIE

3.4.2 Proposition

L’application composée
it E— K® |

est affine et toute application affine £ — F ou F' est un espace vectoriel se factorise
de maniere unique par ¢ pour donner une application linéaire £ — F'.

3.4.3 Corollaire

Toute application affine f : E — F' se prolonge de maniére unique en une application
linéaire

fiE—F
et on a toujours
gof=gof

3.4.4 Proposition

L’application linéaire
K¥® o K Pw—1

se factorise par E pour donner une forme linéaire h : E — K et I'application i : E —
F induit un isomorphisme E ~ h~1(1).

3.4.5 Remarque

On identifie alors E avec I'hyperplan d’équation h = 1 dans E.
Il y a d’autres constructions de E, par exemple on peut mettre une structure d’espace
vectoriel sur

(Ex K*)UE.

Les vérifications sont alors assez laborieuses. On peut aussi considérer I'application
= —
ExE— E (PQ)— PQ.

Celle-ci fournit une application affine £ — EF affine et on prend pour F le sous-
espace vectoriel engendré par 'image de E. C’est assez naturel comme construction
mais celle-ci ne fonctionne que si dim £ > 0.

3.4.6 Proposition

Soit f : E — F une application entre deux espaces affines. Alors, f est affine si et
seulement si f se prolonge en une application linéaire f’ : E — F et on a alors f' = f.
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3.4.7 Proposition

Soit F' une partie non-vide d’un espace affine F.

Alors, F' est un sous-espace affine de E si et seulement s’il existe un sous-espace
vectoriel F' de E tel que F = F'NE.

L’application canonique F — F’ est alors un isomorphisme et on identifie ces deux
espaces.

Si F est le sous-espace affine de E engendré par une partie non vide A de E, alors F
est le sous-espace vectoriel engendré par A.

3.4.8 Remarque

Tout élément de E\E s’écrit de maniere unique sous la forme AP avec A € K* et
P € E. On parle parfois de point massique. Il est bon de rappeler qu'une somme finie
> ApP est dans E (resp. E) si et seulement si >, A\p = 1 (resp. 0).

3.4.9 Définition

Si Y Ap =1, on dit que > ApP est un barycentre et que les Ap sont les coefficients.
Le centre de gravité de Py, ..., P, est > =P, (si n # 0 dans K). Si n = 2, on dit
milieu.

Enfin, dans un triangle, les droites joignant un sommet au milieu du coté opposé sont
les médianes (si 2 # 0 dans K).

3.4.10 Remarque

Dans F, on a Q = > A\pP si et seulement si » )\pQ—P> = 0 si et seulement si

VR E,QR =Y ApPR.

3.4.11 Exercices

On suppose dans ces exercices que 2 # 0 dans K.

i) Montrer que les médianes d’un triangle sont concourantes au centre de gravité
ou paralleles (si 3 = 0 dans K).

ii) Montrer qu'un quadruplé (P, @, R, S) est un parallélogramme si et seulement si

le milieu de {P, R} est aussi le milieu de {Q, S}.

iii) Montrer que si {P, @, R} est un triangle et P’ Q’', R’ les milieux des cotés op-
posés aux aux sommets. Alors, (P, Q’, R, Q) est un parallélogramme.

iv) Montrer qu'un endomorphisme p d’un espace affine E est une projection si et
seulement si c’est le milieu de Idg et d’une symétrie s dans A(F).
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3.4.12 Proposition

Pour qu’'une partie non-vide I’ d’un espace affine E soit un sous-espace affine, il faut
et suffit que tout barycentre de points de F' soit dans F'. En fait, le sous-espace affine

engendré par une partie non-vide A de E est ’ensemble des barycentres de points de
A.

De méme, pour qu'une application
f:E—F

soit affine, il faut et suffit qu’elle préserve les barycentres.

3.5 Reperes affines

3.5.1 Définition

On dit qu'une famille S — E est affinement génératrice (resp. affinement libre, resp.
un repére affine si c’est une famille génératrice (resp. une famille libre, resp. une
base) de E. Les coordonnées barycentrigues d’un point P dans un repere affine sont
les composantes de P, vu comme vecteur de E.

3.5.2 Remarque

Considérons une famille {P,}scs d’éléments de E et fixons sg € S. On pose Sy =
S\{so} et on considere la famille {]?P;}SGSO de E. Alors, S — E est affinement
génératrice (resp. affinement libre, resp. un repére affine) si et seulement si Sy — E
est une famille génératrice (resp.une famille libre libre, resp. une base).

3.5.3 Proposition

Soient E et I deux espaces affines et S — FE un repere affine de E. Alors, toute
application S — F' se prolonge de maniere unique en une application affine £ — F.

3.5.4 Exercice

On suppose que 3 # 0 dans K. Soit £ un plan affine muni d’un repere affine (A, B, C')
et G le centre de gravité du repere.
Si P est un point de F distinct de G, de coordonnées (a, b, ¢), on note Dp la droite
d’équation ax + by + cz = 0 dans E.
i) Montrer que Dp ne passe pas par G et que toute droite ne passant pas par G
est de la forme Dp pour un unique P.
ii) Montrer que trois points P, @, R distincts de G sont alignés si et seulement si
les droites Dp, Dg, Dg sont paralleles ou concourantes.
iii) Soient P # () € E distincts de G. Montrer que Dp || Dg si et seulement si
G € (PQ).
iv) Solent P # ) € E avec G ¢ (PQ)). Montrer que (PQ)) = Dg avec R = DpNDy.
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3.6 Caractérisation des applications affines

3.6.1 Remarque

Si 0 est un automorphisme de K et E un espace vectoriel sur K, on note E? le
K-espace vectoriel obtenu par restriction des scalaires

ol K-> K

(on a aussi 7 ~ K @K E). En tant que groupes additifs, E et E? sont identiques,
mais la multiplication sur E° est donnée par (A, u) — o~ 1(\)u.

En particulier, si F/ est un espace affine sur K, on peut considérer I'espace affine £
dont I’ensemble sous-jacent est F¥ muni de 'action du groupe additif de E° qui n’est
autre que celui de FE.

3.6.2 Définition

Si o est un automorphisme de K, on dit qu'une application linéaire (resp. affine)
f : E° — F est une application o-linéaire (resp. o-affine) E — F. Dans le cas
vectoriel, cela signifie que f est un homomorphisme de groupes tel que

fwu) = a(A) f(u).

Si o n’est pas précisé, on dit application semi-linéaire (resp. semi-affine).

3.6.3 Théoreme
Soient E et F deux espaces affines de méme dimension finie au moins deux. Une
bijection

f:E—F

est semi-affine si et seulement si elle transforme tout couple de droites paralleles en
couple de droites paralleles.

3.6.4 Proposition

Soit E un espace affine sur K # Fy et Fy,..., P, € E. Alors, P € (Py---P,) si et
seulement s'il existe Q € (PyPy) et Re€ (P --- P,) tels que P € (QR).

3.6.5 Corollaire

Soit E un espace affine sur K # F, et I' C F non-vide. Alors, F' est un sous-espace
affine de E si et seulement si pour tout P,Q € F', on a (PQ) C F.
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3.6.6 Corollaire

Soient E et F' deux espaces affines sur K # Fy et f : E — F une application telle
que pour tout P, () € E, on ait

f(PQ) C (f(P)f(Q))(resp. D, resp. =).

Alors, pour tout Fy,...,P, € F, on a

f(Po---Py) C (f(Fo)--- f(Py))(resp. D,resp. =).

3.6.7 Théoreme fondamental de la géométrie affine

Soient E et F' deux espaces affines de méme dimension finie au moins deux sur
K # F5. Une bijection f : F — F est semi-affine si et seulement si elle transforme
trois points alignés en trois points alignés.

3.6.8 Remarque

Comme R n’a pas d’automorphisme non-triviaux, on peut, lorsque K = R remplacer
“semi-affine” par “affine” dans les deux théoremes précédents.

3.7 Géométrie affine sur un corps ordonné

Dans ce paragraphe, K est un corps ordonné, c’est a dire, muni d’un ordre tel que les
translations x — x + a soient croissantes et z,y > 0 = zy > 0.

3.7.1 Définition
Soit H un hyperplan d'un espace affine F sur K d’équation f = 0. On dit alors que

{PekE, f(P)=0}

est un demi-espace fermé de bord H.
On définit de maniere analogue les demi-espaces ouverts.
On dit demi-droite ou demi-plan si E est une droite ou un plan.

3.7.2 Deéfinition

Si P,Q € E, le segment fermé [P, Q] d’extrémités P et @) est 'ensemble des bary-
centres de P et () affectés de coefficients A, u > 0.

On définit de maniere analogue les segments semi-ouverts [P, Q[ et | P, Q] ainsi que le
segment ouvert | P, Q.

Enfin, une partie S d’un espace affine E sur K est conveze si pour tout P, Q) € X,
on a

[P,Q] C S.
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3.7.3 Proposition

i) Une partie d'un espace affine E sur K est convexe si et seulement si elle est
stable par barycentres a coefficients positifs.

ii) L’image d’un convexe par une application affine est convexe.
iii) Toute intersection de convexes est convexe.

iv) Tout espace affine, segment, ou demi-espace est convexe.

3.7.4 Deéfinition

Le plus petit convexe contenant une partie S de E est 1’enveloppe conveze de S.

3.7.5 Exemple

Les parties convexes d'une droite sont la droite, les segments et les demi-droites. Un
segment fermé est I’enveloppe convexe de ses extrémités.

3.7.6 Définition

Soient {Fy,..., P} et {Qo,...,Qn} deux repeéres affines d'un espace affine E et f
I'unique application affine qui échange ces reperes. On dit que ces reperes ont méme
orientation si det(f) > 0.

Orienter E, c¢’est choisir une classe de reperes ayant méme orientation.

3.8 Espaces projectifs et sous-espaces

3.8.1 Définition

Une structure d’espace projectif sur un ensemble X est la donnée d’une bijection
(Ex\0)/K* ~ X,

ou Ex est un espace vectoriel et K* agit par multiplication. De maniere équivalente,
c’est la donnée de 'application

mx : Ex\0 = X,uw— P

qui induit cette bijection.

Les composantes (x;);c; de u relativement & une base donnée sont des coordonnées
homogénes de P relativement a cette base (celles ci sont définies a multiplication pres
par un scalaire non-nul).

La dimension de X est dim X = dim EFx — 1. On parle de droite projectiveou de plan
projectif sila dimension est 1 ou 2. Enfin, les éléments de X sont les points de ’espace
projectif.
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3.8.2 Exemples

Soit E un espace vectoriel sur K et P(E) lensemble des droites vectorielles de E.
La surjection 7 : E\0 — P(F) qui envoie un vecteur u sur la droite vectorielle de £
dirigée par v munit P(F) d'une structure d’espace projectif. C’est 'espace projectif
sur E. On écrit P*(K) := P(K"™).
De méme, I'ensemble P(E) des hyperplans vectoriels de E est muni d'une structure
d’espace projectif par

E\0 — P(E), ¢ — ker .
L’application

K*\0 — K U {oo},

(x,y) — T y # 0 et oo sinon,
)

fait de K U {oo} une droite projective.
Plus généralement, on peut munir

K'UK"™!'. . KU

d’une structure d’espace projectif de dimension n.

3.8.3 Définition

Soit X un espace projectif et F' un sous-espace vectoriel de Fy. Alors wx induit une
bijection

my  (F\0)/K* ~Y,
ou Y est une partie de X. On dit alors que Y est un sous-espace projectif de X. On
dit hyperplan projectif si F' est un hyperplan de E.

3.8.4 Exemples

Si X :=P(F), on a tout simplement Y = P(F).

Les droites de X := K? U K U oo sont la droite a I'infini K U co et les droites de K2
complétées par leur pentes, c’est a dire, d'une part les D U oop ou D est une droite
de K? d’équation y = ax + b et cop = a € K et, d’autre part, les D U oo ou D est
une droite verticale dans K? d’équation = = c.

3.8.5 Proposition

Soit X un espace projectif. L’application Y +— FEy est une bijection de ’ensemble des
sous-espaces projectifs de X sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. Cette
bijection préserve l'inclusion et 'intersection.

3.8.6 Corollaire

Toute intersection de sous-espaces projectifs de X est un sous-espace projectif. En
particulier, si S C X, il existe un plus petit sous-espace projectif Y contenant S.
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3.8.7 Définition

On dit alors que Y est le sous-espace projectif engendrépar S ou que S est un ensemble
de générateurs de Y. On écrit aussi Y = (5).

3.8.8 Proposition (Théoreme d’incidence)

Soient Y et Z deux sous-espaces projectifs de X. Alors

dim(Y UZ)+dimY NZ = dimY + dim Z.

3.8.9 Exemples

i) Par deux points distincts d'un espace projectif, il passe une droite et une seule.

ii) Deux droites distinctes du plan projectif se coupent en un point et un seul.

3.8.10 Définition

On dit que des points sont alignés s’ils sont situés sur une méme droite. On dit que
des droites sont concourantessi leur intersection est non-vide. On appelle triangle un
ensemble de trois points non-alignés. Ces points sont les sommets. Etant donné un
sommet, la droite passant par les deux autres sommets est le coté opposé.

3.9 Applications projectives

3.9.1 Remarque

Soient X, Y deux espaces projectifs et g : Ex — FEy une application linéaire. On sait
alors qu’il existe un unique sous-espace projectif Z de X tel que ker g = E. Alors g
induit une application

qg: EX\EZ ad Ey\o

compatible avec I'action de K* qui, a son tour, induit une fonction f : X — Y définie
sur le complémentaire de Z.

3.9.2 Définition

On dit alors que la fonction f est une application projectivede X vers Y et que Z est
son noyau. On note P(X,Y) leur ensemble.

On dit homographie si g est injective (auquel cas le noyau est vide) et on note GP(X)
'ensemble des homographies de X sur lui méme. On écrit plutot PGL(E) si X =
P(F) et PGL"(K) si X = P"(K).

Enfin, on dit que X et Y sont isomorphess’il existe une homographie de X sur Y.
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3.9.3 Exemples

Une homographie
KUoco — KUoo

est une application de la forme

az+b

cz+d
avec ad — be # 0. Bien stur —d/c — oo et 0o — a/c.
Supposons que dim X < oo et soient Y, Z C X des sous-espaces projectifs disjoints
tels que

Z =

dmY +dim Z =dim X — 1.

SiPeX\Y,ona(P,Y)NZ = (@ et la fonction P — () est une application projective
appelée projection conique. En fait, elle correspond a la projection sur £z de direction
Ey.

3.9.4 Remarque

On a X isomorphe a Y si et seulement si Ex est isomorphe a Ey. En particulier, X
est canoniquement isomorphe & P(Fx), ce qui permet, en pratique de ne considérer
que les espaces projectifs de cette forme. Par exemple, on a

K Uoco ~ PY(K).

3.9.5 Proposition

i) La composée de deux applications projectives est une application projective.
ii) L’application évidente
L(Ex,Ey) — P(X,Y)
munit I’ensemble des applications projectives non-vides d'une structure d’espace
projectif.

iii) On a une suite exacte

0— K"— GL(Ex) — GP(X) — 1.

3.9.6 Proposition

Soit f : X — Y une application projective de noyau Z. Si T" C X est un sous-
espace projectif, alors f(7") est un sous-espace projectif de Y. De méme, si T est un
sous-espace projectif de Y, alors f~1(T') U Z est un sous-espace projectif de X.

3.9.7 Définition

Si X est un espace projectif et X I’ensemble des hyperplans de X, on a une bijection

P(Ex) ~ X

qui munit X d’une structure d’espace projectif. C’est 1espace projectif dual de X.
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3.9.8 Remarque

Si E est un espace vectoriel et F' C E un sous-espace vectoriel, alors
F+={p € B F C kerp}

est un sous-espace vectoriel de E. Si dim E < oo, 'application F — F' est une
bijection décroissante de ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E sur celui des
sous-espaces vectoriels de E.

On en déduit que si X est un espace projectif de dimension finie, on a une bijection
décroissante Y — Y+ entre 'ensemble des sous-espaces projectifs de X et celui des
sous-espaces projectifs de X (corrélation).

On dit que deux assertions sont duales si elles se déduisent 'une de I'autre par cette
transformation.

3.9.9 Exemples

Dans un plan projectif, les deux assertions de ’exemple sont duales.
L’assertion duale de “trois points sont alignés”est “trois droites sont concourantes”.
Enfin, si on se donne un triangle

{P,Q,R} C X,

on lui associe le triangle )
{(QR),(RP),(PQ)} C X

appelé triangle dual.

3.10 Reperes projectifs

3.10.1 Définition

Soient {u; };cr une famille de vecteurs non-nuls de Ex et { P, };e; son image par mx. On
dit que {P,}icr est projectivement libre (resp. génératrice) si {u;}icr est libre (resp.
génératrice).

Enfin, on dit que { P, };c; est un repére si la famille est génératrice, n’est pas libre mais
que toute sous-famille propre est libre.

3.10.2 Exemple

Dans P"(K), on peut prendre tous les points de coordonnées homogenes (0, ...,0,1,0,. ..
et celui de coordonnées (1,...,1). Dans K U oo, on prend oo, 0,1 comme repére ca-
nonique.

3.10.3 Proposition

Soient {P;}14} et { P/}t des reperes de X et X' respectivement. Alors, il existe une
unique application projective f : X — X' telle que, pour tout i =0,...,n+ 1 on ait
f(P;) = P! et c’est un isomorphisme.
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3.10.4 Définition
Soient X une droite projective,
PQ,RSeX

distincts et
f:X—=KUoo

I’homographie telle que

f(P) =00, f(Q) =0, f(R) =1,

Alors,
[P,Q,R,S]:= f(5) e K\{0,1}

est le birapport ou rapport anharmonique. On dit que les points sont en division
harmonique si
[P,Q,R,S] =—1.

3.10.5 Exercice

Montrer que si a, b, c,d € K sont distincts,

Q
|
Q

i
(=

[a,b,c,d] =

Iy
S

T
=

3.10.6 Vrai théoréme de Thales

Soient X et X’ deux droites projectives. Pour qu’il existe une homographie f : X —
X' envoyant quatre points distincts donnés de X sur quatre points distincts donnés
de X', il faut et suffit qu’ils aient méme birapport.

3.11 Espaces affines et projectifs

3.11.1 Remarque

Soient F un espace vectoriel et H un hyperplan de E. Considérons 'application
canonique
L(E/H, H) — L(E),® > ® :—iodop,

ol
p:EF—FE/Hi:H—FE

sont la projection et 'inclusion, respectivement. L’application
L(E/H,H) — L(E),® +— Idg+®
est un homomorphisme de monoides et induit donc un homomorphisme de groupes
L(E/H,H) — GL(E).

Remarquons aussi que, par construction, H est stable par Idg +®.
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3.11.2 Proposition

Soient X un espace projectif (non vide), Z un hyperplan dans X et U := X\Z.
L’homomorphisme de groupes

est & valeurs dans S(U) et munit U d’une structure d’espace affine (avec U =
L(Ex/Ez,Ez)).

3.11.3 Remarque

Si F' est un sous-espace affine de F'x parallele a E'; ne passant pas par 1'origine, alors
mx induit un isomorphisme d’espaces affines F' ~ U. Mais I'isomorphisme E; ~ U
dépend du choix de F'.

3.11.4 Définition

Si E est un espace affine, le complété projectifde E est E := P(E) et le lieu a l'infinide
E est .

On dit aussi que E est la partie affinede E.

3.11.5 Corollaire
Soit E un espace affine. Alors, I’application composée
i:E— E\{0} - E
induit un isomorphisme d’espaces affines
E ~ E\oog.
Réciproquement, si Z un hyperplan d’un espace projectif X et U := X \Z, alors

U~Xetooy~Z2.

3.11.6 Proposition

Soient X (resp. X') un espace projectif, Z (resp. Z’) un hyperplan dans X et U (resp.
U’) son complémentaire.
Alors, la restriction induit une bijection entre ’ensemble des applications projectives

f:X—-X

telles que
f(2)ycz f(X)¢ Z,

et 'ensemble des applications affines U — U’. On note g — g I'application réciproque.
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3.11.7 Remarque

Si g: E — I est une application affine, alors g est induite par g.

3.11.8 Corollaire

Soient X un espace projectif, Z un hyperplan dans X et U := X\ Z. Alors, 'applica-
tion ¢ — g induit un isomorphisme entre GA(U) et le sous groupe des f € GP(X)
qui laissent Z invariant.

3.11.9 Proposition

Soient X un espace projectif, Z un hyperplan dans X et U := X\ Z. Alors, 'applica-
tion

Y-V =YNU
est une bijection de ’ensemble des sous-espaces projectifs de X qui ne sont pas conte-
nus dans Z sur I’ensemble des sous-espaces affines V' de U. Celle-ci est croissante et
préserve l'intersection.

3.11.10 Remarque

On a des isomorphismes canoniques V ~ Y et ooy := Y N Z. On dit aussi que V est
la partie affine de Y (relativement a 7).

3.11.11 Corollaire

Si V est engendré par S comme sous-espace affine, alors V est engendré par S comme
sous-espace projectif.

Soient V' et V' deux sous-espaces affines de U. Alors, V' || V' si et seulement si
Xy = XQyr.

Si dim X > 0, alors Dil(U) (resp. Tr(U)) correspond aux f qui laissent invariants
tous les points de Z (resp. et seulement ceux-ci a part Idx).

3.11.12 Exemple

Soit X une droite projective et P, Q, R, S quatre points distincts. On choisit un point
a I'infini. Si celui-ci est distinct des 4 autres points, on a

PR
_ QR
[P,Q,R,S] = =
QS
Si on prend P comme point a 'infini, alors
P.Q.R,S| = 22
QR

En particulier, dans ce cas, les point sont en division harmonique si et seulement si

Q est le milieu de {R, S} lorsque 2 # 0 dans K.
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3.12 Théoremes de Desargues et Pappus

3.12.1 Proposition (Vrai théoreme de Desargues)

Soient T' := {P,Q, R} et T := {P’,Q’, R'} deux triangles d'un plan projectif. On
suppose
P#P.Q#Q . R# R

et

(PQ) # (P'Q), (PR) # (P'R'),(QR) # (Q'R).
On note P” le point d’intersection de (QR) et de (Q'R’) et on définit de maniere
analogue Q" et R".
Alors, les points P, Q" et R” sont alignés si et seulement si les droites (PP’), (QQ’)
et (RR') sont concourantes.

3.12.2 Corollaire (Théoreme de Desargues, cas affine, suite)
Soient T := {P,Q, R} et T" := {P', @), R’} deux triangles d'un plan affine avec
P#P.Q#Q R#R.

Supposons que les cotés opposés a P dans T et a P’ dans T”, respectivement, se
coupent en P”. Définissons de maniére analogue Q" et R”.

Alors, les points P, Q" et R” sont alignés si et seulement si les droites (PP’), (QQ’)
et (RR') sont paralleles ou concourantes.

3.12.3 Proposition (Vrai théoreme de Pappus)
Soient P, Q, R, P',Q’, R’ six points du plan projectifs tels que
P'#Q,R;Q # PR R # P,Q

et que

(QR) # (Q'R); (PQ) # (P'Q); (PR') # (P'R).
On note P” le points d’intersection de (QR') et de (Q'R) et on définit les points Q”
et R” de maniere analogue.

Si P,Q, R d’une part et P',Q’, R' d’autre part, sont alignés, alors P”,Q", R” sont
alignés.

3.12.4 Corollaire (Théoreme de Pappus, cas affine, suite)
Soient P, Q, R, P',Q’, R’ six points du plan affines tels que

P #Q,R.Q # PR R #PQ.

On suppose que (QR') et (Q'R) se coupent en un point P” et on définit les points Q"
et R” de maniere analogue.

Si P,Q, R d'une part et P',Q’, R" d’autre part, sont alignés, alors P”,Q", R” sont
alignés.
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3.12.5 Corollaire (Théoreme de Pappus dual)

Soient P,Q, R, P, (), R’ six points distincts d’'un plan projectif. Supposons que les
trois droites

(PR, (RQ), (QP")
sont concourantes et que les trois droites

(PQ), (QR'), (RP")

le soient aussi. Alors, les trois droites

(PP),(QQ), (RE')

sont aussi concourantes.

3.12.6 Corollaire (Théoreme de Pappus dual, cas affine)

Soient P, Q, R, P',Q)', R’ six points distincts d’un plan affine. Supposons que les trois
droites

(PR), (RQ),QF")
sont concourantes ou paralleles et que les trois droites

(PQ), (QR'), (RP)

le soient aussi. Alors, les trois droites

(PP), (QQ), (RE')

sont aussi concourantes ou paralleles.

3.13 Caractérisation des applications projectives

3.13.1 Proposition

Soit X un espace projectif et Pp,..., P, € X. Alors, P € (Py--- P,) si et seulement
s'il existe R € (Py--- P,) tels que P € (PyR).

3.13.2 Corollaire

Soit X un espace projectif et Y C X non-vide. Alors, Y est un sous-espace projectif
de X si et seulement si pour tout P,Q) € Y, on a (PQ) C Y.
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3.13.3 Corollaire
Soient X et Y deux espaces projectifs et
f: X—=>Y
une application telle que pour tout P, Q) € X, on ait

fF(PQ) C (f(P)f(Q))(resp. D, resp. =).

Alors, pour tout Fy,..., P, € X, on a

f(Po-+-Py) C(f(Fo)--- f(P))( resp. D, resp. =).

3.13.4 Remarque

Soit ¢ un automorphisme de K et X un espace projectif sur K. On note X7 'espace
projectif donné par 7% : E$\0 — Ex\0 — X.

3.13.5 Définition

Soit o un automorphisme de K. Une application o-projective (resp. une o-homographie)
X — Y est une application projective (resp. une homographie) X7 — Y.
Lorsque o n’est pas précisé, on dit application semi-projectiveou semi-homographie.

3.13.6 Théoréme

Soient X et Y deux espaces projectifs de méme dimension finie au moins 2. Une
application
f: X—=Y

est une semi-homographie si et seulement si c¢’est une bijection qui transforme trois
points alignés en trois points alignés.
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Chapitre 4

Le langage des catégories

4.1 Définition et exemples

On parlera ci dessous de collections qui ne forment pas nécessairement des ensembles
mais on utilisera tout de méme les notations habituelles de la théorie des ensembles.

4.1.1 Définition

Une catégorie C consiste en
a) Une collection d’objets X.

b) Pour tout X,Y € C, d'un ensemble de morphismes Home(X,Y) (si f € Home(X,Y),
on dit que X est la source de f, que Y est son butet on écrit f: X — Y).

c¢) Pour tout X,Y,Z € C, une loi de composition

Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)

(f,9) —golf
On exige de plus que les propriétés suivantes soient satisfaites :

i)
VX €C,3Tdy : X — X,

Vi X =Y foldy=f

et
Vf:Y - X Idxof = f

(celui-ci est alors unique et s’appelle 'identité).
i)
Vf: X —>Yg: Y —>Zh:Z->T,
ho(gof)=(hog)of.

7
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4.1.2 Exemples

i) On a tout d’abord la catégorie Ens dont les objets sont les ensembles, les mor-
phismes sont les applications et la composition se fait de la maniere habituelle.

On dispose de méme de la catégorie a catégorie Mon des monoides et de la
catégorie Gr des groupes.

ii) Si G est un monoide, on peut considérer les catégories G-Ens et Ens-G des
ensembles munis d'une action a gauche ou a droite.

Si A est un anneau, on peut considérer les catégories A-Mod des A-modules a
gauche et Mod-A des A-modules a droite.

En particulier, on a la catégorie Ab des groupes abéliens et, si K est un corps
la catégorie K-ev des K-espaces vectoriels. Ou la catégorie K—evf des espaces
vectoriels de dimension finie sur un corps K.

On peut aussi regarder, si A est un anneau, la catégorie Mat 4 dont les ob-
jets sont les entiers naturels et les morphismes m — n les matrices a n lignes
et m colonnes a coeflicients dans A. La composition est alors donnée par la
multiplication des matrices.

iii) Si A est un anneau commutatif, on peut considérer la catégories A-Alg des A-
algebres (centrales), et en particulier, la catégorie Ann des anneaux. On pourra
aussi considérer la catégorie Com des anneaux commutatifs.

iv) On peut aussi considérer la catégorie Top dont les objets sont les espaces to-
pologiques et les morphismes sont les applications continues.

Bien siir, il y a aussi les catégories Met et Comp des espaces métriques et des
espaces complets, les morphismes étant les applications uniformément continues.

v) On dispose de la catégorie GrT des groupes topologiques (avec homomor-
phismes continus), de la catégorie R-evt des R-espaces vectoriels topologiques
(avec applications linéaires continues).

De méme, on peut regarder les catégories R-evn (resp. Ban) des R-espaces vec-
toriels normés (resp. des Banach) avec les applications linéaires contractantes.

vi) Si G est un monoide, on peut considérer la catégorie G qui a pour seul objet
G, dont les morphismes sont les éléments de G et ou la composition est la
multiplication.

vii) On peut considérer un ensemble ordonné (I, <) comme une catégorie. En effet,
les objets sont les éléments de I et pour tout ¢, 7 € I, il y a un unique morphisme
1 — 7 si 1 < 7 et aucun sinon.
Comme cas particulier, on peut prendre un espace topologique X et la catégorie
Ouv(X) des ouverts de X.

4.1.3 Définition

Une catégorie est petite si ses objets forment un ensemble.
Elle est finie s’il y a un nombre fini de morphismes (et donc d’objets).
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4.1.4 Exemple

Un ensemble ordonné (I, <), et donc en particulier la catégorie Ouv(X) si X est
un espace topologique, est une petite catégorie. De méme, si G est un monoide, la
catégorie G est petite. Aussi, si A est un anneau, Mat 4 est petite.

4.1.5 Définition

Si C et C' sont deux catégories, la catégorie produit C x C' est la catégorie dont les
objets sont les couples (X, X’) avec X € C et X’ € C' et les morphismes sont les
couples de morphismes. La composition est définie de maniére évidente.

4.1.6 Définition

La catégorie opposéeou duale a C est la catégorie CP qui a les mémes objets que C
avec pour tout X,Y,

Homeor (X, Y) = Home(Y, X).

La composition est définie de maniere évidente.

4.1.7 Exemple

La catégorie duale de (1, <) est (I, >).

4.1.8 Définition

Une sous-catégorie C' d’une catégorie C est une catégorie dont les objets forment une
sous-collection de celle des objets de C, pour X,Y € (’, les morphismes X — Y
forment une partie de Hom¢(X,Y'), la composition est induite par celle de C et les
identités sont celles de C. On écrit parfois C C C'.

On dit que la sous-catégorie est pleine si

VX,Y € C',Home (X,Y) = Home(X,Y).

4.1.9 Exemples

La catégorie Ab est une sous-catégorie pleine de Gr qui est elle méme une sous-
catégorie pleine de Mon. De méme, la catégorie Com est une sous-catégorie pleine
de Ann.

Si H C (G est un sous-monoide, alors H C G.

Si K est un corps, K—evf est une sous-catégorie pleine de K-ev.

Enfin, Comp est une sous-catégorie pleine de Met.
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4.2 Structure interne

4.2.1 Définitions

On dit que
f € Ende(X) := Home (X, X)

est un endomorphisme de X.

Soit f: X — Y un morphisme.

Une rétraction ou un inverse a gauchepour f est un morphisme g : Y — X tel que
gof=Idx.

Une sectionou un inverse a droitepour f est un morphisme g :Y — X tel que g soit
une rétraction pour f dans C.

4.2.2 Proposition

Si f: X — Y possede a la fois une rétraction g et une section h, alors celles-ci sont
uniques et on a h = g.

4.2.3 Définitions

On dit alors que f est un isomorphisme. On écrit f : X =Y et on pose f~! := g, c’est
I"inversede f.
On dit que f: Y — X est un monomorphismesi

Vg#h:Z —Y,fog# foh.

On dit que c’est un épimorphisme si ¢’est un monomorphisme dans C.

4.2.4 Exemples

i) Dans Ens, un isomorphisme est une bijection. De plus, un mono- (resp. épi-)
morphisme est une application injective (resp. surjective) et elle possede tou-
jours un inverse a gauche (resp. droite).

ii) Dans A-Mod, les mono- (resp. épi-, resp. iso-) morphismes sont les morphismes
injectifs (resp. surjectifs, resp. bijectifs). Mais un mono- (resp. épi-) morphisme
n’a pas nécessairement d’inverse a gauche (resp. droite).

iii) Dans Top, les mono- (resp. épi-) morphismes sont les morphismes injectifs (resp.
surjectifs) mais ils n’ont pas nécessairement de rétraction (resp. section). En fait,
une application continue bijective n’est pas nécessairement un homéomorphisme
(c’est & dire un isomorphisme).

iv) Dans Ann, les mono- (resp. iso-) morphismes sont les morphismes injectifs
(resp. bijectifs). Un morphisme surjectif est un épimorphisme, mais il existe des
monomorphismes qui sont aussi des épimorphismes mais ne sont pas bijectifs
(Z — Q par exemple).
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4.2.5 Proposition

i) Un morphisme qui possede une rétraction est toujours un monomorphisme (et
dual).

ii) Le composé de deux monomorphismes est un monomorphisme (et dual).

iii) Si g o f est un monomorphisme, f aussi (et dual).

4.3 Propriétés universelles

4.3.1 Définition

Un objet X € C est final si
Vel dif Y — X.

Un objet de C est dit initial si c’est un objet final de C.

4.3.2 Exemples

Dans Ens ou Top, un objet est final si et seulement si I’ensemble sous-jacent possede
un unique élément. Et () est I'unique objet initial.

Dans A-Mod, un objet est initial si et seulement s’il est final si et seulement s’il est
réduit a zéro.

Dans Ann, un objet est final si et seulement s’il est réduit a zéro, et Z est un objet
initial.

Dans (I, <) un objet initial (resp. final) n’est autre qu'un plus petit (resp. grand)
élément.

4.3.3 Proposition

Un objet final est unique a unique isomorphisme pres (et dual).

4.3.4 Définition

Soit (X;)se; une famille d’objets de C. Un produit des X; est un objet X, muni de
projections p; : X — X;, tel que

V(fi Y = Xy)ier, MY — X,

Viel,piof=fi

La notion duale est celle de somme.
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4.3.5 Exemples

Dans Ens, le produit est le produit cartésien et la somme est 'union disjointe.
Dans Top, on trouve les mémes objets avec la topologie appropriée.

Dans A-Mod, le produit et la somme sont le produit cartésien et la somme directe.
Dans A-Alg, le produit est le produit cartésien et la somme est le produit tensoriel.
Enfin, dans (7, <) le produit d’une famille est la borne inférieure si elle existe.

4.3.6 Proposition
i) Si on se donne une famille de morphismes
(fi - Xi = Yi)iex
et si X (resp. Y) est le produit des X; (resp. Y;) avec projections p; (resp. ¢;),
Jf: X =Y Viel gof=fop;

(et dual).

ii) Si X (resp. X') est un produit des X; avec projections p; (resp. p}), il existe un
unique isomorphisme

f: X=X

tel que
VZEIJ);of:pz

(et dual).

4.3.7 Remarque

Soit Y un produit de X par lui méme avec projections py, po. Alors,
oy : X =Y, prod=pyod = Idyx.

C’est, un monomorphisme appelé plongement diagonal.

4.3.8 Définition

Un noyau de
f17f2 X =Y

est un objet Z muni d’un morphisme ¢ : Z — X tel que

froi=fyo1

et
Vg:T — X, fiog= faog=

Jh:T—Z g=ioh.
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On dit alors que la suite
f1

——
Z—X Y
—

est exacte a gauche.
On définit dualement les notions de conoyauet de suite exacte a droite.

4.3.9 Exemples
Dans Ens, le noyau de f,g: F — F est
{r ek, f(z)=g(x)}

et le conoyau est le quotient de F' par la plus petite relation d’équivalence telle que
f(z) ~g(x)siz € E.

Dans Top, on trouve les mémes ensembles avec la topologie appropriée.

Dans A-Mod, le noyau de f,g: M — N est ker(g — f) et le conoyau est

coker(g — f) := N/Im(g — f).

4.3.10 Proposition
i) Sii: Z — X (resp. ' : Z' — X') fait de Z (resp. Z’) un noyau de
fig: X =Y

(resp.
Fog X =Y

et si
o: X =X v:Y =Y

sont deux morphismes tels que
hof=fopetpog=gop,
il existe un unique A : Z — Z’ tel que
i'oXN=poi

(et dual).
i) Sii: Z—Xeti:Z' — X' font de Z et Z' des noyaux de

[,9: X =Y,

il existe un unique isomorphisme A : Z=Z' tel que i o A = ¢ (et dual).
iii) Sii:Z — X fait de Z un noyau de

f,9: X =Y,

c’est un monomorphisme (et dual).
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iv) Soient
fg: X =Y

deux morphismes et j : Y — Y’ un monomorphisme, alors Z est un noyau de
f, g si et seulement si ¢’est un noyau de

jof,jog: X =Y’
(et dual).

4.3.11 Définition
Un produit fibré de

Ji: X1 =Y fa: X =Y
est un objet X muni de deux projections

pr:X > Xi,pr: X — X
tel que

Jiopi = faope

et

Vo1 : Z — X1,92 1 Z — Xy,

(fiocgi=faoga=
dlg:Z - X, g1=proget g=pyog).

On dit alors que le carré

X — X1
l l
XQ — Y

est cartésien. On définit dualement les notions de somme amalgaméeet de carré co-
cartésien.

4.3.12 Exemples
Le produit fibré de

i Xi =Y fo: XY
dans Ens, Top ou A-Mod est

{(x1,29) € X1 x Xy, fi(z1) = fa2)}

avec la structure induite dans les deux derniers cas.

La somme amalgamée de deux morphismes d’anneaux commutatifs f : A — B et
g:A—Cest ByC.

Dans Ens, Top ou A-Mod, si Z C X, le diagramme

Yz - X
! L
Z — Y

est cartésien.
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4.3.13 Proposition

i)

ii)

iii)

iv)

Si
X — Xi,pp: X — Xy

font de X un produit fibré de
f1:X1HY7f22X2—>Y7

si
p’l:X’—>X{,p’2:X’—>Xé

font de X’ un produit fibré de
fi: X =Y fi. X, =Y

et si
¢3Y—>Y/79011X1—>X179023X2—>X1

sont tels que
Yofi=fiopreto fs= frop,
alors, il existe un unique ¢ : X — X’ tel que
Piow=wiopiet phop=pyop

(et dual).
Si X et X’ sont des produits fibrés de

f13X1—>Y,f22X2—>Y

avec projections pi, pe dans le premier cas et p/, p, dans le second, il existe un
unique isomorphisme ¢ : X=X’ tel que

plop=mp1 et pyop=nps

(et dual).

Dans un diagramme cartésien
'l L Y’
| L
x Loy

si f est un monomorphisme, f” aussi (et dual).

Un morphisme f : X — Y est un monomorphisme si et seulement si le dia-
gramme

x I ox

L dx Lr,

x Loy

est cartésien (et dual).
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4.3.14 Remarque

Si f: X — Y est un morphisme et si le produit X x Y existe, il existe un unique
N: X —XxY,

tel que
pxol'=Idx et pyol'=f.

C’est le graphe de f et si Y x Y existe, on a un diagramme cartésien

X 4 XxVY
Lf Lf x1dy .
vy < vxy

4.3.15 Proposition

i) Si C possede un objet final 0, alors un produit de X et Y n’est autre qu'un
produit fibré au dessus de 0 (et dual). De plus 0 est le produit vide (et dual).

ii) Si X est un produit de X; et X, avec projections pq, pa, alors un noyau de

f10p1,f20p21X—>Y

est un produit fibré de
i: X1 =Y, fa =YV

(et dual).

iii) Si Z est un produit de Y par lui méme avec projections py, ps, et si
Ji,fa: X =Y,
il existe un unique f : X — Z tel que
prof=fietpaof =/

et alors, un produit fibré de f et de dy est un noyau de fi, fo (et dual).

4.4 Foncteurs

4.4.1 Définition

Un foncteur (covariant) F': C — C’ est une opération qui associe a tout X € C un
objet
F(X)ecC

et a tout f: X — Y un morphisme
F(f): F(X)— F(Y).

On demande que soient satisfaites les propriétés suivantes :
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VX e, F(Idx) = IdF(X) .

i)
Vi X —>Y,g:Y —Z F(gof)=F(g)oF(f).

Un foncteur contravariant F': C — C' est un foncteur (covariant) F' : C? — C'.

4.4.2 Exemples

i) On dispose des foncteurs “oubli” évidents
A-Mod — Ens, Ann — Ab, Ann — Mon, ...

Ou si A — B est un morphisme d’anneaux, B-Mod — A-Mod, de restriction
des scalaires. De méme, on a les foncteurs “oubli”

Top — Ens, R-evn — R-ev, ...
ii) On a le foncteur d’abélianisation
Gr — Ab,G — G* .= G/|G,q].
On peut aussi considérer les foncteurs de complétion
X — X, Met — Comp, R-evn — Ban.
Ou encore les foncteurs
X +— Xds¢ X s X975 Ens — Top

qui munissent un ensemble de la topologie discrete ou grossiere.

iii) On dispose du foncteur “module libre”
E — A¥) Ens — A-Mod
et du foncteur “monoide abélien libre”
E — N®) Ens — Mon.
On a aussi le foncteur “algebre du monoide”
G — A9 Mon — A-Alg
si A est un anneau commutatif ou encore “algebre de polynomes”

E — A[E],Ens — A-Alg.
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iv) On a le foncteur évident Mat, — A-Mod. On a aussi les foncteurs GL, :
Ann — Gr et en particulier, le foncteur A — A*. Enfin, on peut regarder le
foncteur de dualité

M +— M := Homy (M, A)

de A-Mod dans lui méme si A est un anneau commutatif.

v) Si A est un anneau, on peut définir des foncteurs
Hom : A-Mod” x Ab — Mod-A

et
® : Mod-A x A-Mod — Ab.

Bien sur, si A est commutatif, on obtient des foncteurs

A-Mod?” x A-Mod — A-Mod

et
® : A-Mod x A-Mod — A-Mod.

Si A — B est un morphisme d’anneaux, on a le foncteur d’extension des scalaires

A-Mod — B-Mod, M — B ®4 M.

vi) Un foncteur covariant (I,<) — (J,<) est une application croissante. Toute
application continue f : X — Y fournit un foncteur

ft: Oun(Y) — Oun(X).

On peut considérer la catégorie Cat des petites catégories et des foncteurs. On
a alors un foncteur

Top” — Cat, X — Ouv(X), f — f1.

4.4.3 Définition

SiF:C—CetG:C — C"sont deux foncteurs, on défini leur composé
GoF:C—C(C"

par

(Go F)(X) =G(F(X)) et (Go F)(f) = G(F(f))-
Aussi, si C est une catégorie, le foncteur identité

Idc:C—>C

est défini par
Ide(X) = X et Ide(f) = f.
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4.4.4 Remarques

i)
i)

iii)

iv)

Si C' C C, on a un foncteur d’inclusion ¢’ — C.

Si C et C’ sont deux catégories, on dispose du foncteur évident de “projection”
CxC —C.
De méme, si on fixe X € C, on peut considérer le foncteur
C'—CxC)Yr— (X)Y), [ (Idyx, f)

(et symétriquement).

Si C est une catégorie, on peut considérer le foncteur
Hom : C”? x C — Ens
qui envoie (X,Y) sur Hom(X,Y'), et un couple
(f: X' =X g:Y =Y
de morphismes de C, sur I’application
Hom(X,Y) — Hom(X',Y'),h+ goho f.
Par composition, on obtient des foncteurs
h* :C — Ens,Y + Hom(X,Y)

et
hy : C? — Ens, X — Hom(X,Y).

Il revient au méme de se donner un foncteur (covariant) F' : C — C’' ou un
foncteur (covariant) F: C? — C'”. Cela permet de définir le composé de deux
foncteurs contravariants ou de deux foncteurs de différentes variances.

Remarquons pour finir que 'on a toujours

Ho(GoF)=(HoG)oF.

4.4.5 Remarque

Un foncteur préserve les sections, les rétractions par dualité et donc aussi les isomor-
phismes. Mais il ne préserve pas toujours les monomorphismes, ni les épimorphismes.
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4.4.6 Définition

Un foncteur F' : C — C' est fidéle(resp. pleinement fidéle)si pour tout X, Y € C,
I’application
Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y))

est injective (resp. bijective).

Il est essentiellement surjectifsi tout objet de C’ est isomorphe & un objet de la forme
F(X).

Une catégorie C est concréte s’il existe un foncteur fidele C — Ens appelé foncteur
oubli.

4.4.7 Exemples

Les catégories A-Mod, Ann, Mon, Top, R-evn, etc. sont concretes. Le foncteur
Mat4 — A-mod est pleinement fidele. Le foncteur Maty; — K-evf est essentielle-
ment surjectif.

4.4.8 Proposition

i) Le composé de deux foncteurs (pleinement) fideles est (pleinement) fidele.

ii) Un foncteur d’inclusion C' < C est toujours fidele. Il est pleinement fidele s'il
fait de C’ une sous-catégorie pleine de C.

iii) Si F est pleinement fidele et F'(X) isomorphe & F(Y'), alors X est isomorphe &
Y.

iv) Si F est fidele et F(f) est un monomorphisme, alors f aussi (et dual).

4.4.9 Exemple

Dans une catégorie concrete, tout morphisme injectif (resp. surjectif) est un mono-
(resp. épi-) morphisme.

4.5 Transformations naturelles

4.5.1 Définition

Soient F,G : C — C' deux foncteurs. Une transformation naturelle
a:F—G
est une collection de morphismes
ay : F(X) — G(X)
pour X € C telle que
Vi: X =Y, G(f)oax =ay o F(f).
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4.5.2 Exemples

i) Le déterminant
dety : GL,(A) — A"
défini une transformation naturelle entre le foncteur GL,, et le foncteur A — A*

de Ann — Gr.

ii) De méme, la projection G — G est naturelle (entre le foncteur Idg, et le fonc-
teur composé du foncteur d’abélianisation Gr — Ab et du foncteur d’inclusion
Ab — Gr).

iii) Si A est un anneau commutatif, le morphisme de M dans son bidual
M — ]\Z,m — (u+— u(m))

est naturel (entre le foncteur Id sur A-Mod et le foncteur bidual, second itéré
du foncteur dual).

4.5.3 Définitions

La transformation

Idp : F — F
définie par

Idpx = Idpx)
est Videntité naturelle

La composéede
a:F—-Getp.G—H

est donnée par
(Boa)x = fBx oax.

On dit que « : F' — G est un isomorphisme naturels’il existe § : G — F' tel que
foa=Idr et a0 =1dg.

On dit qu'un foncteur F' : C — C’ est une équivalence de catégories s’il existe G :
C' — C tel que
GoF ~1Ide et FoG ~1de .

4.5.4 Exemples

i) Si A est un anneau commutatif et M un A-module libre de rang fini, 'isomor-
phisme de bidualité M =M est naturel.

Par contre, bien que, si K est un corps, le foncteur dual M +— M est une

équivalence de catégories de K-evf dans lui méme, il n’y a pas d’isomorphisme
naturel M =M dans K-evf.
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ii) Le foncteur
Maty — K-evf,n — K"

est une équivalence de catégories.

iii) Soit A-Op la catégorie des A-modules a opérateurs : les objets sont les couples
(M, u) avec
M € A-Mod et u € End4(M).

Un morphisme (M,u) — (N,v) est un homomorphisme f : M — N tel que
fou=wvof.
Alors A-Op est équivalente a A[X]-Mod.

4.5.5 Remarques
Pour des transformations naturelles, on a toujours
(@oB)oy=ac(8on).

Une transformation naturelle o est un isomorphisme si et seulement si pour tout X,
ax en est un.

Enfin, si f : X — Y est un morphisme dans une catégorie C, on a une transformation
naturelle hf : hY — h* donnée par

Hom(Y, Z) — Hom(X, Z),g — go f.
et de meme, hy : hxy — hy donnée par

Hom(Z, X) — Hom(Z,Y),g — fog.

4.5.6 Théoréme

Un foncteur est une équivalence de catégories si et seulement s’il est pleinement fidele
et essentiellement surjectif.

4.6 Foncteurs représentables

4.6.1 Définition

On dit qu'un foncteur F' : C — Ens est représentable par X € C s’il est naturellement
isomorphe au foncteur h¥.

4.6.2 Exemples

i) Le foncteur “oubli” sur Gr est représentable par Z.
Le foncteur “oubli” sur A-Mod est représentable par A.
Le foncteur “oubli” sur Top est représentable par 0.
Le foncteur “oubli” sur A-Alg est représentable par A[T].
Le foncteur “oubli” sur la catégorie Grf des groupes finis n’est pas représentable.
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ii) Si A est un anneau commutatif et S C A, le foncteur
B—{6:A— B,o(S)C B}

est représentable par A[S™1].

iii) Le foncteur

P — Bil((M,N), P)
est représentable par M ®4 N.

4.6.3 Théoréeme (Lemme de Yoneda)

Soit F' : C — Ens un foncteur et X € C. Alors, les transformations naturelles A% — F
forment un ensemble noté Hom(h*X, F).

De plus, on a une bijection
F(X) ~ Hom(h", F)

donnée comme suit :
A s € F(X), on associe la transformation naturelle a : h’¥ — F définie par

ay 1 WX (Y) = F(Y), f = F(f)(s)
pour Y € C. La réciproque est donnée par

a— ax(Idx).

4.6.4 Proposition

i) Un foncteur F': C — Ens est représentable par X € C si et seulement si
ds € F(X),VY eC,vte F(Y),

X = Y, F(f)(s) =t.

ii) Si X et X' représentent le méme foncteur a l'aide de s et &, il existe un unique
isomorphisme f : X=X’ tel que F(f)(s) = &'.

4.6.5 Définition

Avec les notations du (i) ci dessus, on dit que X, muni de s, est universelpour les
t € F(Y) dans C.

4.6.6 Exemples

On voit que M ®4 N est universel pour les applications bilinéaires M x N — P.
Ou encore, que A[T] est universel pour les éléments de A-algebres.

Un autre exemple est donné par le corps de rupture d’un polynéme irréductible qui
est universel pout les racines de ce polynomes dans une extension du corps.
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4.6.7 Proposition
i) Un objet est final si et seulement s’il représente le foncteur contravariant
Y —0
(et dual).

ii) Un objet est un produit des X; si et seulement s'il représente le foncteur
Y+ [[Hom(Y, X))
(et dual).

iii) Un objet est un noyau de
f[r9: X =Y

si et seulement s’il représente le foncteur
Z — ker(hf,h? : Hom(Z, X) — Hom(Z,Y'))

(et dual).
iv) Un objet est un produit fibré de

fi: Xi =Y, fa: Xo =Y
si et seulement s’il représente le foncteur
Z — Hom(Z, X1) Xtom(zy) Hom(Z, X5)
(et dual).

4.7 Diagrammes et limites

4.7.1 Définition

Soit C une catégorie quelconque et I une petite catégorie.

Un diagramme commutatif de base I dans C est un foncteur D : I — C ou [ est une
petite catégorie.

Un morphisme entre deux diagrammes commutatifs est une transformation naturelle.

4.7.2 Remarque

Se donner un diagramme commutatif de base I dans C revient a se donner une famille
(Xi)ier d’objet de C et pour tout w : ¢ — j un morphisme

fuIXZ‘—>Xj

tel que

Vo:j— kafvou = fvofu-
On voit alors qu'un morphisme de diagrammes (X;, f,) — (Yi, g.) est la donnée de
morphismes h; : X; — Y; satisfaisant pour tout v : 7 — j, g, 0 h; = hj o f,.
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4.7.3 Remarque

Les diagrammes commutatifs de base I dans C forment une catégorie C! avec les
transformations naturelles pour morphismes. On identifie C avec C°, ou 0 désigne la
catégorie triviale.

4.7.4 Proposition

i) Si I est une petite catégorie et F' : C — C’ un foncteur, il existe un unique

foncteur
FL.cl - ¢c*
tel que
FI{(D)=FoD
siDeCT et

si T est un morphisme de C! et i € I.
On a toujours (G o F)I = G o FI.

ii) Si A : I — J est un morphisme entre petites catégories et C une catégorie
quelconque, il existe un unique foncteur

el !

tel que
siDecC’ et

si T est un morphisme de C” et i € I.
On a toujours (po A)* = \* o p*.
iii) Si I et J sont deux petites catégories et C une catégorie quelconque, le foncteur
nJ IxJ
c)y —=C
qui envoie D € (C! )J sur le foncteur
(i9) = D))

et
(w:i—d,v:75—7)— D) (u)o D),

est une équivalence de catégories.
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4.7.5 Définitions

Le foncteur associé au “foncteur final”
O : I — O,

est le foncteur diagonal

05:C=0"—= !
qui envoie X sur le diagramme constant

X = 07(X).

4.7.6 Définitions

Si D est un diagramme commutatif de base I dans C et si le foncteur
hP 003 : Y — Hom(D,Y)

est représentable par X, on dit que X est la limite inductive de D et on écrit X =
lim D.

Si X est la limite inductive d’'un diagramme D dans C°P, on dit que X est la limite
projective de D et on écrit X = lim D.

On dit qu’une limite est finie si I est une catégorie finie.

4.7.7 Remarques

Par définition, dire que X = liLnD signifie qu’il existe un morphisme S : X — D tel
quesiY € Cet T :Y — D est un morphisme, alors il existe un unique g : ¥ — X
tel que T'=go S.

On dispose bien sur de la notion de limite sur un ensemble ordonné (1, <). Si celui-
ci est filtrant (resp. cofiltrant), on parle de limite inductive filtrante(resp.projective
cofiltrante).

4.7.8 Remarque
En reprenant les notations ci-dessus, on voit que

s’il existe une famille
(pi+ X — Xi)ier

de morphismes de C tels que
Vu i _>j7fuopi = Pj,
et telle que pour toute famille

(g1 Y = X))ier
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de morphismes de C satisfaisant
Vu:i— j, fuogi =g

il existe un unique morphisme g : ¥ — X tel que pour tout ¢« € I, on ait g; = p; o g.
En particulier, on voit que I'objet final, les produits, les noyaux et les produits fibrés
sont des limites projectives. Dualement, 1’objet initial, les sommes, les conoyaux et
les sommes amalgamées sont des limites inductives.

4.7.9 Exemples

Toutes les limites projectives et inductives existent dans Ens, Top, Gr, A-Mod ou
Ann.

4.7.10 Proposition

Si toutes les limite projectives de base I existent dans C, il existe un unique foncteur
lim:C' — C
T

qui envoie le diagramme D sur liLnD et le morphisme T : D — FE sur 'unique
morphisme
f:X:=lmD —-Y =limF
— —

rendant commutatif le diagramme

S =
[~

|=

& <

(et dual).

4.7.11 Lemme
Soit (X, fu) un diagramme de C. Si

X=X et X" = ] X5,

ut—J

on note
p: X' — X
I'unique morphisme qui, composé avec la projection X” — X donne la projection
X' — Xj, et
f: X — X",
I'unique morphisme qui, composé avec la projection X” — X; donne la composée de

la projection X’ — X et de f, : X; — X,. Si X = ker(p, f), c’est la limite projective
de (Xla fu)
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4.7.12 Proposition

i) Si tous les noyaux et tous les produits (resp. finis) existent dans C, toutes les
limites projectives (resp. finies) existent dans C (et dual).

ii) Si C possede un objet final et si tous les produits fibrés existent dans C, toutes
les limites projectives finies existent dans C (et dual).

4.8 Foncteurs Exacts

4.8.1 Définition

Un foncteur F' : C — C' est continu a gauche (resp. exact a gauche)s’il préserve les
limites projectives (resp. finies).

On définit dualement la notion de foncteur continu a droite(resp. exact a droite).

Si les deux conditions sont satisfaites, on dit foncteur continu(resp. exact).
Attention : la notion de foncteur continu & un autre sens en théorie des Topos.

4.8.2 Exemples

i) Le foncteur “oubli” Top — Ens, le foncteur X +— X4¢ et le foncteur de restric-
tion des scalaires B-Mod — A-Mod associé a un homomorphisme d’anneaux
A — B sont continus.

ii) Le foncteur X +— X97°% les foncteurs “oubli” en général, les foncteurs d’inclu-
sion et le foncteur

N — Homgz(M,N) : Ab — Mod-A,

si M € A-Mod, sont continus a gauche.

iii) Le foncteur d’extension des scalaires
A-Mod — B-Mod,
le foncteur A — A®) le foncteur G — A, les foncteurs
X+ X,G— G N—-Ma,N
sont continus a droite.
iv) Si S est une partie multiplicative d’'un anneau commutatif A, le foncteur

M — S~'M, A-Mod — S~'A-Mod

est exact.

4.8.3 Proposition

i) Si tous les noyaux et les produits (resp. finis) existent dans C et sont préservés
par F, alors alors F' est continu (resp. exact) a gauche (et dual).

ii) Si C possede un objet final préservé par F' et si tous les produits fibrés existent
dans C et sont préservés par F', alors alors F' est exact a gauche (et dual).
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4.8.4 Proposition

i) Le composé de deux foncteurs continus (resp. exacts) a gauche est continu (resp.
exact) a gauche (et dual).

ii) Un foncteur exact & gauche préserve les monomorphismes (et dual).

iii) Le foncteur
hx :C — Ens,Y — Hom(Y, X)

est exact a gauche.

4.8.5 Exemple

Soit G un groupe et F un ensemble de sous-groupes de G ordonné par inclusion. On
dispose d'un diagramme commutatif évident

D:F —Ens, H— G/H.
Et on peut considérer sa limite projective
G/7 =1limG/H
%

et I’ application canonique

LG — G
Comme le foncteur disc préserve les limites projectives, si on munit G/H de la to-
pologie discréte pour H € F, on voit que G/ est muni d’une structure d’espace
topologique et que ¢ est continu.
Pour la méme raison, si les sous-groupes sont distingués, G/F est muni d’une structure
de groupe et ¢ est un homomorphisme de groupes.
Enfin, si les deux conditions sont satisfaites, on obtient un groupe topologique et un
homomorphisme de groupes topologiques.

Par exemple, on peut considérer I’ensemble N de tous les sous-groupes distingués
d’indice fini N de G. On dit alors que

G =G

est le complété profinide G. On dit que G est un groupe profinisi G=G. Par exemple,
le groupe de Galois d’une extension galoisienne (infinie) est un groupe profini.

Si A est un anneau, M un A-module, et a un idéal bilatere de A, on peut prendre
pour F la famille des a” M et on écrit

M*® := lim M /a" M.
%

On dit que c’est le complétéde M le long de a. Toujours parce que les foncteurs en
question sont continus a gauche, on voit que A% est un anneau topologique et que Me
est un A%module topologique.

Un exemple classique est fourni par I’anneau des entiers p-adiques

Z,:=limZ/p"
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pour p premier. Un autre est donné par
Al[Xy, ..., X0

qui est le complété de A[X7, ..., X,] le long de 'idéal (X,...,X,).

4.9 Foncteurs adjoints

4.9.1 Définition

On dit qu’'un foncteur F' : C — C’ est adjoint a gauche a un foncteur G : C' — C si
on a un isomorphisme naturel de foncteurs

C? x C' — Ens
Hom(F(X), X")= Hom(X, G(X")).
On dit aussi que G est adjoint a droitea F'.

4.9.2 Exemples

i) Le foncteur oubli Top — Ens a pour adjoint a gauche (resp. droite) le foncteur
E + E%5¢ (resp. E +— EI705%).

Le foncteur oubli A-Mod — Ens a pour adjoint & gauche le foncteur E — A®),
Le foncteur oubli A-Alg — Mon a pour adjoint & gauche le foncteur G — A,

ii) Le foncteur G — G est adjoint & gauche au foncteur d’inclusion Ab — Gr.
Le foncteur X — X est adjoint a gauche au foncteur d’inclusion

Comp — Met ou R-evn — Ban.
iii) Si M est un A-module a gauche, le foncteur
N —-M®yN

est adjoint au foncteur
N — Hom(M, N).

Le foncteur extension des scalaires est adjoint a gauche au foncteur de restriction
des scalaires.

4.9.3 Définition

Si F est adjoint & gauche a G, on note o® I'image de [ dp(x) sous I'isomorphisme
Hom(F(X), F(X))= Hom(X, G(F(X)))
et B~ l'antécédent de I dg(xy sous I'isomorphisme

Hom(F(G(X'), X')= Hom(G(X"), G(X")).
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On dit que les transformations naturelles

a:lde - GoF
et

B:FoG — Ide

sont les morphismes d’adjonction.

4.9.4 Exemples

Les morphismes d’adjonction associés au foncteur oubli Top — Ens sont I'identité
et les applications continues évidentes

Xdisc S X et X — Xdisc‘

Les morphismes d’adjonction associés au foncteur oubli A-Mod — Ens sont le mor-
phisme d’inclusion E < A®) et le morphisme évident AM) — M.

Les morphismes d’adjonction associés au foncteur d’inclusion Ab — Gr sont 'iden-
tité et le morphisme naturel G — G.

Les morphismes d’adjonction associés a la complétion sont 1'identité et 1'inclusion.
Les morphismes d’adjonction associés aux foncteurs de restriction et d’extension des
scalaires sont 'identité et le morphisme évident

B®a M — M,b@m — bm.

4.9.5 Proposition

Le foncteur F': C — C’ est adjoint a gauche au foncteur G : C' — C si et seulement
s’il existe
a:lde - GoFetp:FoG— Ide
tels que les composés
FS FoGoF LNy
et
GLGoFoG 2@

soient les identités de F' et de GG. Les morphismes « et § sont alors les morphismes
d’adjonction.

4.9.6 Proposition

i) Deux adjoins a gauche d'un méme foncteur sont isomorphes (et dual).

ii) Si F:C—C'et F':C' — C” sont adjoints a gauche a G et G’ respectivement,
alors " o F' est adjoint a gauche a G o GG

iii) Un foncteur G : C" — C possede un adjoint F' a gauche si et seulement si pour
tout X € C, le foncteur h* o G est représentable. 1l est alors représenté par
F(X) (et dual).

iv) Toutes les limites projectives de base I existent dans C si et seulement si le
foncteur X' — X possede un adjoint & droite G et alors G = lim (et dual).
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4.9.7 Lemme (d’extension de Kan)

Soit A : I — J un morphisme de petites catégories.
Pour tout j € J, on note I/j la catégorie dont les objets sont les couples

(i, v = Ad) = j)

et les fleches

(i,v) — (i',0)
sont les u : i — ¢’ tels que v' o A(u) = v. On note encore j : I/j — I le morphisme
(1,v) — 1.
Alors, \* : C/ — C! possede un adjoint \; & gauche si et seulement si pour tout
D el et tout j € J, H_r)nl/j J*D existe.

On a alors \}D = lim D.
—

1757

4.9.8 Proposition

i) Si F': C — (' est adjoint a gauche a G et si I est une petite catégorie, alors F’
et G induisent une adjonction entre C! et C'’.

ii) Un foncteur ayant un adjoint & gauche est continu a gauche (et dual).

iii) Soit F' : C — C’ un foncteur ayant un adjoint G a droite. Alors, G est fidele
(resp. pleinement fidele) si et seulement si le morphisme d’adjonction

G:FoG — Ide

est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (et dual).

iv) Soit F': C — C’ un foncteur ayant un adjoint pleinement fidele G' a droite et D
un diagramme de C’. Si

X =lim(G o D),
—
alors FI(X) =lim D et si

Y = lim(G o D),
—

alors F(Y) =1i

pam—

D (et dual).

4.9.9 Exemple

On sait que le foncteur d’inclusion Ab — Gr est pleinement fidele a pour adjoint a
droite le foncteur G — G.

Si D est un diagramme de groupes abéliens et G sa limite projective (resp. inductive)
dans Gr, alors sa limite projective (resp. inductive) dans Ab est G%.

Par exemple, si G est le produit libre de deux groupes abéliens G; et G5, alors G
est la somme directe de G et Gs.
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4.10 Catégories additives

4.10.1 Définitions

Une structure pré-additive sur une catégorie C est la donnée pour tout M, M’ € C,
d’une structure de groupe abélien sur Home (M, M') de telle sorte que pour tout
M, M' M" € C, Vapplication de composition

Home (M, M") x Home(M', M") — Home(M, M")

soit bilinéaire.
On dit qu’'un objet M est nul si Idy; = 0.
On dit qu’un objet M est somme directe de M, et M s’il existe

i M — My, i - My, — M, k=1,2

tels que

proiy =1Idy,,k=1,2et i 0p; +i20py =1Idy,.

4.10.2 Remarque

Il revient au méme de munir C ou C? d’une structure pré-additive et les notions
d’objets nuls et de sommes directes sont autoduales.

4.10.3 Proposition

Supposons que C est munie d’'une structure pré-additive. Alors,
Un objet est nul si et seulement s'il est final (dual).

Un objet M est somme directe de M; et Ms si et seulement si ¢’est un produit de M,
et My avec projections py, pe (dual).

4.10.4 Définition

On dit que C est une catégorie additive s’il existe une structure pré-additive pour
laquelle il y a un objet nul 0 et toutes les sommes directes existent.

4.10.5 Remarques

Les catégories A-Mod, K-evf, Mat 4, R-evt, R-evn et Ban sont additives.
Si C est une catégorie additive, elle possede une unique structure pré-additive.
Si C est une catégorie additive, C? aussi.
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4.10.6 Proposition

Soit C une catégorie additive. Alors,

i) Un morphisme f : M — N est un monomorphisme si et seulement si chaque
fois que fou =0, 0n au =0 (et dual).

ii) Dans un diagramme cartésien

M’LN/
} 1,
M LN

f est un monomorphisme si et seulement si f’ en est un (et dual).

4.10.7 Remarque

Si C est une catégorie additive, on a un foncteur

Hom : C? x C — Ab.

4.10.8 Définition

Un foncteur F' : C — C’ entre deux catégories additives est additifsi pour tout M, N €
C I'application
Hom(M, N) — Hom(F (M), F(N))

est un homomorphisme de groupes.

4.10.9 Exemples

Les foncteurs Hom 4 et ® 4 sont additifs. Les foncteurs de restriction et d’extension
des scalaires sont aussi additifs.

4.10.10 Proposition

i) Si C est une catégorie additive, les foncteurs h" et hy sont additifs.

ii) Un foncteur est additif si et seulement s’il préserve les sommes directes (et
I'objet nul).

iii) Le composé de deux foncteurs additifs est additif.

4.10.11 Remarque

Soit C une catégorie additive et G : C' — C un foncteur pleinement fidele ayant un
adjoint F' & gauche. Alors C" est additive.
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4.10.12 Définition

Soit C une catégorie additive. On défini le noyauker f de f: M — N comme étant le
noyau de f et 0 (s'il existe). On définit le conoyau coker f dualement. Ceux-ci sont
bien str définis & (unique) isomorphisme pres.

On dit que C est ezxacte si tout morphisme possede un noyau et un conoyau. On note
alors M /N le conoyau d’un monomorphisme N < M.

4.10.13 Remarques

Les catégories A-Mod, K-evf, R-evt, R-evn et Ban sont exactes mais pas Maty.
Si C est exacte, CP aussi.
Dans une catégorie exacte, toutes les limites finies existent.

4.10.14 Proposition

Soit C une catégorie exacte. Alors,

i) On a kerldy, =0 et
ker(0: M — N)=M

(et dual).
ii) Si g est un monomorphisme, alors
ker(go f) = ker f

(et dual).

iii) Un morphisme est un monomorphisme si et seulement si son noyau est nul (et

dual).

iv) Si f: M — N est un morphisme, la projection
M — M/ ker f

a pour noyau ker f (dual).

4.11 Catégories abéliennes

4.11.1 Définition

On dit qu'une catégorie exacte C est abélienne si tout monomorphisme (resp. épimorphisme)
est un noyau (resp. conoyau).

4.11.2 Remarque

Les catégories A-Mod et K-evf et Ban sont abéliennes mais pas R-evt ni R-evn.
Si C est abélienne, C° aussi.
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4.11.3 Proposition

Soit C une catégorie abélienne. Alors,

i)
ii)

iii)

iv)

Si f: N < M est un monomorphisme, N est le noyau de M — M /N (dual).

Tout morphisme f : M — N se factorise de maniere unique a isomorphisme
pres en un épimorphisme M — Im f suivi d’'un monomorphisme Im f — N. On
a

Im f = ker(IN — coker f)
(et dual).

Tout homomorphisme qui est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme
est un isomorphisme.

Dans un diagramme cartésien

M i) N’
| L,
M — N

si f est un épimorphisme, alors f’ aussi et le diagramme est cocartésien (et
dual).

4.11.4 Définition

On dit que la suite

0— M — ML M

est exacte (4 gauche) si la suite

!/ i) 4
M =M o M

—

est exacte a gauche. On définit dualement la notion de suite exacte a droite.
On dit qu’une suite

0O—-M —-M—->M"—0

est exacte si elle est exacte a droite et a gauche.
Une suite

0—-M5MEM -0

est scindées’il existe un isomorphisme

fIM/® N

tel que

et

pOf:MI@M”HM”

floi: M — M @M

soient les morphismes canoniques.
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4.11.5 Exemple

Un anneau commutatif integre est un corps si et seulement si toutes les suites exactes
de A-modules sont scindées.

4.11.6 Proposition

Une suite '
(2

0—-M S5M2EM —0

est scindée si et seulement si elle est exacte et p possede une section (et dual).

4.11.7 Proposition
i) Un foncteur entre catégorie abéliennes est exact a gauche si et seulement si il
est additif et préserve les suites exactes a gauche (et dual).

ii) Siun foncteur additif G possede un adjoint F' & gauche, celui ci est aussi additif
et on a un isomorphisme de bifoncteurs & valeur dans Ab (et dual).

iii) Soit C une catégorie abélienne et G : C' — C un foncteur pleinement fidele ayant
un adjoint F' a gauche. Alors C’ est abélienne.
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G-ensemble,
G-ensemble a droite,
o-homographie, [70]
élément algébrique,
élément d’un ensemble,
élément irréductible,
élément maximal,
élément minimal, [7]
élément neutre,
¢élément nilpotent,
élément nul,

élément premier,
élément régulier,
élément séparable,
élément transcendant,
élément unité,
éléments conjugués,
éléments premiers entre eux,
épimorphisme,
équivalence,
équivalence de catégories,

action de groupe,
action fidele,

action libre,

action par endomorphismes,
action simple,

action transitive, [12]
algebre,

algeébre de polynomes,
algebre de type fini,
algebre engendrée,
algebre extérieure,
algebre symétrique,
algebre tensorielle,
anneatu, [I§]

anneau commutatif,
anneau de fractions,

110

anneau euclidien,

anneau factoriel,

anneau integre,

anneau local,

anneau noethérien,

anneau principal,

anneau réduit,

antécédent d’un élément,

appartenir a un ensemble,

application, [

application o-affine, [64]

application o-linéaire,

application o-projective, [76|

application affine,

application bijective, [4]

application bilinéaire,

application compatible a des relations,
0]

application croissante, [f]

application injective,

application multilinéaire, {49

application multilinéaire alternée,

application multilinéaire symétrique,

application polynomiale,

application projective,

application semi-affine, [64]

application semi-linéaire,

application semi-projective, [76]

application surjective,

assertions duales,

automorphisme d’un espace affine,

automorphisme de monoide,

barycentre,
base d’un module,
base duale,

birapport,
bord d’un demi-espace,
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borne inférieure,
borne supérieure,

but d’un morphisme,
but d’une relation,

coté opposé, [57]

cardinal,

carré cartésien,

carré cocartésien,

catégorie,

Catégorie abélienne, [106

catégorie additive, [L04

catégorie concrete,

catégorie duale,

Catégorie exacte, [106

catégorie finie,

catégorie opposée,

catégorie produit, [79]

centre d’un monoide, [J]

centre d’'une homothétie,

centre de gravité,

cloture algébrique,

classe d’un élément, [6]

coefficient dominant d’un polynome,

coefficients d’un barycentre,

complété d’un module, [I00]

complété profini d’'un groupe, (100

complété projectif d'un espace afine,

composée d’extensions de corps,

composition de foncteurs,

composition de morphismes,

composition de relations,

composition de transformations natu-
relles,

conjonction, [2]

conoayu d'un couple de morphisme,

conoyau d’un morphisme, (106

contenir un ensemble,

coordonnées barycentriques,

coordonnées d'un point,

coordonnées homogenes,

corps, [32]

corps algébriquement clos,

corps de décomposition,

corps de rupture,
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corps résiduel d’un anneau local,
corrélation,

correspondance,

couple,

déterminant d’'un homomorphisme,
déterminant d’un module,
déterminant d’une suite de vecteurs,
degré d'un polynome,

degré d'une extension de corps,
degré de séparabilité,
demi-droite,

demi-espace fermé,

demi-espace ouvert,

demi-plan,

diagramme commutatif,
diagramme constant, [97]

dilatation,

dimension d’un espace affine,
dimension d’'un espace projectif,
dimension d'un espace vectoriel,
disjonction,

diviseur de zéro,

division harmonique,

domaine de définition,

droite affine,

droite projective,

droites concourantes, [57]

endomorphisme,

endomorphisme d’un espace affine,

endomorphisme de monoide,

ensemble,

ensemble défini en compréhension,

ensemble défini en extension,

ensemble de générateurs d'un espace pro-
jectif,

ensemble de générateurs d’un groupe,
10

ensemble de générateurs d’un monoide,
9

ensemble inductif,

ensemble quotient, []

ensemble vide,

ensembles égaux,

ensembles disjoints,
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entiers naturels, foncteur exact a gauche,
enveloppe convexe, foncteur fidele,
enveloppe vectorielle d’un espace affine, foncteur identité,

(610) foncteur pleinement fidele,
espace affine, foncteur représentable,
espace affine engendré par une partie, fonction,

57 forme affine,
espace directeur d’un espace affine, _
espace projectif, graduatl?n, iy _
espace projectif dual, graphe d’un morphisme,

espace projectif engendré par une par- graphe d’une relation,

tie, [57] groupe, [10]

espace vectoriel, groupe alterne, .

espaces faiblement paralléles, groupe de Galo1/s, _
espaces parallles, groupe engendré par une partie,
espaces projectifs isomorphes, groupe proﬁ,m,'m -

espaces supplémentaires, groupe symétrique, [11]

extens%on algébrique de corps, homographie,

extension de corps, homomorphisme d’algebres,

extension de corps intermédiaire,
extension finie de corps,
extension galoisienne de corps,
extension normale de corps, [40]

homomorphisme d’anneaux,

homomorphisme de groupes,
homomorphisme de modules,
homomorphisme de monoides,

extension séparable de corps, homothétie,

extension scindée, hyperplan,

extrémité d’un segment, hyperplan projectif, [57]
famille affinement génératrice, idéal,

famille affinement libre, idéal bilatere,

famille génératrice, idéal maximal,

famille libre, idéal premier,

famille projectivement génératrice, idéal principal,

famille projectivement libre, [70] idéal radical,

foncteur additif, Identité,

foncteur adjoint a droite, [101 identité,

foncteur adjoint a gauche, [101 Identité naturelle,
foncteur continu, image d’un élément,
foncteur continu a droite, image d’une application,
foncteur continu a gauche, image d’une partie,
foncteur contravariant, image réciproque d’une partie,
foncteur covariant, implication,

foncteur diagonal, inclusion,

foncteur essentiellement surjectif, intersection, [2]

foncteur exact, inverse, [I0]

foncteur exact a droite, inverse a droite,
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inverse a droite d’un morphisme,
inverse a gauche,

inverse a gauche d’un morphisme,
inverse d’'un morphisme,
isomorphisme,

isomorphisme d’anneaux,
isomorphisme d’espaces affines,
isomorphisme de modules,
isomorphisme de monoides,
isomorphisme naturel,

lieu & I'infini d’un espace affine,
limite finie,

limite inductive, 07]

limite inductive filtrante,
limite projective, [07]

limite projective filtrante,
localisé d’un module,

loi associative,

loi de composition,

loi de composition interne,
loi opposée,

médiane d'un triangle,

majorant, [7]

mesure algébirque d’un bipoint,

milieu d’un bipoint,

minorant, [7]

module,

module a droite,

module de matrices,

module de type fini,

module dual, 7]

module engendré,

module libre,

module monogene,

module noethérien,

monoide,

monoide engendré par une partie, [J]

monomorphisme,

morphisme,

morphisme d’extensions de corps,

morphisme de diagrammes commuta-
tifs,

morphismes d’adjonction, [102
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norme d’une extension de corps,
noyau d’un couple de morphismes,
noyau d’un homomorphisme, [9]

noyau d’un morphisme, (106

noyau d’'une application projective,

objet d'une catégorie,
objet final,

objet initial,

objet nul,

objet universel, [94]

opposé,

orbite,

ordre partiel,

ordre total, [7]

orientation d'un espace,
orientation d’un repere,

paire, [2]

parallélogramme,

partie affine d'un espace projectif, [72]
(o)

partie convexe, [65]

partie d'un ensemble,

partie multiplicative d’'un anneau,

partition d’un ensemble,

petite catégorie,

plan affine,

plan projectif,

plongement diagonal,

plus grand élément, [7]

plus grand diviseur commun,

plus petit élément, [7]

point d'un espace affine,

point d’un espace projectif,

point massique, [6]]

points alignés, [57]

polynome caractéristique d’un endomor-
phisme,

polynéme minimal,

polynome minimal d’un endomorphisme,
02

polynome séparable,

polynome unitaire,

produit d’anneaux,

produit d’ensemble,
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produit d’objet,

produit de modules,
produit fibré,

produit semi-direct,
produit tensoriel, [44]
projection, [6] [82] [34]
projection affine,
projection conique, [6§]
prolongement d’une relation,

quantificateur existenciel,
quantificateur universel,

rétraction d'un morphisme,
radical d’un idéal,

rang d’un module,
rapport anharmonique,
rapport d'une dilatation,
relation,

relation antisymétrique , [f
relation d’équivalence, [6]
relation d’ordre, [0]

relation de Chasles,
relation de préordre, [0
relation induite,

relation réciproque,
relation réflexive,
relation symétrique,
relation transitive,
relation vide,

repére cartésien,

repere affine,

repere projectif, [70]
restriction d’une relation,
restriction des scalaires,

section d’un morphisme,
segment fermé,

segment ouvert, [69]
segment semi-ouvert, [65]
semi-homographie,

signature d’une permutation,

singleton,

somme amalgammeée,
somme d’objets, [82]
somme de modules,

INDEX

somme directe, [104]
sommet d’un triangle, [57,
source d'un morphisme,
source d’une relation,
sous-algebre,
sous-anneat, [I§]
sous-catégorie,
sous-catégorie pleine,
sous-ensemble,
sous-espace affine,
sous-espace projectif,
sous-extension de corps,
sous-groupe, [10]
sous-module,
sous-monoide, [9)
sous-monoide distingué,
stabilisateur,
structure pré-additive,
suite exacte, [L3] [107]
suite exacte a droite,
suite exacte a droite de morphismes,
suite exacte a gauche, [107]
suite exacte a gauche de morphismes,
3]
suite exacte courte, [I3]
suite exacte scindée,
symétrie affine,

trace d'un homomorphisme,
trace d'une extension de corps,
transformation naturelle,
translation,

transposé d'un homomorphisme, [47]
triangle, [57]

triangle dual,

triplet,

union, 2]
union disjointe,

valuation discrete,
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