Stationnarité des processus

Bernard Delyon

1 Définition. Généralités

On ne considérera dans la suite que des processus indexés par N ou Z.

H 1 - DEFINITION ‘

Un processus (X;);>1 est stationnaire si pour tout p > 1, (Xi,...X,) a méme loi que
(Xoy ... Xpt1)-

Un processus (X;)iez est stationnaire si pour tout p > 1, (X_,,...X,) a méme loi que
(X_ptt1, - Xpt1)-

Cette définition est un peut minimale. Considérons le cas des processus indexés par N. Il faut bien voir que
la définition implique que (Xk, ... Xp) ~ (X1, .. Xpt1) pour tous k < p, I > 0. En effet, par transitivité,
il suffit de le montrer pour / = 1. Notons que comme (X7, ... X,) ~ (X2,... X,11), on obtient en particulier
que (X, ... Xp—1) ~ (Xk+1,...X,), ce qui montre bien le résultat pour { = 1.

MESURES SUR RY. Se donner une suite infinie de variables aléatoires indexées par N, c’est se donner une
distribution sur RN muni de la tribu 4., engendrée par la famille € des ensembles définis par un nombre fini
de coordonnées, c-a-d de la forme {(z1,...z,) € A}, A € B(R™) (tribu de Borel). Par exemple la fonction
X — lim; X; est RN-mesurable car

lim X; = infsup Zix, Zip = max(X;, Xit1,... Xi)
i ki

chaque Z; étant clairement RN-mesurable. La loi d’un processus est donc par définition caractérisée par ses
distributions finidimensionnelles ; la stationnarité se résume donc en d’autres termes a :

(Xi)iz1 ~ (Xit1)iz1 = Un décalage temporel n’affecte pas la distribution.

Rappelons au passage un résultat qui sera utilisé dans la suite :

H 2 - THEOREME ‘

Pour toute probabilité P sur (RY, %..), 'ensemble des fonctions ne dépendant que d’un nombre
fini de coordonnées est dense dans L;(P).
On peut méme se restreindre aux fonction C°° & support compact, ou aux fonctions étagées.

Démonstration: Montrons d’abord la densité des fonctions étagées basées sur une algébre génératrice ¢ ; ce
dernier point se vérifie simplement en observant d’abord que les ensembles de %, dont l'indicatrice peut
étre approchée dans L; par une suite d’indicatrices d’ensembles de ¥ forment une tribu, et donc forment
tous les ensembles de %B,. Le dernier point vient de la densité des fonctions C*° & support compact dans
L1(R%, P) pour tout probabilité P. |



H 3 - PROPOSITION ‘

Si (X;)i>1 est stationnaire et ¢ une application mesurable, alors Y, = o(Xg, Xg41,...) aussi. De
méme si (X;);ez est stationnaire, alors Y, = ¢(..., Xp—1, Xk, Xg+1,...) également.

Démonstration: La famille des ensembles A € %, tels que la suite Y, = 1(x, x,,,,...)ea soit stationnaire
constitue une tribu (élémentaire). Comme elle contient la famille ¥ définie plus haut, elle contient toute la
tribu. La propriété reste donc vraie si ¢ est étagée, puis s’étend & toute ¢ mesurable par approximation
par des fonctions étagées (en tronquant ¢ & [—n,n] et en arrondissant au plus proche multiple de 1/n). On
proceéde de méme avec 1. |

En pratique ces fonctions ¢ s’exprimeront comme limite de fonctions boréliennes dépendant d’un nombre
fini de coordonnées, ce qui garantit la mesurabilité, comme par exemple lim;_, ., X; ou Zi>1 27 X;.

PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE 1. Soit (X,),>0 une suite i.i.d. de v.a. intégrables, « de valeur absolue
<let

Y, = Zann—j =aY, 1+ X,
=0

Alors Y est stationnaire.

LE MODELE AUTOREGRESSIF A MOYENNE MOBILE (ARMA). Il est donné par la formule suivante :

r q
Y, = Z apYp_k +en+ Z bkEn_k, (1)
k=1 k=1

ot les €, sont des N(0,0?) indépendantes. Les paramétres sont les ax,bx et o. On va voir que par un bon
choix des conditions initiales, on peut rendre ce processus stationnaire.

Si ’on note
al a . ap 1 b1 . bq
Yo en 1 0 0 0 0 0
Zy = : y Tn = y A= , B=
Ynopi1 En—q 0 ... 1 0 0 ... 0 0
on a

Zy = Aanl + Bnn

ce qui permet de faire certains calculs de fagon analogue au cas p = 1,q = 0, en particulier de représenter la
loi stationnaire par

Zyp = Bnp 4+ ABnp_1 + A’Bny_o + ...,
et également de voir que Zn = (Zns€ns - - - En—qg+1) admet la représentation markovienne Zn = AZp_1+ Be,,.

L’opérateur de décalage. Soit X = (X;);>1 un processus et une variable aléatoire Y X-mesurable, soit
Y = f(X), par exemple

f(X) = X5+ 2 cos(X7)
L’opérateur de décalage T' définit TY comme la valeur obtenue en décalant X :

Tf(X) = X4+ 2 cos(Xs).



La stationnarité n’est autre que de dire TY a la méme loi que Y ; on dit que T préserve la mesure. Notons que
comme T est une isométrie de L, ’avoir défini seulement sur les fonctions ne dépendant que d’un nombre
fini des x; permet de I’étendre de maniére unique & tout L car ces derniéres sont denses (théoréme 2). Dans
les trois exemples

Y =lim X; (2)
Y = ]-Xi prend la valeur 1 infiniment souvent (3)
Y =TIm1) X, (4)
i=1
onalY =Y.

EXEMPLE : FRACTIONS CONTINUES. Soit la suite X,, obtenue comme les termes du développement en fraction

continue d’un nombre réel £ sur Q = [0, 1] tiré aléatoirement selon la mesure 10g2 1‘f$ :
1
5 =
X, 4 -
1 Xo+ -
Comme toute fonction de X est une fonction de &, le décalage ayant pour effet de remplacer £ en
1 _ _
sz—lzf 1_[5 1]a
Xo4
2 Xg4 -

pour vérifier la stationnarité, il suffit de vérifier que &€ a méme loi que €1 —[€71], ce qui est laissé en exercice.

EXEMPLE : INVARIANCE DE LA MESURE DE LIOUVILLE POUR UN FLOT HAMILTONIEN. Soit un corps en
mouvement dont on note x la position et v la vitesse; par exemple un pendule, x est I’angle et v la vitesse
angulaire. On suppose qu'il est soumis & un potentiel V' (z) (cos(z) pour le pendule) ; I’énergie associée est
W (z,v) = im||v||? + V(z), et en posant y = (z,v), 'équation du mouvement est

mije = m% (ii) - (—vnxlfv(txt» : (5)

Noter que W(y:) = W(yp). Soit a € R tel que 'ensemble F = {y : W(y) < a} est compact (I’existence
de « fait partie des hypothéses). Notons y:(y) la solution partant de yo = y. On montre que pour tout ¢ la
transformation T} : yg — y; préserve la mesure de Lebesgue sur E, ce qui s’écrit ici : pour tout f borélienne
bornée

%/Ef(yt(y)) dy =0, soit %/Ef(sct(xm),vt(x,v)) dxzdv = 0. (6)

Considérons la suite y, ou yo est tiré uniformément sur E. Comme, par (6), E[f(yn)] = E[f(y1)], on a
stationnarité car les y; étant fonction déterministe de y;, toute fonction ¢(y; ...y,) est en fait une fonction
de y; seul. Une interprétation un peu différente est que si I’on part d’un point yo et que ’on considére un
voisinage (une petite boule) autour, ’équation différentielle fait évoluer ce voisinage en le déformant mais
en conservant son volume.

La démonstration de (6) se fait pour f réguliére a support compact dans E, en faisant le calcul pour ¢t = 0
dans un premier temps (faire une intégration par parties; la clé est que la divergence du champ, membre de
droite de (5), est nulle), puis en utilisant que pour ¢y # 0 on peut écrire en posant g(y) = f(yt, (v))

d
/f v (y dylt =ty = d*/Eg(ys(y))dws:o

et le membre de droite est nul en utilisant (6) avec g au lieu de f.



2 Ergodicité

H 4 - DEFINITION ‘

Une suite stationaire X; est dite ergodique si les seules variables Y = f(X) telles que Y = TY
sont presque stirement constantes.

Comme la stationnarité, c’est une propriété de la mesure P sur %.,. On montre qu’il suffit de le vérifier
pour les indicateurs d’ensembles. Si T14 = 14 on dit que A est invariant, ce qui revient a dire qu’une suite
appartient & A si et seulement si sa décalée appartient & A, et I’ergodicité signifie que tout ensemble invariant
est de probabilité 0 ou 1 (noter que T'1 4 est une indicatrice). On déduit simplement de I’ergodicité que toute
fonction measurable f telle que P(T'f = f) = 1 est p.s. constante. Tout ensemble de la forme {w : a <Y < b}
ou Y est 'une des trois variables du jeu d’équations (2, 3, 4) est invariant.

L’ergodicité est parfois difficile & vérifier car les variables Y & prendre en considération dépendent a priori
de toute la suite. Toutefois une suite i.i.d. est stationnaire ergodique (conséquence du corollaire 6 plus bas)
et l'on verra au corollaire 7 que les fonctions de ces suites le sont aussi (p. ex. le processus autorégressif
présenté plus haut) ce qui fait déja une trés grande famille d’exemples.

Venons-en & I'un des théorémes les plus importants de la théorie des probabilités :

H 5 - THEOREME ‘ (Théoréme ergodique de Birkoff)

Soit X une suite stationnaire ergodique. Pour toute fonction f mesurable telle que

BlF(X0)]] < o0
=3 () — BIS(X0)]
k=1

ou la convergence a lieu presque sirement et dans L.

La démonstration de ce théoréme est reportée en appendice. Comme pour tout p la suite {(Xx41,... Xp1p) o0
est stationnaire ergodique (corollaire 7, ou vérification élémentaire), pour toute fonction f mesurable telle
que E[|f(X1,...X,)]| < oo on a

%Zf(xkﬂ,---Xker) LN Elf(X1,...X,)]-
k=1

Réciproquement on a

H 6 - COROLLAIRE ‘

Soit X} une suite stationnaire & valeurs dans R%. Si pour toute fonction f € C*°(RP4) & support
compact on a

%Zf(Xk+la oo Xpyp) L, E[f(X1,...Xp)]
k=1




alors pour toutes v.a. Y = p(X;, Xo,...) intégrable on a
1 <& & L.
- > 1Y =4 EfY] (7)
k=1

et en particulier la suite est ergodique.

Démonstration: Comme T est une isométrie de Ly (P), les applications linéaires Y — 150"  T*FY — E[Y]
sont toutes de norme < 2. Par conséquent ’ensemble des v.a. Y ZB..-mesurables qui satisfont (7) est un fermeé
de Li(P), qui contient les f € C>°(RP?) & support compact. En vertu du théoréme 2, il contient Li(P). §

Les suites i.i.d. sont donc stationnaires ergodiques.

EXEMPLE. Soit A irrationnel, ¢ tiré uniformément sur [0,1] et X,, = & 4+ nA (mod 1). L’invariance par
translation de la mesure de Lebesgue fait que la suite est stationnaire. Toute fonction de X7, ... X, est une
fonction de &. Soit f une fonction bornée de ¢, alors elle appartient a Ly([0,1]) et admet un développement
en série de Fourier :

1
f(.’L‘) — z:ckem'ﬂ-kr7 cp = / f(a:)e_%”mdx.
k 0

Comme e27+TE = 2imk(€+2) e développement de T'f est

Tf(f) — Z Ck€2iﬂk)\€2iﬂk§.
k

L’identité f = T f ne peut avoir lieu que si les coefficients de Fourrier coincident, ce qui ne peut se produire
que si ¢, = 0 pour k # 0, c.-a~d. si f est constante. La transformation est ergodique.

Pour les fractions continues, on a également ergodicité mais c’est beaucoup plus difficile & montrer [2].

H 7 - COROLLAIRE ‘

Si (X,)n>1 est stationnaire ergodique, alors toute suite de la forme Y,, = ¢(X,,, Xp41,...),n > 1,

I’est encore.

De méme si (X, )nez est stationnaire ergodique, alors Y,, = ¥(..., Xn—1, Xn, Xnt1, ... ) également.
Démonstration: 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent. |

On peut ainsi fabriquer de nombreux processus stationnaires ergodiques & partir de suites de v.a.i.i.d. comme
on l’a fait déja pour les processus autorégressifs.

CHAINES DE MARKOV. Soit X,, est une chaine de Markov & nombre fini d’états indécomposable (non néces-
sairement apériodique), c-a-d que la valeur propre 1 de sa matrice de transition est simple, ou encore qu’il
n’existe aucune partition de I'ensemble d’états en deux ensembles non vides stables (Fy ~ Eq, Ey ~ Es).
Alors, il est classique que X, admet une unique mesure invariante 7 et que I’on a convergence des moyennes

LS ) ()
k=1

pour toute fonction f bornée et toute mesure initiale. Mais pour tout p, (Xj41,...Xk4p) €st encore une
chaine de Markov indécomposable (a vérifier!). Il s’ensuit que partant de la mesure invariante, on a bien un
processus stationnaire ergodique. La proposition 3 et le corollaire 7 permettent d’en fabriquer ensuite bien
d’autres.



3 Exercices
Exercice 1. Soit le processus Y,, supposé stationnaire ergodique satisfaisant
Y, = f(Yn—l) + ey

pour une fonction f a priori inconnue, et e, est une suite i.d.d. N(0,02). On suppose plus précisément que
end(en_1,Yn_1,€n_2,Yn_2,...). Exprimer E[f(Y,)?] et E[Y,f(Y,)] en fonction de E[Y,?] et E[Y,,Y,_1].

Soit le processus Y;, supposé stationnaire ergodique satisfaisant
Y, =aY,_1 +ep,

calculer E[Y 2], puis E[Y,,Y,,_1], puis E[Y;,Y,,_2], en fonction de a et 02 en utilisant directement cette équation
(i.e. sans utiliser le développement Y,, = e, + ae,—1 +...).

Exercice 2. Soit u, une suite i.i.d. de N(0,1), et une suite X,, stationnaire satisfaisant

Xn+1 = (a + bXn)un—i-l +cXpo1, n=0
oll a, b et ¢ sont des scalaires donnés, avec b? + >
indépendant de (X,,, X;—1....).
1. Que vaut E[X,], Var(X,), Cov(X,, X,—1) et Cov(X,, Xp—2).

2. La suite (X1, X2, X3, X1, X, X3, ...) est-elle stationnaire ? Une réponse précise est attendue.

< 1. Dans cette équation on suppose que u,4; est

Exercice 3. Soit Y,, une suite de v.a.i.i.d. exponentielles de paramétre 1. On s’intéresse au processus

Xo =qfmin(Y_1,qY_5,¢*Y_3,...) (8)
Xnt+1 = qmin(X,,0Y,),n > 0. (9)

ou g > 1et 0> 0 sont deux paramétres. On rappelle que le minimum de deux variables aléatoires exponen-
tielles indépendantes de paramétre A et u (inverse de ’espérance) a pour paramétre A + p.

1. Démontrer que (X,,)n>0 est stationnaire ergodique.
Indication : On exprimera X, 1 en fonction de Y, Y, _1,...

2. Quelle est la loi de X, 7 (Soyez précis dans la démonstration)

Exercice 4. Soit (X;,Y;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles a valeurs dans R? (i.e. X; n’est a
priori pas indépendante de Y;). Dire dans chaque cas & quelle condition la suite est stationnaire :

(4) (X2, X3, X5, X7, X11..-.)
(B) (X1,X1,X2,X0,....)
(C) (X17Y17X2,Y2,....)

(D) (X1,X3,Xs5,....)

Essayer de démontrer précisément.

Exercice 5. Soit (X,,)n>1 une suite i.i.d. et (¥,,),>0 une suite i.i.d. indépendante de (X,,),>1. Soit Z, et
T, les suites

(Zn)n>1 = (X1,Y2, X3,Y4, ....)
(Th)n>1 = (1 X1, Y1X0, Y1 X5, ....)

1. A quelle condition la suite (Z,,) est-elle stationnaire ? Est-elle alors ergodique ?



2. La suite (T;,) est-elle stationnaire ? Est-elle ergodique ?

Exercice 6. Soit (X,,),>0 une suite i.i.d. N'(0,1) et (Y},)n>0 une suite i.i.d. B(1, p) indépendante de (X,,)n>0-
Soit C une variable B(1,q), c.-a-d. P(C =1) = 1— P(C = 0) = ¢, indépendante des deux suites précédentes.
Soit Z,, la suite construite ainsi

_ (X17Y2,X3,Y4,....) siC =0
(Zv, Z2,.) _{ (Y1, X2, Y, Xa,0) siC =1

Cette suite induit une mesure sur RY. On notera T la transformation (T'Z),, = Z,11-

(1) A quelle condition sur ¢ la suite (Z,,) est-elle stationnaire 7 Démontrer.

Dans toute la suite on suppose cette condition satisfaite.

(2) Démontrer que (Z,) est ergodique. On utilisera le corollaire 6 : Considérer une fonction f(Zi, Zs),
et calculer la limite de L /' | T" f en remarquant que la suite (X1,Y2), (X3,Ys), ... est stationnaire
ergodique puisque i.i.d. et en décomposant la somme en plusieurs termes. Etendre aux fonctions de
la forme f(Z1, Zs,..Z;).

A  Démonstration du théoréme 5

Posons

Yn:f(Xn)
S, =Y1+Y,+...Y,.

Commencons par un lemme :

8 - LEMME

Sous les hypothéses du théoréme I’ensemble

A={w:inf S, = —o0}
satisfait
E[14Y7] <0.

En particulier si E[Y;7] > 0 alors P(A) = 0.

Démonstration: La derniére remarque vient de l'invariance de A et de I’évidente contradiction si P(A) = 1.

Les fonctions ¢,(w) = inf(S1,...S,) satisfont
wp =inf(S1,...5p)
=Y, +inf(0, TSy, ... TS, 1)
=Y1 +inf (0, Tpp—1)
>Y, + inf(0, T,)
=Y1+Typ,.
D’ou,
ElaYi] <E[lapp] — E14T, |
=FE[lapp] — E[lap,] car A est invariant
=E[lap;}]



qui tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini par définition de A (la suite ap;‘ est décroissante bornée par Yf). |
Poursuivons la démonstration du théoréme. Soit € > 0; posons

Zn=Y,—E[Y1]+¢
et appliquons le lemme & cette suite. Comme E[Z;] > 0, P(A) = 0, et ceci implique en particulier que

 i+... 7,
lim ———

n n

>0

presque stirement et donc

Yi+...Y,
limy > E[Y1] —e.
n n
Comme ¢ est > 0 arbitraire, il s’ensuit que

Yi+...Y,
L}E[Yl].

lim
" n

En appliquant ce méme résultat & —Y il vient

Y +...Y,
m --—----

> _EW)
n n
Par conséquent 2= converge p.s. vers E[Y;].

Pour la convergence dans L;(P), supposons, quitte & translater Y, que E[Y7] = 0; on procéde par tronca-
ture! :

n" 1 E[| S]] gn_lEU ZYklkaM\] +n_1EU ZYkl\kaM”
<E{n‘1\ ZYk1|Yk|<M‘] + E[|Y1[1)yy 5]
par conséquent, en appliquant le théoréme & Yy = Yi 1)y, j<ar, on obtient en vertu du convergence dominée
limn ' B[|S,]] < |E[Yilpyjen] | + E[Villyasar] = [E[Yilys o] |+ B[V [1y; 5 0]

qui tend vers 0 quand M tend vers 'infini. |
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1. On peut procéder plus savamment en remarquant que la suite Sy,/n est uniformément intégrable, car appartenant a
Penveloppe convexe de {Y71, Ya,...} qui est une famille uniformément intégrable.



