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ESPACES PROBABILISES, VARIABLES
ALEATOIRES

L’objectif de ce chapitre est de repréciser les concepts de base de théorie de la mesure et de particu-
lariser a théorie des probabilités. On suppose connue la théorie des probabilités sur un espace fini.

I.1 Mesure et probabilité

L’espace fondamental pour modéliser une expérience aléatoire est un triplet (2,.%, P). Q contient
toutes les réalisations possibles. Par exemple si 'expérience consiste a jeter deux dés, Q = {1,2,3,4,5,6}>.
Z est un ensemble de parties A C Q appelées événements, pour lesquelles est définie la probabilité
P(A). Dans cet exemple simple, .Z est 'ensemble de toutes les parties de Q, et si le dé n’est pas pipé,
on a P(A) = #A/36 (nombre de cas favorables sur nombre de cas possibles). L’événement «une paire
apparait» a pour probabilité 1/6.

Dans le cas ou €2 est dénombrable, on aura toujours encore . = () et P sera caractérisée par la
probabilité de chaque réalisation : P(A) = > _, P({w}). Par exemple @ = N et P({n}) = e *A"/n!
(loi de Poisson de paramétre \).

Dans le cas ou 2 n’est pas dénombrable, on ne peut malheureusement pas généralement avoir # =
Z2(Q) (ensemble des parties de ); c’est ce qui fait toute la complication de la théorie de la mesure.
Par exemple la mesure uniforme sur Q = [0,1] (mesure de Lebesgue), celle qui associe & toute réunion
finie disjointe d’intervalle la somme de leurs longueurs, ne peut étre étendue a tout () sans que ne
soient violés des conditions naturelles d’invariance par translation ou d’additivité (définition 1.2) ; c’est
étonnant mais ¢’est ainsi (Ceci a été essentiellement mis en évidence par Giuseppe Vitali in 1905, par la
construction de ce que l'on appelle aujourd’hui les ensembles de Vitali). Notons que dans cet exemple
P({w}) = 0 pour tout w € [0,1]. Il se trouve que le bon cadre est le suivant :

DEFINITION 1.1 (Tribu, espace mesurable) Une tribu (ou o-algébre) F sur E est une classe de parties
de E vérifiant :

(i) E€Z

(i) si A€ F alors A€ F

(iii) si A, € F pour tout n € N, alors U A, € F
La paire (E, F) est appelée «espace mesurables. Les parties de E qui n’appartiennent pas ¢ & sont dites
non-mesurables.

Il s’ensuit que @ € %, que .Z est stable par réunion finie, et que .% est stable par intersection finie ou
dénombrable.

TRIBU ENGENDREE. Il est simple de montrer qu’une intersection quelconque de tribu sur F est encore
une tribu. Si &7 est une famille de parties de F, on note o(&) 'intersection de toutes les tribus contenant
/. C’est la plus petite tribu contenant o/ et on I’appelle «tribu engendrée par <.



La tribu borélienne sur R, notée Z(R), est la tribu engendré par les intervalles. C’est également la
tribu engendrée par les intervalles de la forme | — oo, ¢].

La tribu borélienne sur R?, notée Z(R9), est la tribu engendrée par les pavés H;lzl}si,ti}. Comme
ces pavés s’expriment comme réunions et intersections d’ensembles A; ; de la forme A4, ; = {z : x; < t},
c’est également la tribu engendrée par les A;; (spécifiquement : H?:l]s’iati] = Mi(Ai,\Ais,); faire un
dessin en dimension 2).

Il est en réalité trés difficile de fabriquer des ensembles qui ne sont pas Z(R%)-mesurables; il faut
toujours faire une construction assez alambiquée; c’est presque un théoréme. C’est pourquoi souvent
la propriété de mesurabilité ne sera pas vérifiée dans les exemples de ce cours, méme si ce n’est pas
réellement difficle.

DEFINITION 1.2 (Espace mesuré, probabilisé) Une mesure sur un espace mesurable (E, F) est une ap-
plication p de F dans RU {400} vérifiant

(i) 1(0) = 0
(it) o-additivité : si (Ap)n>1 est une suite d’ensembles disjoints de F, alors p(U,An) = >, u(An).

Si w(E) =1, il s’agit d’une mesure de probabilité.

La théorie des probabilité n’est donc que le cas particulier de la théorie de la mesure ou la masse totale
vaut 1. Cette définition contient le strict nécessaire mais d’autres propriétés en découlent :

ProposITION 1.3 Si (E,.%, 1) est un espace mesuré, et A,B € &
#(AUB) + u(ANB) = u(A) + u(B).

Soit Bi1,Bs,... € F:

1. (U By) <32, (By).
2. Si pour tout n B, C Bpt1, alors u(U,B,,) = lim,, u(B,,).

3. Si u(By) < o0, et si pour tout n Bpy1 C By, alors u(N, By,) = lim,, u(By,).

Démonstration: Notons que le point (ii) de la definition 1.2 reste vrai pour un nombre fini d’ensembles (il
suffit de prendre A,, = () pour n > ng); on en déduit alors facilement le premier point. Les deux points
suivants s’obtiennnent en exprimant les B, a I’aide des ensembles disjoints A,, = B,\(B1 U...U B, _1).
Le dernier s’obtient en appliquant le précédent aux ensemble By\B,, et en utilisant que pu(B1\B,) =

wu(B1) — pu(Bn).

La condition u(B1) < oo du point 3 n’est pas superflue : penser & B;,, = [n, +oo[ sur R muni de la mesure
de Lebesgue. Elle est toujours satisfaite si p est une probabilité.

COROLLAIRE 1.4 Si (Q, %, P) est un espace probabilisé, et A, une famille dénombrable d’ensembles de
probabilité 1 alors

P(NpA,) = 1.

Démonstration: P(N,A,) =1 — P((NpA,)¢) =1 —-P(U,AS) >1 -3 P(A7) =1 |

Existence de mesures. Un des objectifs de la théorie de la mesure est de répondre au probléme
suivant : Soit £ un espace, o/ une classe d’ensembles et P une fonction définie sur ¢, peut-on étendre
P de fagon unique & .% = o(«) de sorte & obtenir un espace mesuré (probabilisé si P(E) =1)7?

Par exemple F = R, et & est la classe des intervalles.

Le théoréme d’extension de Carathéodory est 1’outil clé pour avoir une réponse positive ; la classe o
et la fonction P de départ doivent satisfaire certaines conditions.

Nous n’aborderons pas ces questions. En particulier la mesure de Lebesgue est désormais supposée
construite.



Exemples.
MESURE DE LEBESGUE. C’est la seule mesure sur (R?, Z(R%)) telle que la mesure d'un pavé [[;]s;, ]
soit égale a son volume [[,(t; — s;).

MASSE DE DIRAC. Soit € F, la masse de Dirac en x, notée J,, est la mesure A — 1,c4.

MESURE DE COMPTACE SUR N. C’est la mesure qui affecte le poids 1 & chaque entier : Si A C N,
u(A) = Card(A).

Tribu produit, mesure produit. Si (F1,.%;) et (E2,.%2) sont deux espaces mesurables on définit la
tribu produit sur £ = Fy X F5 comme la tribu .% engendrée par les ensembles de la forme A; x Ay avec
Ay € F1 et Ay € F5. Elle est notée F1 ® F5. Si les espaces sont mesurés avec des mesures p1 et fiz, on
définit la mesure produit comme la seule mesure p sur (E, %) satisfaisant P(A; x A2) = P (A1) P2(As).
L’existence et 'unicité de cette mesure est garantie par les théorémes généraux.

Dans le cas d’espaces de probabilités Q; et o, les éléments de Q = 1 x Qo c-a-d les paires (w1, ws),
représentent la combinaison des deux expériences, et la mesure produit postule leur indépendance, comme
dans I'exemple Q = {1,2,3,4,5,6}2 présenté plus haut; ¥ = 2(Q).

On définit de méme la tribu produit et la mesure produit sur un produit fini d’espaces. La mesure
produit de la mesure de Lebesgue sur R? est bien la mesure présentée précédemment.

Tribu complétée. Une mesure p étant donnée, soit .4 la classe des ensembles négligeables, c-a-d
contenus dans un ensemble de mesure nulle. On vérifie que la classe formées des ensembles de la forme
FUN, F e %, N € ./ forme une tribu; elle s’appelle tribu complétée. D’un point de vue applicatif
F et F'U N sont indistinguables et cette augmentation peut paraitre purement cosmétique ; d’un point
de vue mathématique elle a des justifications qui viendront en leur temps'. La complétée de la tribu de
Borel pour la mesure de Lebesgue sur R? s’appelle la tribu de Lebesgue.

[.2 Intégration

La mesure étant définie, on peut définir l'intégrale des fonctions étagées, c-a-d celles qui sont une
combinaison linéaire finie d’indicateurs d’ensemble qu’on peut toujours supposer disjoints :

fa) =Y aila, (@)
par l

u() = [ Fantde) = 3 anl). L)
Ce qui est conforme & la notion habituelle d’intégrale. Dans le cas d’un espace probabilisé, on note plutot

E[f] = ZaiP(Ai)'

Ce paragraphe a pour objet de montrer comment cette intégrale s’étend & une classe bien plus grande
de fonctions, dites fonctions intégrables. Ceci généralise l'intégrale de Riemann.

1. Notons ici, pour le lecteur trés avancé, deux points rarement soulignés & propos de la complétion :

1/ 11 faut étre prudent avec la complétion : Si I'on note 4 la complétée de #(R) pour la mesure de Lebesgue, il existe
une fonction continue f (méme bijective croissante) et des ensembles de ¥ dont I'image réciproque par f n’appartient pas
a %; la fonction f, bien que continue n’est donc pas mesurable de (R, %) dans (R,%)! Elle est bien entendu mesurable
de (R, #(R)) dans (R, B(R)) et a fortiori de (R, %) dans (R, Z(R)). C’est pour cela que R en tant qu’espace d’arrivée est
toujours muni de sa tribu de Borel. En revanche R comme espace de départ est souvent affecté de la tribu complétée, dite
tribu de Lebesgue. Voir Counterezamples in analysis, par B.R. Gelbaum et J.M.H. Olmsted, Holden-Day, 1964, § 1.8.16 et
1.8.38.

2/ La complétion est parfois utile : considérons le carré unité muni de la tribu de Borel et les deux sous-tribus 2" et &
des ensembles ne dépendant respectivement que de la premiére et de la deuxiéme coordonnée. Soient X (w) et Y (w) les
coordonnées du pont w sur les deux axes, f une fonction continue bornée et Z = f(X,Y). Si 'on considére la mesure
uniforme sur la diagonale, alors E[Z| 2] = f(X,X) et E[Z|%] = f(Y,Y). Ces deux fonctions sont égales avec probabilité
14 Z et pourtant 2" NZ = {0,Q}, en particulier E[Z|2 N#%]| = E[Z]; en résumé, ’espérance conditionnelle de Z sachant
Z ou ¥ est Z mais sachant 2" N % c’est E[Z]! En revanche les deux tribus complétées sont bien chacune égales a la
complétée de la tribu de Borel, et donc le paradoxe disparait si I’on compléte au préalable. Ne pas compléter une tribu
conditionnante peut donc conduire a des situations trés contraires a I’intuition.
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Fonctions mesurables

DEFINITION 1.5 Soit (E,.%) un espace mesurable. Et f : E — R On dit que f est mesurable, ou
F -mesurable, ou borélienne, si limage réciproque par f de tout ensemble borélien appartient o 7.

Tout indicateur d’ensemble mesurable, 14 (), est donc une fonction mesurable.

Si (E,7)=(R,#(R)) : Toute fonction continue par morceaux de R dans R est Z(R)-mesurable. Les
fonctions intégrables au sens de Riemann sont %(R)-mesurables; il est en fait trés difficile de fabriquer
des fonctions de R dans R qui ne le soient pas.

PRrROPOSITION 1.6 Soit f : E — R une fonction telle que 'tmage réciproque de tout intervalle | — 0o, ]
est un ensemble F -mesurable, alors [ est mesurable.
Soit f : E — R? une fonction telle que chaque composante soit mesurable alors f est mesurable.

Démonstration: Pour le premier point, notons que la classe des ensembles dont I'image réciproque est
Z-mesurable forme une tribu (& vérifier!) et contient les intervalles | — oo, t], elle contient donc la tribu
engendrée par ces intervalles. Le deuxiéme point se démontre de fagon similaire. |

La proposition suivante est conséquence directe de la définition :

PROPOSITION 1.7 Si f : E — R? est mesurable et p : RY — R™ est borélienne (I'image réciproque d’un
borélien est borélien), alors o(f) : E — R™ est mesurable

Rappelons que les fonctions continues par morceaux sont boréliennes. On obtient donc en particulier que
les combinaisons linéaires finies d’indicateurs d’ensembles mesurables, appelées fonction étagées, sont
encore des fonctions mesurables.

Concernant les suites de fonctions mesurables :

PROPOSITION 1.8 Si f, : E — R? est une suite de fonctions mesurables alors sup f,(x) et lim f,(z) sont
mesurables. En particulier si f,(x) converge vers f(x), alors f(x) est une fonction mesurable.

Démonstration: Comme

lim f,,(z) = limsup f,(z) = inf sup f,(z)
n p>n n on<p
il suffit de montrer que le sup est mesurable (on Pobtient pour I'inf en notant que inf f,, = —sup(—f,)).
Mais

{Z‘ : Supf’n, S t} = mn{x : fn S t}
n
est bien .%#-mesurable. |

Intégration. Soit p une mesure sur E. On peut définir de fagon cohérente I'intégrale de toute fonction
positive mesurable, notée [ f(x)u(dx), ou [ f(x)du(x), ou u(f) et f est dite intégrable si cette intégrale
est finie. Une fonction mesurable g de signe quelconque est dite intégrable si |g| est intégrable et on
définit son intégrale par

ulg) = /E g(@)uldz) = /E g ()u(dz) — /E g-(2)u(dz).

Rappelons la démarche entreprise pour définir I’intégrale : I'intégrale d’une fonction positive f(z) étagée est définie
par (I.1). Il est simple d’approximer une fonction mesurable positive f par une suite de fonctions étagées fr, : il suffit
d’arrondir min(f,n) au plus proche multiple de 1/n inférieur (on a au plus n? valeurs) ; intégrale de f est alors
définie comme la limite croissante

p(f) = lm 1 p(fn).

Sous I’hypothése que f est intégrable on montre alors que fi et f_ le sont également et I’on définit u(f) =
w(f+) — p(f=). On vérifie que cette intégrale correspond bien & celle définie pour les v.a. étagées et posséde bien les
vertus attendue pour une intégrale (linéarité...).

Une conséquence de cette construction est que pour toute fonction intégrable f il existe une suite de fonctions étagées
fn telles que u(|frn — f|) tendent zero 0 ; cette propriété est trés utile pour étendre & toutes les fonctions intégrables
un résultat déja démontré pour les fonctions étagées. Noter encore que toute fonction positive est limite croissante
de fonctions étagées.



Rappelons également qu’une fonction mesurable positive peut étre infinie en certains points sans que les
régles de calcul ne soient affectées tant que I’on ne tombe pas sur des expressions indéterminées comme
+00 —00. Si p(z : f(x) = +00) > 0 alors son intégrale est infinie. Si la fonction n’est plus positive, p(f)
n’est défini que si u(|f|) < +oo.

Classes de fonctions. Soit f une fonction mesurable, ensemble des fonctions g telles que u({x :
f(z) # g(x)}) = 0 est la classe de fonctions (relativement a p) associée a f2. Dans la suite on ne dis-
tinguera pas les fonctions d’une méme classe d’équivalence (de méme qu’on ne distingue pas 1,6999999...
et 1,7). Ceci permet par exemple que Papplication (f,g) — [|f(z) — g(x)|p(dz) soit effectivement une
distance. On dit qu’une fonction f n’est définie que presque partout.

Théorémes de base. Les résultats de ce paragraphe sont des outils clé pour beaucoup de calculs,

particuliérement le troisiéme, tant en analyse (pour l'intégration des fonctions) qu’en théorie des proba-

bilités

THEOREME 1.9 Soit f,, une suite de fonctions mesurables, on a les trois résultats suivants :
THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE. Si pour toutn > 1, 0 < f, < f,11, alors

[ sup fula) wtde) =sup [ () uda).
E n E

n

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE. Si pour tout x f,(x) — f(x) et s’il existe
une fonction mesurable g telle que |fn] < g et u(g) < oo alors

tim [ futa) utde) = [ 1o utao)

Mentionnons également le

LemME 1.10 (LEMME DE Fatou). Si pour tout n > 1, f, >0, alors

[ 1 fu(e) (do) < tim [ @) o).
E n E

n

Pour se souvenir du sens de ’inégalité dans le lemme de Fatou, on peut utiliser I’exemple fy(z) = lp<g<n41 Sur
E = R muni de la mesure de Lebesgue : le membre de gauche est nul et le membre de droite vaut 1.

Une conséquence (ou une réécriture) du théoréme de convergence monotone est que si les g; sont des
fonctions mesurables > 0 on a

p (Z gn) = ulgn)

les deux membres pouvant étre infinis. Le théoréme de convergence dominée a deux conséquences im-
portantes classiques

1. CONTINUITE D’UNE INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE. Si pour tout t €]a,b], © — fi(x)
est mesurable. et pour tout x, fi(x) — f.(x) lorsque t — ¢, et si de plus il existe une fonction g
intégrable telle que

Vz € BVt €la,b], |fi(z)] < g(x),

alors

fim [ fayntao) = [ floutde)

t—c

(Car pour toute suite t, — ¢, u(f,) = u(fe).)

2. On pourra vérifier a laide des théorémes précédents que {z : f(z) # g(z)} est bien mesurable (considérer h(z) =

(f(2), g()))-



2. DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRAL. Si pour tout t €]a,b[, z — fi(z) est intégrable et pour
tout @, t = fi(x) est dérivable sur Ja, b|, et si de plus il existe une fonction g intégrable telle que

Va € B,V €la,b], |f;(x)] < g(2),

alors pour a < t < b la fonction ¢ — [, f¢(z)p(dz) est dérivable en t et :

& [ ftomtan = [ (@) o),

(Par application du résultat précédent a gy (z) = h=(firn(x) — fi(x)) et ¢ =0.)

N’oublions pas le théoréme de permutation des intégrales :

THEOREME L[.11 (Fubini- Tonelli) Soient (E, %, ) et (F,9,v) deux espaces mesurés munis de mesures
o-finies® et (E X F,.7 @ 9, u @ v) Uespace produit muni de la tribu produit et de la mesure produit.
Si f: EXF — R est une fonction borélienne > 0 de deux variables alors, la fonction d’une variable
z > [ f(z,y) v(dy) est borélienne et

/E</F f(z,y) V(dy)) M(diﬂ):/F</Ef(x,y) ,u(d:c)) v(dy) (L.2)

les deuz termes pouvant étre infinis. Cette quantité est également 'intégrale par rapport & la mesure
produit ;4 @ v.

Soit g une fonction borélienne telle que (I1.2) soit fini pour f(x,y) = |g(z,y)|, alors g est intégrable
pour la mesure produit, pour presque tout x la fonction g(x,y) est intégrable en y, la fonction fF g(z,y)dy
est intégrable en x, et g satisfait (1.2), qui représente Uintégrale par rapport & la mesure produit.

La premiére partie est le théoréme de Tonelli et la seconde celui de Fubini. A priori ce théoréme s’applique
donc en deux temps, une premiére fois avec | f| pour vérifier 'intégrabilité puis une seconde avec f. Tout
ceci reste vrai pour un produit de plus de deux espaces.

Ce théoréme est en particulier trés utilisé dans le cas E = F' = R et u et v sont la mesure de Lebesgue.
Avec la mesure de comptage (celle qui affecte la masse 1 & chaque entier) on obtient

DD Sy =323 fG.) (1.3)

pour f > 0 et sinon, cela est vrai si |f] est sommable. On a de méme

/ (Z f(w’)) dz = Z/f(x,i)dm

pour toute fonction positive. Noter que dans (I.3), si | f| n’est pas sommable, les deux membres peuvent
exister et étre différents : si f(4,) = —10§i<j2_(3_’) + 1;—; la somme sur ¢ vaut 277 et la somme sur j
vaut 0 pour tout ¢ (le plus simple pour le voir est d’écrire la «matrice» de terme f(i,7)).

Caractérisation des mesures de probabilité sur R%. Pour fixer les idées, rappelons que les mesures
de probabilités usuelles sur R se séparent en deux classes (il en existe bien d’autres...) :

1. Les mesures ponctuelles : pour toute fonction f borélienne bornée, [ f(z)u(dzx) =Y, pif(xi); ou
encore (= y . Pi0g,.
2. Les mesures & densité : pour toute fonction f borélienne bornée, [ f(z)u(dz) = [ f(z)p(x)dz

On appelle fonction de répatition d’une mesure de probabilité p sur R la fonction

F(t) = (] = 00, 1]).

3. Cette condition signifie qu’il existe une suite E, € % telle que pu(Ey) < 400 et E = UEn, et de méme pour (F,¥,v).
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THEOREME 1.12 Toute mesure de probabilité sur (R, Z(R)) est caractérisée par sa fonction de réparti-
tion.

Elle est également caractérisée par les valeurs de [ f(z)p(dz) lorsque f varie dans l'ensemble des
fonctions positives continues bornées.

Démonstration: (Schéma) Le premier résultat vient de la propriété générale suivante appliquée a la
classe € des intervalles | — 0o, t] : si € est une classe de parties de Q stable par intersection dénombrable,
toute mesure sur (Q,0(%)) est caractérisée par ses valeurs sur €. Pour le deuxiéme résultat, noter que
si fn est une suite de fonctions continues positives bornées par 1 convergeant ponctuellement vers la
fonction indicatrice de | — oo, t], alors en vertu du théoréme de convergence dominée on a p(] — oo, t]) =

lim, [ fn(2)p(dz).

Il est facile de vérifier que
1. si ¢ a une densité continue, elle est donnée par la dérivée de F'.

2. si p =3, pids, est ponctuelle, F' est constante par morceaux et 'amplitude de son saut en x; est
pi.
On définit également une fonction de répartition pour les mesures sur R? mais elle est moins utilisée :
F(ty,...tq) = p(] — 00,t1] X ...X] — 00, t4]).

EXEMPLE 1 : Si la mesure est la distribution exponentielle de paramétre \, c-a-d de densité 1,-9 e 7,
on trouve F(t) =1 — e .

ExXEMPLE 2 : Pour la distribution géométrique de paramétre p, c-a-d la mesure qui affecte & chaque
entier n > 0 la masse p(1 —p)", on trouve F'(t) = ., p(l —p)" =1—(1— p)l+t,

THEOREME 1.13 Toute mesure de probabilité sur (R?, B(R?)) est caractérisée par sa fonction caractéris-
tique :

o(t) = /ei<z’t>u(daj), t € RY
EXEMPLE 1 : Distribution exponentielle E()) :

Hoe it A )\
t) = e ANy = 2
o(t) / NN =

EXEMPLE 2 : Distribution géométrique G(p) :

e(t) =D p(1—p)e™ = —F

_ _ it "
= (1—pet

EXEMPLE 3 : Mesure gaussienne N(m, o?) : C’est la mesure de densité

1 (x—m)?
= ———¢ 257 . 14
p(x) Vool (1.4)

On admettra que sa fonction caractéristique vaut

(fg(t) == 1 /€i$t€_ (m;;g)z dl’ — eitm€7t2o-2/2
V2ro? :

EXEMPLE 4 : Mesure gaussienne sur R%, N(m, R) : C’est la mesure de densité

p(@) = —5—F——= . e 3(e=m) TR w=m) (1.5)
V2m 4 /det(R)
Sa fonction caractéristique vaut

o(t) = eitmeftTRt/2.
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FONCTION GENERATRICE. Pour une distribution portée par les entiers on préfére parfois considérer la
fonction génératrice

+o0
G(2) =) z"u({n})

n=0

qui est naturellement définie pour |z| < 1 car dans ce cas la série est absolument (et méme normalement)
convergente, et I'on a p(t) = G(e'), ce qui fait qu’elle caractérise effectivement la distribution. Par souci
de simplicité, nous n’en parlerons pas davantage.

Densité. Soit deux mesures p et v sur (E,.%); ¢il existe une fonction p(xz) > 0 telle que pour tout
AeF

wm=4uummmm

on dit que p est la densité de v par rapport a p. Cette relation équivaut & dire que pour toute fonction
positive .#-mesurable

Lﬂ@@@zéﬂﬂ@ﬂ@ﬁ

1

Clairement, si p > 0, alors p~' est la densité de p par rapport a v (appliquer lidéntité & g(x) =

f@)p(z)™).

ExEMPLES. La loi exponentielle £(\) a pour densité Ae par rapport & la mesure de Lebesgue sur R .

La loi de Poisson P()\) a pour densité A\"e~** /n! par rapport 4 la mesure de comptage sur N. La mesure

B(n,q) a pour densité ¢*(1 — ¢)"*p~*(1 — p)~"** par rapport a B(n, p).

-z

I.3 Variables aléatoires
DEFINITION 1.14 Une variable aléatoire sur (Q, .7, P) est une fonction mesurable a valeurs dans (R, (R?)).

On a vu que des sommes de v.a., des limites de v.a. sont encore des v.a. Si on les compose par des
fonctions mesurables (p.ex. continues par morceaux), on obtient encore des v.a. Comme on ’a vu plus
haut, les v.a. sont en fait des classes de v.a.

Une fonction mesurable 4 valeurs dans un espace fini dénombrable muni de la tribu de ses parties sera
également considérée comme une variable aléatoire, par identification de cet espace a {1,...n} C R? ou
N C R4

Mentionnons que pour les raisons données & la note 1 page 7, R? n’est pas muni de sa tribu complétée. En revanche

Q Dlest généralement. C’est pour cette raison que par souci de clarté nous considérons ici que les v.a. sont forcément
a valeurs dans R? (ou bien dans un espace dénombrable que ’on peut toujours identifier a N).

Ensembles de mesure nulle, classes de variables et propriétés presque stires. Une propriété
sera dite presque stirement vérifiée, ou encore vérifiée «avec probabilité 1», si I’ensemble des w ou elle
n’est pas satisfaite est de mesure 0. Par exemple obtenir infiniment de fois 1 quand on lance un dé
infiniment de fois, ou ne pas obtenir 1/2 quand on tire un nombre au hasard sur Uintervalle [0, 1].

Le corollaire 1.4 assure qu’un nombre dénombrable de propriétés presque sirement vérifiées est
presque siirement simultanément vérifié.

On dira en particulier que X,, converge presque stirement vers X §’il existe un ensemble A de mesure
1 telle que

Yw e A, X,(w) — X(w). (L.6)

En fait il ne peut en étre autrement puisque les X, ne sont définies que presque siirement. Notons que
cette propriété ne dépend pas des représentants choisis (A change pour chaque choix de représentants)
et signifie que les variables X,,14 (équivalente & X,,) convergent vers X14 (équivalente & X).

12



On verifie que le théoréme 1.9 reste valide si I’'on remplace les inégalités et les limites par des inégalités
et des limites presques sires.

Par exemple la loi forte des grands nombres est vraie presque stirement mais n’est généralement pas
vérifiée pour tout w : représentons une suite infinie de jets d’une piéce par un élément de Q = {0,1}"
avec la probabilité produit (on admet I'existence d’une telle construction) telle que chaque coordonnée
vaille 1 avec probabilité p; si X, (w) est la n-iéme coordonnée, les X,, sont des v.a.i.i.d. valant 1 avec
probabilité p et 0 sinon, on a bien que 2 (X;(w) + ... + X,(w)) converge vers p avec probabilité 1; la
trajectoire w = (1,1,1,...), n’en existe pas moins; il y a méme des w pour lesquel il n’y a pas convergence.

De maniére générale toutes les égalités ou inégalités ponctuelles (i.e. pour chaque w) apparaissant
dans les calculs ne seront valides que presque stirement. En vertu de ce qui vient d’étre dit, cette démarche
reste cohérente tant que 'on ne manipule qu’un nombre au plus dénombrable d’inégalités, ce qui sera
toujours le cas.

Cas des variables symboliques. Une variable aléatoire peut prendre ses valeurs dans un alphabet
fini donné {a1,...a,}, par exemple un nom de département ou une marque de voiture. D’un point de vue
théorique, tout se passe comme si elle prenait ses valeurs dans {1,...n}, la condition de variable aléatoire
étant que {w : X (w) = a;} soit mesurable pour tout 1.

Bilan. Les résultats présentés ici montrent que les manipulations habituelles conservent la mesurabilité
des variables. Cette question est donc finalement, en premiére approche, tout a fait secondaire.

Quand au caractére «presque siry des propriétés, on peut considérer cela, d’un point de vue pratique
ou applicatif, comme une subtilité de mathématicien qui ne modifie pas I'interprétation.

Bien entendu, dans une approche plus avancée (comme en théorie des processus) ces questions peuvent
soulever de réels problémes.

I.4 Espérance

Une v.a. X est intégrable (plus précisément P-intégrable) si

/ X ()| P(dw) < 400
Q

et son espérance n’est autre que son intégrale pour la mesure P
E[X] = / X (w)P(dw).
Q

Si elle n’est pas intégrable mais positive, on convient que F[X] = 4o00. Tous les théoréme vus en rappel
d’intégration sont bien entendu valides. On vérifie par le méme calcul que E[Y] = +o0.

Ajoutons un résultat qui est classique et trés utilisé :
LEMME 1.15 (Borel-Cantelli. Sens facile) Soit A,, une suite d’ensembles .F -mesurables tels que ), P(A,) <
400 alors

P{{w:we A, io.})=0. (L.7)

La notation «i.o.» signifie «infiniment souventy (infinitely often) et ’ensemble {w : w € A, i.0.} est
Pensembles des w pour lesquel w € A,, pour une infinité de n. (I1.7) signifie donc qu’avec probabilité 1, il
n’existe qu'un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles w € A,,.

Démonstration: On a

{wrweAd,io}={w: ZlAn(W) = +o0}.

Mais
E|Y 1a, (w)] => Ella,(w)]=)_P(A,) < +oc.
n n n
Il s’ensuit que la variable ) 14, est presque sGrement finie ce qui est bien (I.7). |
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Les théorémes de continuité d’espérance. Le théoréme 1.9 se réécrit

THEOREME [.16 Soit X,, une suite de v.a., on a les trois résultats suivants :

Théoréme de convergence monotone. Si pour tout n > 1, 0 < X,, < X, 41, alors
E[sup X,,] = sup E[X,].
Théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Si pour tout w X, (w) — X(w) et s’il existe
une fonction mesurable Y telle que | X,| <Y et E[Y] < oo alors
lim E[X,] = E[X].
n

Moyenne et variance. Soit X une v.a. réelle. La moyenne m, de la loi de X est son espérance. C’est
un indice de localisation de ses valeurs; la médiane en est un autre.
La variance est un indice de variabilité de X, elle vaut

Var(X) = o% = E[X?] - E[X]? = E[(X - E[X])¥.

ox est Pécart-type. Elle est nulle si X est constante et pour tout a € R, Var(X + a) = Var(X). On
considére qu’un intervalle de valeurs typiques de X est [mx — 20x,mx + 20x]| (le facteur 2 est assez
arbitraire). La variance de la somme satisfait :

Var(X+Y)=Var(X) +Var(Y) +2Cov(X,Y)
ol la covariance vaut
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]|E[Y] = E[(X — E[X))(Y — E[Y])].

Deux v.a. seront dites décorrélées si leur covariance est nulle. Si X est un vecteur Var(X) est la matrice
telle que

Var(X);; = Cov(X;, X;)

Si I’on remarque que pour un vecteur u vu comme une matrice colonne n x 1, le produit uu” est une
matrice n X n de terme général u;u;, on vérifie facilement que

Var(X) = E[XXT] - E[X|E[X]|" = E[(X — E[X])(X — E[X])T].
Si X et Y sont deux vecteurs Cov(X,Y) est la matrice de terme général Cov(X;,Y;)
Cov(X,Y) = E[XYT] - E[X|E[YT] = E[(X — EX])(Y — E[Y])"].
On a
Cov(X,Y) = Cou(Y, X)T
et la formule de variance de la somme devient
Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y) + Cov(X,Y) 4+ Cov(Y, X)

Donc si X et Y sont décorrélées, la variance de leur somme est la somme des variances. Ceci implique
que si les v.a. X1,... X, sont décorrélées deux a deux alors

Var(Xy1+ -+ X,) =Var(Xy) + - + Var(X,).

THEOREME 1.17 (Inégalité de Markov) Soit Y une v.a. réelle > 0, pour tout € > 0
ElY]
€

PY >¢) <
Démonstration: Noter que pour y > 0 on a 1,>. < y/e, puis appliquer & Y et prendre 'espérance. |

THEOREME I.18 (Inégalité de Chebyshev) Soit X une v.a. réelle intégrable, pour tout € > 0

X
P(X - BIX]| 2 0) < V2R
Démonstration: Appliquer I'inégalité de Markov Y = |X — E[X]|%. |
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Calcul des moments a partir de la fonction caractéristique. Les moments de la v.a. réelle X
sont les quantités E[X"], n > 1. Si l'on dérive informellement la fonction caractéristique de la loi de X

p(t) = Ele"]
par rapport a t, on trouve :

dn

et doncent=0
0™ (0) = i"E[X"]

qui est, au facteur " prés, le moment d’ordre n de X. Le théoréme de dérivation sous le signe intégral
assure que cela est légitime si F[|X|"] < +o00. Si X est & valeur dans R%, d > 1, on obtient

"p(0) _ .

—— =i"E[ Xy, .. X, |

oty...0t, [Xer X,
Plutot que de dériver, il peut étre plus simple d’écrire le développement de ¢ en puissances de ¢ ; en effet
en développant 'exponentielle de I’espérance on obtient

plt) = 31" L BIX"] L9

(la permutation de [ et > peut se justifier avec le théoréme de Fubini sous des conditions trés générales).
Pour la variable gaussienne centrée, c’est le plus facile car la dérivation peut paraitre compliquée et en
revanche on a tout de suite

olt) = 3" 0 (19)

2nn!

et lidentification des développements (1.8) et (1.9) donne les moments E[X?"] = (2n)!/(2"n!). Les
moments impairs sont nuls car la variable est symétrique.

I.5 Digression sur ()

On a vu que (2 est «l’espace des possiblesy. Par exemple si I’expérience consiste a jeter 4 fois un dé
non pipé, Q sera {1,2,3,4,5,6}* et pour tout w €

P} = &

Les applications coordonnées, X; : w = (w1, ws,ws,wy) — X;(w) = w; sont des variables aléatoires ; elles
permettent de construire toutes les autres.

On pourrait aussi considérer que «1’espace des possiblesy est bien plus gros et qu’il faudrait prendre
en compte la vitesse de lancement, les frottements sur le tapis au cours du lancer, la force du vent, la
volonté divine.... Tous ces phénoménes restant aléatoires. A la limite les 4 tirages peuvent étre considérés
comme fonctions de toutes ces incertitudes. L’espace devient énorme mais ce qui nous intéresse c’est les
4 résultats qui sont 4 variables aléatoires X (w), ...X4(w). On voit se dessiner un autre point de vue qui
consiste a postuler I’existence d’un gros espace 2 contenant tous les possibles et de variables aléatoires
X1, Xo, X3, X4 décrivant les observations ; mais il n’est reste pas moins que, comme le souligne le premier
point de vue, tout ce que I’on observe se restreint & ces quatre variables et la construction du gros espace
peut paraitre superflue.

Deuxiéme exemple : On veut modéliser la durée de vie d’une ampoule. L’option 1 consiste a dire que
w est la durée de vie et, par exemple, P(w < t) = e~** (loi exponentielle de paramétre \). L'option 2
consiste a dire que 2 est I'espace de toutes les réalisations de conditions d’utilisation possibles, de défauts
de fabrication, etc., et que la durée de vie est une v.a. X (w) telle que P(X(w) <t) = e .
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Dans ces deux exemples on voit deux tendances : (1) Q est 'espace de toutes les observations possibles
pour expérience en cours et l’aléatoire est représenté par une mesure sur cet espace, (2) il existe un
espace probabilisé €2 tel que les observations sont des variables aléatoires sur cet espace. Le premier point
de vue correspond exactement & ce qui est fait mathématiquement, le deuxiéme est conceptuellement
plus parlant, et peut étre adopté sans difficulté puisqu’il généralise le premier.

Troisiéme exemple. Si 'expérience consite a jeter un dé une infinité de fois (pour vérifier la loi des
grand nombres...), I'espace Q et {1,2,3,4,5,6}". C’est un espace assez compliqué 4 manipuler (fabriquer
une tribu, une mesure...). Il est plus simple de postuler lexistence d’un espace (2, %, P) abstrait et
d’une suite de variables aléatoires indépendantes X,,,n > 1, c-a-d telles que

P(X1 :nl,ngng,...,Xk:nk)z 6% (I].O)
pour toute suite finie nq,...nyg.

La vérité mathématique essentielle n’en reste pas moins que I’espace est celui des trajectoires {1,...6}",
et que tout le modéle de ’expérience est contenu dans le mesure que ’on met sur cet espace.

De plus lexistence d’un espace avec des v.a. satisfaisant certaines conditions n’est pas toujours
garantie : dans le cas de (I.10) la construction de (2,.%, P) n’est pas immédiate (dans le cas des chaines
de Markov c’est encore pire), et donc le postuler peut paraitre abusif; il y a donc en toute rigueur un
travail de construction probabiliste & faire.

1.6 Loi d’une variable aléatoire

DEFINITION 1.19 Soit X une v.a. sur (0, %, P) d valeurs dans R?. La loi de X est la mesure de proba-
bilité Px sur R? définie par

Px(B) = P(X(w) € B). (I.11)
C’est encore la probabilité sur R?, image de P par X.

Une variable aléatoire X qui ne prend que les valeurs 0 ou 1 est un indicateur d’ensemble : X = 14 avec
A={w: X(w) =1}.

Dans la suite on ne considérera que des v.a. discréte ou ayant une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, et événtuellelement des variables combinant ces deux cas (exemple 3 du §1.6); la théorie
des probabilité permet d’en construire d’autres sortes encore mais qu’on peut considérer ici comme
pathologiques.

0.5 0.05

04 1

0.3

0.2

0.1

FIGURE 1.1 — Un exemple de densité : la probabilité de l'intervalle [1,3 ; 2,4] est la surface de la zone
noircie; la surface totale (intégrale) fait 1. A droite : Densités des variables «age du (de la) marié(e)
le jour du mariage» en Alaska en 1995 (estimation & partir des données de I’Alaska Bureau of Vital
Statistics). Les femmes sont en trait plein et les hommes en pointillés.
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Si la variable est discréte et prend les valeurs sur {v1, ..v s}, sa répartition est détérminée par ’ensemble
des pj = P(X =v;). Ona ), p;j =1

Si elle est scalaire et admet une densité p(x), la probabilité qu’elle tombe dans [a, b] vaut Pintégrale
de cette densité entre les deux points a et b, cf figure I.1.

PROPOSITION 1.20 Si X a pour loi Px, alors pour toute fonction borélienne Px-intégrable f : R* — R
BU(X)] = [ f@)Px(do). (112)

Sans donner de démonstration précise, notons simplement que I’équation (I.12) est vraie si f est un
indicateur d’ensemble (car dans ce cas c’est simplement (I.11)); le probléme est donc d’étendre (I.12)
aux fonctions étagées puis aux fonctions boréliennes bornées, et enfin aux fonctions Px-intégrables, ce
qui est une démarche classique en théorie de la mesure.

LOT MARGINALE. Soit (X,Y") un couple de v.a. réelles de densité p(z,y). Pour toute fonction x — f(z)
continue positive on peut calculer E[f(X)] en considérant f comme fonction de X et Y et on a

er01= [ ([ st )z = [ 10 ([ otosjay ) as

ce qui signifie que la loi de X a pour densité [ p(x,y)dy.

Par exemple si (X,Y) un couple de v.a. réelles de densité 1,50lo<z<1ze” Y. La loi de X a pour
densité sur [0, 1] :

o0
/ loca<i1ze ¥dy =1
0

et donc X suit la loi uniforme sur [0, 1].

CALCUL D’UNE ESPERANCE A L’AIDE DU THEOREME DE FUBINI. Soit (X,Y) le couple de v.a. réelles
de Pexemple prédédent; calculons F[XY]. Comme X et Y sont positives on applique directement le
théoréme de Tonelli pour intégrer dans 'ordre qui nous arrange

EIXY] = / </ 1y>010<x<1fﬂzy€xydy> dr = / (/ 1z>010<z<162d«2> dr =1

Les distributions classiques. Pour les distribution sur les entiers on donne py, = P(X = k) et pour
les distributions sur R on donne la densité. Une écriture abrégée E(X) ~ A71E(1) signifie «E(N) est la loi
d’une v.a. E(1) divisée par As.
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Nowm NOTATION  pj, OU p(z). COMMENTAIRES

Bernoulli B(1,p) pr=1—py=p p est espérance.

Binomiale B(n,p) () —p)n* Loi de la somme de n v.a. B(1, p) indépen-
dantes. 0<k<n.

Binomiale B_(n,p) (”:E;l)p”(l —p)k Loi du nombre d’échecs avant le n-iéme

négative succes dans un schéma de Bernoulli (jeu
de pile ou face). k > 0.

Géométrique  G(p) p(1 —p)* Instant (moins 1) du premier succeés dans
un schéma de Bernoulli. £ > 0.

Poisson P(N) /1\71!66 A Ex : Loi du nombre de panne d’une ma-
chine sur une certaine durée.

Uniforme U([a, b]) ﬁlagxgb

Exponentielle  E(\) 1y>0 e 2 Attention L’espérance  vaut ;.
Ex. Durée de vie d’une ampoule.
EN) ~ ATTE(D).

Laplace L(N) e Al /2 L) ~ A71L(1).

Cauchy C(N) 1 ﬁ Espérance infinie. C(\) ~ AC(1).

Normale (ou N(p,0?) \/2;76_(;8_“)2/(202) Est dite centrée si p = 0 et réduite

gaussienne) si ¢ = 1. Une somme de v.a. gaussi-
ennes indépendantes est encore gaussi-
enne. N(u,02) ~ u+ aN(0,1).

Gamma T'(B,p) 1z>0 (%)p ;F—(; Généralise les exponentielles. Une somme
de v.a. indépendantes Gamma de méme
B suit encore une loi Gamma. I'(8,p) ~

. AL, p).
Normale N(y, R) gteTW B _onp Sur R

(2m)4/2/det(R)

Comment calculer la loi d’une v.a. Y fonction d’autres v.a. de loi connue? L’idéal est de
trouver la probabilité de chaque atome dans le cas discret et la densité dans le cas continu (ou sa fonction
de répartition). Parfois ce n’est pas possible. Donnons deux exemples oll tout se passe bien :

EXEMPLE 1 : Y EST DISCRETE. On décrit I'ensemble {y1,ys,...} de ses valeurs possibles et 1’on calcule
explicitement P(Y = y,,).

Par exemple si X suit une loi exponentielle de paramétre A (densité 1,50\e ), et Y = [X] on a
pour tout n >0

n+1
)\ef)mdx — 67)\71 _ ef)\(n%»l)

P(Y:n):P([X]:n)zp(n§X<n+1):/

n
Y suit une loi géométrique de paramétre p =1 — e~ (rappel : P(Y =n) = p(1 — p)"). |

EXEMPLE 2 : Y EST CONTINUE. Si Y est & valeurs réelles le plus simple est généralement de se donner
une fonction f abstraite continue positive bornée et de tenter de calculer E[f(X)] avec des méthodes
de changement de variables ce qui fera apparaitre spontannément la densité. Par exemple si X est
exponentielle de parameétre X et Y =14 v/ X il vient

+o0 +oo 2
Bl(v)] = E[f(1 + VX)] = / S+ VDA da = / F)Ae 2D 2y — 1)y,

La loi de Y est donc la loi de densité 1, >1)\e’>‘(y’1)2 y — 1) par rapport & la mesure de Lebesgue. |
y> g

Voici maintenant un cas un peu plus compliqué :

4. Tl arrive que le calcul de la fonction de répartition soit significativement plus simple, mais c’est rare ; c’est le cas dans
I’exemple classique oll Y est un maximum de variables indépendantes.
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EXEMPLE 3 : Y EST MIXTE. C’est rare. Supposons que ’on mesure la durée de vie d’'une ampoule en
la laissant allumée pendant 500 heures. Y correspond au moment ot elle a claqué et vaut 500 si elle n’a
pas claquée. C’est un exemple de donnée censurée a droite : Y = min(X,500) ou X est la durée de vie
de ampoule. Si X est exponentielle de paramétre A, on a

E[f(Y)] =E[f(min(X, 500))]

+oo

:/ f(min(z, 500)) e dx

0
500

oo
= f(x))\e_’\“’dx—i—f(500)/ e M dx
0 500

500

= f(@)Ae ™ da + £(500)e P00 (1.13)
0

ce qui exprime la loi de Y ; formellement la loi de Y est la somme de deux mesures
1y§500)\6_>\ydy + 8_500>\(5500(dy).

Cette somme s’exprime comme la moyenne de deux probabilités

s A _ -5
(1= ™) 1 1y<s00 T— —50x € Aydy} e {55”“(@) }

1

Ce qui peut s’interpréter de la facon suivante : avec probabilité p = e~°°°* Pampoule n’a pas claqué, et

avec probabilite 1 — p 'ampoule claque (avant le temps 500) et alors la durée de vie observée suit la loi
1y<s500 72 i e Mdy.
C’est un mélange de lois.

Mélange de lois. SiI'on suppose que la distribution du poids des boeufs suit une loi N(m, 0?) et celle
des taureaux est N(m/,0'?) la distribution du poids des bovidés adultes males suit une loi de densité

—(z—m)?/(20%) —(z—m")*/(20")
e e
F(1-pt——

aw) =p V2ro? 2mo’?

ol p est la proportion de boeufs dans la population. Voir par exemple le premier graphique de la figure
1.1 p.16. En effet si X est la variable de poids d’un individu tiré au hasard, on aura pour toute fonction
bornée f, puisqu’on a une probabilité p de tomber sur un boeuf

—(z=m)?/(207) )2/(20"%)
e
—p/f (2)——dz+ (1 /f —dx

V2ro? Vora2

- [ f@)ala)ds

(ceci sera montré plus rigoureusement plus tard avec la forumle de Bayes). On dit que la loi de densité
q est le mélange de N(m,0?) et N(m/, 0'?) avec les poids p et 1 — p. Si ces deux lois sont bien séparées,
une pesée de I'animal permet de savoir & quel groupe il appartient avec une faible probabilité d’erreur.

1.7 Espaces de variables aléatoires
Pour tout 1 < p < oo note L,(P) lespace des v.a. X telles que
E[IX]P] < o0

Par exemple, si Y suit la loi €()\) et X(w) =e¥“) on a
E[|X|]P] = /epye”‘y)\dy
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qui n’est fini que si p < X; cette condition est donc nécessaire et suffisante pour que X € L,(P).

C’est un espace vectoriel, et on le muni de la norme
1X1, = ElIX[7)?

(il se trouve que c’est une norme, ce qui est presque évident pour p = 1). Lorsque p tend vers Iinfini,
| X ||, converge vers le sup-essentiel de |X|, c-a-d la plus grande valeur qui puisse étre dépassée par | X|
avec probabilité non nulle

| X|oo = sup{z : P(|X| > z) > 0}

(cette définition tient compte de ce que X n’est définie que presque sirement : si X est la v.a. de Q = [0, 1]
muni de la mesure de Lebesgue telle que X (w) = w sauf X (1) = 10, alors || X || = 1, car cette v.a. est
indistinguable de celle qui vaut w partout). L’inégalité de Jensen implique que pour tout p > 1

X1 < 11Xl
L’espace L est celui pour lequel I'espérance est définie et est finie. Il est trés rare de considérer des v.a.

qui n’en font pas partie, cependant une v.a. suivant une loi de Cauchy n’est pas intégrable. L’'inégalité
de Holder met en jeu deux espaces L, et L, pour deux exposants conjugués p et q :

XY < [ XIp 1Y llg, PR

En particulier si X,Y € Ly alors XY € Ly et
|E[XY]| < E[X*]'?E[Y?]'/?

qui est une inégalité de Cauchy-Schwarz. Les espaces importants sont L1, Lo et L.
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[l

INDEPENDANCE

I11.1 Définitions. Propriétés de base

DEFINITION I1.1 (Tribu engendrée par une v.a.) Soit f une fonction définie sur un espace E 4 valeurs
dans RY. La tribu o(f) engendrée par f est la famille des ensembles de la forme {z : f(x) € B} ot B
varie dans l'ensemble de tous les boréliens.

En particulier, si X est une v.a. définie sur un espace mesurable (0, %), la tribu o(X) est une sous
tribu de F.

Un ensemble de o(X) est donc un ensemble qui peut étre décrit & ’aide de X seulement.

EXEMPLES : 1/ Si X = 14 est un indicateur, alors o(X) = {0, A, A, Q}.

2/ Si Q =R? et X = ||w|| un ensemble de o(X) sera un ensemble qui ne dépend que la distance a 0,
c’est donc exactement un ensemble mesurable invariant par toute rotation de centre 0.

3/ Si Q = [0,1)2 muni de la tribu produit et X (w) = wy, o(X) est la tribu des ensembles de la forme
Ay x [0,1], ou Ay est mesurable.

THEOREME I1.2 Une variable aléatoire Y est mesurable par rapport la tribu o(X) si et seulement si elle
peut s’écrire sous la forme Y = o(X) pour une certaine fonction borélienne .
La démonstration n’est pas trés difficile ; elle suit une démarche typique de théorie de la mesure : il faut noter que
c’est vrai si Y est un indicateur d’ensemble. Cela reste vrai si Y est une fonctions étagée, car les ensembles indicateurs

qui la compose se réécrivent {w : Y (w) € [c;,d;]} et sont donc des ensembles de o(X). Il ne reste plus qu’a écrire Y’
comme limite de fonctions étagées (en arrondissant Y, cf page 8).

Dans la suite du cours on parlera souvent de tribus. Il faut avoir présent & ’esprit que ’on peut toujours
considérer qu’une tribu est de la forme o(X) pour une certaine v.a. X (c’est un résultat mathématique).
En pratique on aura différentes tribus engendrées par différentes v.a., & = 0(lxso), Z = o0(X), € =
o(X,Y); ici & C A ce qui peut s’interpréter par le fait qu’il y a plus d’information dans %2 que dans
&/ (connaitre X c’est mieux que de connaitre seulement son signe).

DEFINITION 11.3 Soit (Q2,.%, P) un espace probabilisé et F1, ... F, des sous-tribus de F ; ces tribus sont
dites indépendantes si pour tous ensembles A1 € F1,... A, € %, on a

P(A1N---NAy) = P(A1) ... P(Ay).

Des v.a. Xy,...X,, sont dites indépendantes si les tribus 0(X1),...0(Xy) sont indépendantes, c-a-d si
pour tous boréliens de R? By,...B,

P(X, € By,... X, € B,) =P(X; € By)...P(X,, € By). (IL1)

En particulier, des variables de la forme Y}, = f(X}) sont indépendantes, puisque les tribus en jeu sont
plus petites.
La définition habituelle de I'indépendance de deux événements

P(AN B) = P(A)P(B)
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coincide avec I'indépendance de o(14) = {0,Q, A, A°} et o(1p) (& vérifier!).
Noter que ’équation (II.1) exprime que les v.a. sont indépendantes si et seulement si leur mesure
image est une mesure produit.

THEOREME I1.4 Sila loi des v.a. X1,...X,, a une densité p par rapport a la mesure de Lebesque, alors
ces v.a. sont indépendantes si et seulement si cette densité a la forme produit

p(x1, ... 2n) =p1(z1) ... pn(xn).

DEFINITION I1.5 Des v.a. X1,... X, ... sont dites indépendantes si pour tout n > 1 les v.a. Xq,... X,
sont indépendantes.

THEOREME I1.6 Siles v.a. X1, Xo ... sont indépendantes et si J1,...J, sont des parties finies disjointes
de N, alors des variables de la forme Yy, = fr(Xi,i € Ji) sont indépendantes.

THEOREME I1.7 Si les v.a. X1, ... X, sont indépendantes et si E[|X;|] < co pour tout i, alors

E[|X1... Xa|] <00 et E[X...Xn]=E[X1]...E[X,]

Pour la démonstration, noter que c’est vrai pour les indicateurs, et cela s’étend facilement aux fonction étagées,
il ne reste plus qu’a approcher les X; par des fonctions étagées et & passer a la limite en utilisant le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue.

En particulier, si f1... f, sont des fonctions mesurables et si les espérances existent (p.ex. les f; sont
bornées) :

E[fl(Xl) s fn(Xn)] = E[fl(Xl)} . "E[fn(Xn)]'

Réciproquement, si cette relation est vérifiée pour toutes fonctions fj boréliennes bornées positives, alors
les X}, sont indépendantes (tout simplement parce que (IL.1) est satisfait).

11.2 Exemples

Indépendance deux a deux. Attention, ce n’est pas courant, mais des variables peuvent étre deux a
deux indépendantes sans étre indépendantes : Considérons un tirage Y selon la loi uniforme sur {1, 2, 3,4}.
Soit les v.a. X1 = lypair, X2 = ly<a et X3 = locy<s. Il est facile & vérifier, et naturellement intuitif,
que chaque paire (X;, X;), 1 <i < j <3, est une paire de v.a. indépendantes (c-a-d que les ensembles
correspondants sont indépendants), mais que (X7, X, X3) n’est pas un triplet de v.a. indépendantes (car
chacune est fonction des deux autres. Calculer E[X7X2X3]).

Variables décorrélées. Soient X et Y deux v.a. de La(P), X et Y sont dites décorrélées si
E[XY] = E[X]E[Y].

Dans le cas vectoriel :
E[XYT] = EIX|E[Y]".

Si elles sont indépendantes elles sont donc décorrélées, mais ’inverse est généralement faux : Soit X une
v.a. gaussienne, Y = | X|. Alors les v.a. X et Y sont décorrélées mais pas indépendantes (exercice).
La variance d’une somme de v.a. indépendantes est donc la somme des variances (cf page 14).

Fonction caractéristique d’une somme de v.a. indépendantes. Si Xi,...X, sont des v.a. in-
dépendantes réelles, on peut écrire

E[eit(Xl-l-...Xn)] — E[eitxl] - 'E[eitXn].

La fonction caractéristique de la somme est donc le produit des fonctions caractéristiques. Mentionnons
que pour les densités par rapport a la mesure de Lebesgue (si elles existent) c¢’est bien plus compliqué :
la densité de la somme est le produit de convolution des densités.

22



La loi multinomiale M(n,p1,...p,). Soit Xi,...X, des v.a.iid. & valeurs dans un ensemble de ¢
modalités, disons {1,...q}; on posera

pj = P(X1=7)
si bien que > p; = 1. Soit les variables

Par exemple : il y a ¢ = 3 candidats & une élection, avec une proportion pi, ps, p3 de votes favorables;
p1+p2+p3 = 1. On tire n personnes avec remise dans la population pour faire un sondage et ’on mesure
le nombre Ni, 1 < k < 3, de personnes déclarant voter pour k. La distribution du vecteur (N7, N2, N3)
permet d’étudier la représentativité du sondage.

Le vecteur (N1,...N,) est une v. a. & valeurs dans {1...n}? avec
Z Nj =nNn.
J

Calculons la loi de ce vecteur. On a
{Nl :nh...Nq :nq} = U{Xl = il,...Xn :Zn}

ot la réunion est prise sur toutes les suites d’indices (i1, ... i) telles qu’exactement n; d’entre eux vallent
j. Notons cet ensemble I ; il vient

P(Ny =n1,... Ny =ny) :ZP(Xl =i1,... X, =1y)
I
:ZP(Xl =i1)...P(X, = ip)
I

ZZPil - Diy
I

Mg

=|I|p}* Dy

car chaque terme de la somme a la méme valeur. Une formule classique de dénombrement pour le calcul
du cardinal de I conduit alors 4

nilooong! "
—— PPy

P(lenl,...Nq:nq)z "

Si p =2, c’est la loi binomiale B(n,p;).

Statistiques d’ordre. Soit X1,...X,, des v.a.i.i.d. réelles de loi de densité p(z) ; 'hypothése de densité
implique que pour i # j

POt = X)) = [ [Leplp) dedy =0

Il s’ensuit qu’avec probabilité 1 ces v.a. sont toutes différentes (corollaire I.4). On note X1y, ... X(y,) les
mémes variables réarrangées par ordre croissant. Calculons la loi de ce vecteur : commengons par n = 3
pour simplifier :

E[f(Xqay, X(2), X3))] = E[f(X1, X2, X3)1x,<x,<x5] + E[f (X1, X3, X2)1x, <x5<x,] + - -

ou les points marquent les 4 possibilités restantes pour ’ordre des variables. Tous ces termes sont égaux,
par symétrie. Donc

E[f(X(), X(2), X3))] = 6E[f (X1, Xa, X3)1x, <x,<X5)-

Avec n termes on a de méme
E[f(X(l)v <. X(n))] = n'E[f(Xla cee aXn)1X1S-~§Xn} =n! / f(xla s 7x71)1r1§~--§zndxl e dxy,.
La loi de (X(1),...X(n)) a par conséquent la densité sur R™

n! 1y <<z, p(z1) ... p(zp).
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Indépendance et fonction caractéristique Soit X = (X1,...X,,) un vecteur aléatoire de fonction
caractéristique

SOX(t) _ E[eithl-&-..Ait,LX"]'
Clairement si les X}, sont indépendantes, on a
ex(t) =ex,(t1) ... ox,(tn)
oll px, est la fonction caractéristique de X;. Mais réciproquement si ¢ a une forme produit

@X(t) = q/)1(t1) e wn(tn)-

alors en prenant pour ¢t un vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la i-iéme, on voit que
¥; = px,, ce qui signifie que X a méme fonction caractéristique que le vecteur X* = (X7,... X}) ot les
X} sont indépendantes avec chacune la loi de X; (c-a-d que X* suit la loi produit). Donc X et X* ont
méme loi, ce qui prouve l'indépendance :

THEOREME I1.8 Si la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (X1,...X,) suit une forme
produit, alors ses composantes sont indépendantes.
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[11

DEPENDANCE

I1I.1 Espérance conditionnelle

Un exemple. Une poule pond des ceufs en nombre poissonnien X de paramétre A. Chaque ceuf donne
naissance a un poussin avec probabilité p. Soit Y le nombre total de poussins. Il est clair qu’une fois que
la ponte a eu lieu, I'espérance du nombre de poussins est Xp. Cette espérance n’est cependant pas une
véritable espérance car c’est une variable aléatoire; c’est ce qu’on appelle I'espérance de Y sachant X,
notée E[Y|X]. L’espérance du nombre de poussins est 'espérance de cette variable c’est-a-dire Ap qui
est le nombre de poussins moyen que ’'on escompte avant d’avoir vu le résultat de la ponte.

On peut se demander & Uinverse la valeur de l’espérance du nombre d’ceuf sachant le nombre de
poussins. En utilisant la formule de Bayes on trouve

P(X=nY =k)

_ n—k
P(X =nlY =k)= P =) == 1n>k€/\(1p)%

C’est une loi de poisson P(A(1 — p)) décalée de k ce qui fait que
EX)Y =kl =k+ X1 —p).

Le nombre d’ceufs escompté est le nombre de poussins observé décalé d’une constante fixe, ce qui n’avait
rien d’évident au départ.

Un autre exemple. Soit C; la valeur d’un actif, ou de I'indice du CAC 40 au jour j. Il peut étre
intéressant de savoir prédire C; au vu des valeurs passées C;_1,Cj_2.... La valeur C;_; peut étre un
bon prédicteur, mais on peut arguer que si la suite augmente réguliérement, un prédicteur plus élevé,
tenant compte de la pente moyenne sera meilleur ; on pourrait également trouver intéressant de prendre
en compte Cj_o et C;_3... Cela semble sans fin, et le probléme est effectivement difficile.

Une méthode couramment utilisée en économétrie est de mettre un modéle statistique sur cette suite
et de prendre comme estimée la variable aléatoire de la forme ¢(Cj_1,Cr—2...) la plus proche (en une
certain sens) de C,,. C’est E[C},|C—1,Chr—2...], Uespérance de C,, sachant les valeurs antérieures.

Espérance conditionnelle & un événement. Soit A un ensemble mesurable non trivial et Y une
v.a. intégrable, on définit Pespérance de Y sachant A par la v.a.

E[YlA] .
A si weA

E[Y|A] = (4)
Yi4] { E},’&f)c] si wé A

C’est simplement la valeur moyenne que prend Y sur ’ensemble A ou sur A€ selon que w € A ou non.
Donc quand on dit «sachant A» cela signifie «sachant si w appartient & A ou non». Par exemple Y est
la durée de vie et A est ’ensemble des fumeurs.

SiY est un indicateur, on retrouve bien la formule de Bayes a cela prés que «sachant Ay 8’y interpréte
par «sachant que w appartient & A».
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Soit X une autre v.a. prenant un nombre fini de valeur, il est naturel de définir E[Y|X] par

EY 1ix—q]

EY|X] = P(X =)

X(w)=c

ou en d’autres termes

E[Y 1{X:ck}]

E[Y|X] = PIX =) X@)=er

k

ol les ¢ sont les valeurs possibles prises par X ; noter que c’est une fonction de X.
Si X est maintenant une v.a. réelle, il est naturel de définir E[Y | X] par quelque chose de ressemblant
a

EY|X]=E[Y | {X €I}] si X(w)€ I (IIL1)

k|

ou les intervalles I forment une partition fine de R, p.ex. I}, = [%, -

au sens ou le membre de droite

; il se trouve que ceci est possible

Zn = ZE[Y | {X € I}lxwyer,
%

converge vers une limite lorsque que l'on raffine la partition®, c-a-d n — oo ; cette limite est E[Y|X].
Cette construction s’étend & X vectorielle. Bref :

E[Y|X] est une variable aléatoire E[Y|X](w) qui est une sorte de d’espérance de Y restreinte a
DUensemble des ' tels que X (w') = X (w).

Par exemple si U et V sont deux v.a. indépendantes £(1); soit f une fonction, Y = f(U,V), et
X = VU? 4+ V2 (la norme du vecteur (U,V)); soit la limite de moyenne prises sur des couronnes trés
fines :

f(l') — lim E[Ylm—sg\/UQ—i-VQSm-l-e]
0 P(x—e<VU?2+V2<x+¢)

Vespérance de Y sachant X sera f(X).

Une autre définition moins intuitive mais plus précise fait I’objet du paragraphe suivant.

Une définition. Le théoréme suivant permet de donner une définition rigoureuse générale au concept
d’espérance conditionnelle & certaines observations. Elle est d’apparence abstraite, mais il faut garder
présent & D’esprit que 1’on peut toujours considérer qu’une tribu & est de la forme o(X) pour une
certaine v.a. (vectorielle) X et qu’une v.a. &/-mesurable est une v.a. de la forme f(X); par exemple
o = o(Ch,...C,_1) dans Pexemple précédent. Ce sont les deux théorémes suivants qui donneront des
procédés de calcul effectifs.

THEOREME ET DEFINITION II1.1 Soit (2, #, P) un espace probabilisé et o/ une sous tribu de F. Alors
pour toute v.a. Y € L1(P) il existe une unique v.a. & -mesurable Z € L1(P), telle que pour toute autre
v.a. &/ -mesurable bornée U on ait

E[YU] = E|ZU).

C’est Uespérance conditionnelle de Y sachant o, que l'on note Z = E[Y|«/]. En particulier si Y est
of -mesurable alors E[Y || =Y.

Si o/ est la tribu engendrée par des v.a. X1,... Xy, on note aussi E[Y|X1,...X,]; dans ce cas Z est
de la forme Z = f(X1,... Xy) pour une certaine fonction f.

1. La théorie des martingales permet d’y arriver facilement, du moins pour la sous-suite Z,;.
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L’interprétation est la suivante : si pour fixer les idées & = 0(X7,...X,), alors E[Y|</] est la meilleure
estimation que I’on puisse faire en utilisant les v.a. (X1, ... X,). Si & est la tribu triviale {0, Q}, on observe
rien du tout, les seules variables o/-mesurables sont les constantes, et nécessairement E[Y|«/] = E[Y].
Si a 'opposé &7 = .#, Y elle-méme est o/-mesurable et I'on a E[Y|&/] =Y.

L’espérance conditionnelle peut étre vue comme une projection sur 'espace des v.a. @/-mesurables
(noter le caractére involutif). Plus précisément, dans 1’espace Lo(P), Popérateur Y — E[Y].<7] est en fait
une projection orthogonale, E[Y|4/] étant la v.a. o/-mesurable la plus proche de Y. En effet, supposons
que Y € Ly(P) et calculons la distance de Y & toute autre v.a. o/-mesurable Z' € Ly(P); on vérifie
facilement en exploitant la relation E[Y Z'] = E[ZZ'] que

B(Y -2 = E[Y - 2)") + E[(Z - Z')"].

La distance de Y & Z’ est bien toujours supérieure a la distance de Y a Z. Notons également le théoréme
de Pythagore obtenu avec Z' =0 :

E[Y?] = E[(Y — Z)*| + E[Z?].

Dans le théoréme qui suit, I'inclusion de tribus &/ C £ référe typiquement & la situation & = o(X) et
P =o0(X,X’"), la formule se lisant E[E[Y|X, X']|X] = E[Y|X].

THEOREME III.2 L’espérance conditionnelle satisfait les propriétés de linéarité

E\Y || = AE[Y | o]
ElY + Z|o/| = E|Y || + E|Z|<]

Etsio/ C A

E[E]Y|9%)|| = E[Y |«]. (T11.2)
Si Z est o/ -mesurable, on a

E[ZY || = ZE|Y | ]

(sous le signe «|< », les v.a. o/ -mesurables se comportent comme des constantes). Si'Y est indépendante
de of

E[Y|</] = E[Y].
Toutes ces formules sont conformes a U'intuition. Le formule (II1.2) est associé au fait que prour projeter
orthogonalement sur un espace A, on peut commencer par projeter orthogonalement sur un espace B
qui le contient : P4 = P4 Pp.
THEOREME IIL.3 Soit (X,Y) une paire de v.a. On suppose que Y peut s’écrire sous la forme

Y = f(X,U)

pour une certaine fonction f et une certaine v.a. U indépendante de X. Alors
ElY|X] = /f(X7 u) Py (du). (I11.3)

Si la loi de (X,Y) a pour densité p(x,y) par rapport & la mesure de Lebesgue, alors

E[Y|X] =/yp(y\X) dy,  pylr) = fp?;xj))dy, :7;(;(;/)) (I11.4)

La démonstration de ces deux théorémes n’est pas trés difficile en utilisant la définition : il suffit de
vérifier par calcul que les candidats pour Z proposés dans (II1.3) et (II1.4) satisfont bien les conditions
du théoréme III.1.
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Le deuxiéme point montre que dans le cas d’une paire (X,U) de v.a. indépendantes le calcul de
Pespérance conditionnelle se fait en faisant perdre & X son caractére aléatoire (puisqu’il est connu) et en
le considérant comme une constante.

Noter que si f(x,u) est de la forme g(x)h(u), alors (IT1.3) est immédiat ; ceci donne une autre méthode
pour montrer le premier résultat par approximation de f par une somme de tels produits. Remarquons
également que la formule (IT1.1) conduit également assez facilement & (IIL.4) par un calcul informel o
lon fait tendre la largeur de 'intervalle vers 0.

EXEMPLE : PROCESSUS AUTORECGRESSIF. Soit U, une suite i.i.d. centrée , a € R, et les v.a. définies par
Xn+1 =a+ bXn + Un+17 n > 0 (1115)

Xy = x¢ étant donné déterministe. Cette équation peut modéliser par exemple I’évolution d’actifs d’un
jour au suivant. Posons %, = o(Us,...U,); il convient de remarquer que d’une part Xj est fonction
de (Uy,...Ug) et donc o(Xy,...X,) C %, (en d’autres termes : «toute fonction de (X7,...X,) peut
g’exprimer comme en fonction de (Uy,...U,)»), et d’autre part comme Uy = X, —a — bXj_1, on a
Fn Co(X1,...X,); finallement %, = o(X4,...X,). On a

E[Xps1|Fn] = a+ X, + E[Uns1|Fn] = a + bX,

N

qui est la prédiction & un jour. Pour obtenir la prédiction & deux jours, on conditionne ’expression
précédente par rapport 4 %, _1 :

E[Xn+1|jn—1] :E[E[Xn-&-l‘ﬁn”yn—l]
=Fla+ bX,|Fn-1]
=a+ bE[X,|Fn-1]
=a+ab+ X, 1.

On voit donc par récurrence que
E[Xn|Fnr] =a+ab+ ...+ ab" 1 + 05X, 1

qui est la prédiction a k jours. On peut également trouver de fagon similaire des formules analogues pour
E[X2|.Z, ], faisant intervenir la variance commune aux U,.

Terminons par un théoréme assez intuitif :

THEOREME II1.4 Soit Y € L(P), X une autre v.a. d valeurs de R? et ¢ une fonction injective sur R% :
E[Y|e(X)] = E[Y]X].

Si ¢ n’est pas injective, ¢’est bien entendu faux ; par exemeple si ¢ est la fonction nulle, on a E[Y |p(X)] =
0. pour tout x

I11.2 Loi conditionnelle

L’espérance conditionnelle correspond & ’espérance selon une certaine loi; cette loi dépend du point
w. La définition mathématique rigoureuse est un peu compliquée mais le principe est simple : application
A~ E[14]|X] est, pour chaque w € €2, une mesure de probabilité, la loi conditionnelle.

Par exemple, sachant N(w) = n le nombre de poussins suit une B(n,p); la probabilité d’avoir k
poussins sachant N est donc p*(1 —p)V (“)_k(N ,(f)), cette probabilité est une variable aléatoire.

Pour obtenir I'espérance de ¢(Y") sous la loi conditionnelle, il suffit de remplacer Y par ¢(Y) dans
les équations précédentes ; explicitons :

THEOREME II1.5 Soit (X,Y) une paire de v.a. et ¢ une fonction borélienne bornée.
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1/ Si X est discréte prenant les valeurs ¢y, :

Elp(Y) 1{x=c.]

k

2/ 5iY peut s’écrire sous la forme
Y = f(X,U)

pour une certaine fonction f et une certaine v.a. U indépendante de X, alors
Elp()|X) = [ @lf(X.0)Pudu).

ce qui peut se dire : «la loi de f(X,U) sachant X = x est la loi de f(x,U)».
3/ Sila loi de (X,Y) a pour densité p(z,y) par rapport & la mesure de Lebesgue, alors

B 1 7) = p(x,y) _ p(I7y)
Elp(Y)|X] —/so(y)p(J\X) dy,  plylr) = [p(z,y)dy — px(x)

Dans le cas ou Y ne prend un nombre fini (ou dénombrable) de valeurs, y1,ya,. .., la loi conditionnelle
et déderminée par les v.a. P(Y = yi|X). Si X est elle méme discréte, tout se réduit au calcul de
P(Y = yi|X = ¢;); pour chaque valeur de j on a un distribution de probabilité. C’est par exemple la
méthode & suivre si 'on s’intéresse 4 la loi du nombre d’ceufs sachant le nombre de poussins (exemple
du début de chapitre).

Seul le troisiéme point donne une formule explicite pour la loi conditionnelle, c’est la loi dont la
densité est

_ p(X,y)
plylX) = [p(X,y)dy"

Le dénominateur est désormais une «constante» puisque X est connu et seul y varie, si bien qu’en réalité,
la loi de Y sachant X se lit directement sur p(x,y).

Si l’on veut simuler par ordinateur la paire (X,Y") on peut simuler d’abord X ~ px (z) puis Y ~ p(y|z)
oll x est la valeur obtenue & la premiére étape.

—1/2 2x —x
Soit la paire (X,Y) de densité ey Pret

e
play) _ =¥/

V2rx
px(e) = “vans» conditionnellement & X =z, ¥ suit une N(0, z).

1z>0. On vérifie facilement que X ~ &(1) et que, comme

APPLICATION CONCRETE DU THEOREME. On utilisera essentiellement les deuxiéme et troisiéme points.
Le deuxiéme est, comme on va le voir, typiquement intéressant lorsqu’on considére des v.a. définies
comme un systéme dynamique

Xy = f(Xn-1,Upn), Xo=1o

ou f est une fonction connue, les Uy, sont i.i.d., et ici la condition initiale est déterministe xq. Le troisiéme
est utile dans des situations ol la loi est donnée en bloc par sa densité.

RETOUR AUX ACTIFS. Revenons au processus autorégressif (IIL.5). Si U, ~ N(0,0?), alors condition-
nellement & .7, (c-a-d & Uy,...U,), X,41 suit la loi N(a + bX,,,0?) : il suffit d’appliquer le deuxiéme
point du théoréme en notant que X, 11 est de la forme f(X,,Uyt1).

L’espérance conditionnelle de X, ; sachant le passé est a + bX,. La variance conditionnelle o
quantifie 'incertitude autour de cette valeur : comme la gaussienne N(0, 1) a une probabilité 0,01 d’étre
dans lintervalle [—2,6;2,6] la variable X, 1 qui est a + bX,, + oN(0,1) se trouvera dans l'intervalle
[a + bX, — 2,60;a + bX,, + 2,60] avec probabilité 0,01. o2 est la variance conditionnelle, elle permet
de mesurer la qualité de la prédiction donnée par ’espérance conditionnelle. Il se trouve que dans cet
exemple la variance conditionnelle ne dépend pas du passé mais en général elle peut étre fonction de
(X1,...X,), tout comme 'espérance conditionnelle.

2

29



VARIANCE CONDITIONNELLE. La variance conditionnelle de Y sachant X est
E[Y?|X] - E[Y|X]* = E[(Y — E[Y|X])?|X].

On peut le voir simplement comme une variance ot le signe F[.] est remplacé par E[.|X]. Elle représente
lincertitude de la prédiction de Y par E[Y|X], aprés observation de X.

On pourrait croire que I’apport de I'information donnée par X va diminuer l'incertitude et que donc
la variance conditionnelle sera toujours inférieure a la variance. C’est vrai en moyenne seulement, et donc
inexact : il se peut que X apporte essentiellement comme information que 'incertitude actuelle est bien
plus grande que celle que ’on observe en moyenne auquel cas la variance conditionnelle sera grande.
Soit par exemple Z un actif et U une variable B(1,p) qui indique, si elle vaut 1, 'imminence d’une forte
agitation des marchés. Un modéle (naif!) pour la valeur Y de Z le lendemain est

Y =7+ (01 +00)V, V ~N(0,1)

oll 01 et oo sont deux paramétres positifs. La variable V' est indépendante du reste. Le jour j, on ne
connait que X = (Z,U). La loi conditionnelle de Y est donc N(Z, (61 + 02U)?). Si U vaut 1, la variance
conditionnelle de Y est (o1 + 02)2. La variance de Y est en revanche

Var(Y) = Var(Z) + E[(o1 + 02U)?] = Var(Z) + (1 — p)oi + p(o1 + 02)?.

On voit donc que si Var(Z) est trés petit, alors (o1 + 02)? dépasse la variance de Y.

Quelqu’un de moins bien informé ne connait pas U. Pour cette personne, c’est la loi de Y sachant
Z qui intervient. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit d’un mélange de gaussiennes en
utilisant le deuxiéme point du théoréme.
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[V

VARIABLES GAUSSIENNES

IV.1 Loi gaussienne sur R.

IV.1.1 Deéfinition
Les lois gaussiennes, ou normales, sur R sont les lois de densité
1 _(e=w?

e 202
V2mo?
2

notées N(u, 02), ou les masses de Dirac d,- Son espérance est p et sa variance o*.
La loi est dité centrée si = 0 et réduite si o = 1.

IV.1.2 Homothéties et translations

1l est essentiel de remarquer que si X ~ N(0, 1), alors la variable Y = p+ o X suit la loi N(i,0?). En
effet, pour toute fonction continue bornée f, on obtient par un changemement de variables élémentaire :

E[fY)=E[f(u+oX)] = /f(,u—kax)e*%j% = /f(y)e’%\/%

On fabrique donc toute les loi gaussiennes réelles par ce procédé, les masses de Dirac étant obtenues en
prenant o = 0.

Noter également que 1’on peut faire Iinverse si 0 > 0 :si Y ~ N(u,0?), et X = (Y — u)/o, alors
X ~N(0,1).

IV.1.3 Fonction caractéristique
Un calcul un peu compliqué montre que la fonction caractéristique de N(0, 1) est

2
(,90,1(1‘,) = €_t /2.

On en déduit facilement la fonction caractéristique de N(u, 02) ; en effet, si Y = u+ 00X ~ N(u,0?) avec
X ~N(0,1), on a

Pu o—(t) — E[eitY] _ E[eit(lH—CfX]eit/LE[ei(ta)X} — eq‘,tue_gth/Q.

Par conséquent, si X; ~ N(,uj,af), 1 < j < n, sont indépendantes, la fonction caractéristique de leur
somme S est

ps(t) = Bl X)) =E[e] | Ble" ]

ity ,—oit?/2 itune—aitz/Q

=€

it Sy (T o) /2

(& (&
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qui est la fonction caractéristique de N(> Mj7ZUJ2) : Une somme de gaussienne indépendantes est
gaussienne. Forcément les moyennes s’additionnent les moyennes, et les variances galement en raison de
I’indépendance.

On a également pour tout t réel, et méme t € C,

E[etx} :etu602t2/2

formule qui redonne la fonction caractéristique en y remplacant t par it.

IV.2 Rappels sur les variances

Notations. Soient z et y deux vecteurs de R?, si on les considére comme des matrices colonne, leur
produit scalaire s’écrit

(z,y) = Zﬂﬂzyz =a'y.
i
Si A est une matrice, on a

JITAy = <177 Ay> = inAijyj-
ij

Soit X = (X1,....Xq)T une v.a. & valeurs dans R? (on a mis le signe de transposition pour souligner
qu’il s’agit d’un vecteur colonne). On a

B[X,]

La matrice de covariance de X, parfois appelée variance de X, est par définition la matrice

Var(Xy) Cov(X1,X3) ... Cov(X1,Xg)
Cov(Xa, X1) Var(Xs) oo Cov(Xa,Xy)
Var(X) = . . . .
Cov(X4,X1) Cov(Xg,X2) ... Var(Xy)

Cov(Xi, X;) = E[X; X;] — E[X;]E[X;] = E[(X; — E[Xi])(X; — E[Xj])].

Si 'on remarque que

X2 X1Xy ... X1X4
eyt XoX, X2 ... XoXy
XoX, XXy ... X2

il apparait que
Var(X) = E[XXT] - E[X]|E[X]T = E[(X — E[X]))(X — E[X])7].
Soit S une matrice symétrique d x d, la forme quadratique associée est I'application sur R?

U E wiuiSi; = u’ Su.
ij
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La forme quadratique associée & Var(X) est, en notant Y = X — F[X]
w'Var(X)u=u"EYYTu = Eu"YYTu] = E[(u"Y)(YTu)] = E[(u, Y)?]

qui est la variance de (u, X) car E[(u, X)] = (u, E[X]). La matrice de covariance permet donc de calculer
par simple produit la variance de toute combinaison linéaire des variables.

Si X et Y sont deux vecteurs, on définit la covariance entre X et Y par
Cov(X,Y) = E[XYT] - E[X]E[Y]" = E[(X - EY])(X — E[Y])"].
C’est la matrice, a priori rectangulaire, des Cov(X;Y;). Noter que
Cov(Y,X) = Cov(X,Y)T.

Notons aussi que si X est décomposé en deux sous-vecteurs

-0

on a

_( Var(y) Cou(Y,Z2)
Var(X) = (COU(Z,Y) Var(Z) )

IV.3 Vecteurs gaussiens
La définition formelle est la suivante

DEFINITION IV.1 Un vecteur aléatoire X sur RY est dit gaussien si pour tout u € R? le produit scalaire
(u, X) suit une loi gaussienne sur R.

Par conséquent, pour toute matrice M carrée ou rectangulaire & d colonnes, Y = M X est encore un
vecteur gaussien.

Si ’on connait Pespérance et la variance de X, alors on connait U'espérance et la variance de (u, X)
pour tout u (qui valent (u,u) = u”u et uT'Vu), et donc la loi de (u, X), puisque la loi gaussienne est
caractérisée par son espérance et sa variance. On peut donc calculer la fonction caractéristique de X :

px (u) = Ble'™Y].

Ceci démontre que la loi d’une v.a. gaussienne est entiérement caractérisée par son espérance et sa
variance et un calcul immédiat (si 'on connait déja la fonction caractéristique de la gaussienne réelle)
donne

ox(u) = e men VU2 Ly Var(X)
Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, cette expression de ¢x permet de montrer le

THEOREME IV.2 Soit X un vecteur gaussien d’espérance p et de variance V supposée inversible, alors
sa loi posséde une densité par rapport 4 la mesure de Lebesgue, qui vaut

e~ (@) TV Ha—p)/2

(2m)4/2/det(V)

p(x) =

On note cette loi N(u, V).

Si V' n’est pas inversible il n’y a pas de densité car la loi de X est portée par un sous-espace, c’est par
exemple le cas des vecteurs gaussiens

X))’ Y
X+Y
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ol X et Y sont deux gaussiennes indépendantes.

Un vecteur de v.a. gaussiennes n’est pas nécessairement un vecteur gaussien; par exemple si X ~
N(0,1) et Y ~ B(1,1/2) est indépendant de X, il est simple de vérifier que Z = (2Y — 1) X est N(0, 1)
et que pourtant X + Z ne peut pas étre gaussien, car nul avec probabilité exactement 1/2.

En revanche on vérifie facilement en utilisant la définition qu’un vecteur de v.a. gaussiennes indépen-
dantes est un vecteur gaussien.

Expression a 1’aide de gausienne centrées réduites. On sait qu’une gaussienne scalaire Z ~
N(u,0?) se réécrit comme translatée dilatée d’une certaine gausienne standard :
Z=u+0oU, U~N(0,1)

il suffit de prendre U = (Z —p)/o. On peut montrer de méme que tout vecteur gaussien Z peut se mettre
sous la forme

Z=p—+AU, U ~N(0,Id) (IV.1)

ol A est une matrice carrée. Notons que U est simplement un vecteurs de gaussiennes indépendantes
centrées réduites. Par exemple le deuxiéme vecteur de 'exemple ci-dessus s’écrit si X ~ N(0,1) et
Y ~ N(0,4)

X 1 0 X 1 00 X
Y =10 2 (Y/2> =10 2 O Y/2
X+Y 1 2 1 20 A

ol Z est indépendante N(0, 1) ; dans cet exemple, on voit que le fait que V' soit non inversible fait que
A peut étre choisie rectangulaire plus petite.

Indépendance et matrice de covariance. Supposons V inversible et diagonale par bloc, par exemple
deux blocs

vz(g‘ g).

Ceci signifie exactement que les vecteurs Y et Z de la décomposition conforme aux dimensions de A et

)

sont décorrélés. Regardons les conséquences sur la densité p(z); pour cela, décomposons de méme tout
vecteur x en deux sous vecteurs :

_ A7t 0
1 _
(o o)

il vient (on suppose ici pour simplifier que pu = 0)

-1
e () 2)()-vrne

ce qui implique que p(x) s’exprime comme le produit d’une fonction de y par une fonction de z, chacune
de ces fonctions étant une densité gaussienne. Par conséquent Y et Z sont indépendantes. On a donc le
théoréme fondamental :

SN ) Y .
THEOREME IV.3 S5i X = (Z) est un vecteur gaussien tel que Y et Z sont des vecteurs décorrélés, alors

Y et Z sont indépendants.
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Loi conditionnelle. Soit X = ( Z) un vecteur gaussien de matrice de corrélation

_(Cuw Cy:
Cre = <czy C..)’
pour trouver la loi conditionnelle de Y sachant Z on va utiliser la décomposition suivante :
Y =(Y - 0,0 2) + 0.0 Z =W + C,.C' Z. (IV.2)

Calculons la corrélation entre W et Z, en supposant pour simplifier les écritures que les variables sont
centrées :

EWwWZz" = E|Y -C,.C}'2)Z")| = E[YZ"] - C,.C'E[Z2Z"] = C,. — Oy, = 0.
La premiére variable est donc indépendante de Z si bien que la formule (IV.2) décompose Y en une
fonction de Z et une variable aléatoire W indépendante de Z; la variance de W est (on utilise ici la
décorrélation de W et de Z) :

EWwW™ = E|(Y -C,.C. 2y WT| = Elyw"] = E[Y(Y - C,.C.,')2)"| = C,, — C,.CC.,
et par conséquent W étant gaussienne

W ~ N(E[Y] ~ C,.C2 E[Z), Cyy — CyuClCy).

Laloide Y =W + C,.C..! Z sachant Z = z est donc la loi de W + C,.C 'z

| Loi(Y|Z = 2) = N(C,.C} 2, Cyy — €, C11Cuy).|

Dans le cas non centré, on a de méme

’LOi(Y|Z - Z) ~ N(E[Y] + CyZCz_zl(Z B E[Z]), O’yy B Oyzcz_zlczy)' ‘

formule plus confuse qui se déduit aisément de la précédente. En particulier
ElY|Z =zl = E[Y] + C,.C_,' (z — E[Z])

que ’on peut également écrire
ElY|Z] = ElY] + C,.C_"(Z — E[Z))

ou plus simplement, en notant par un tilde les variables recentrées
ElY|Z]=C,.C;'Z

formule simple qui permet de retouver aussitot la précédente. La variance conditionnelle ne fait pas
intervenir le centrage et posséde la propriété remarquable de ne pas dépendre de Z :

Var(Y|Z) = Cyy — C,.C' C.y.
La loi log-normale. C’est simplement la loi de 'exponentielle d’une gausienne scalaire. Cette loi sert
a modéliser certaines v.a. positives. Par exemple le modéle de Black-Scholes donne une loi log-normale

A la valeur d’une action.
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Exemple : Optimisation de portefeuille. Soit p placements donc chacun rapporte par unité de
temps et d’argent un gain gaussien X ~ N(u, V) : Si au jour j on place une somme unité avec les
proportions ci,...c, dans chaque placement, le gain le lendemain sera une v.a. X ~ N((c, u),cTVe).
L’objectif est de maximiser le gain moyen sans que le risque ne dépasse une certaine valeur prescrite, soit

max(c, u) sous (c,1) <1, 'Ve<o?
C

Un calcul donne la solution suivante : posons

_ Ap Al
T ATAy VT ATAL

A=V"1 Ji =c,Vey, 0’% =c1Ve.

¢, est la stratégie de placement proportionnel & Az et o2 le risque correspondant ; alors

; . — o
1. Sic <oy, =G Cu

2 2
g —0'12
2 _
au 1

2.8M0>0,: c=c1+blcu—c1), b=

Meéme dans le cas simple ot A = Id, on voit que la solution reste compliquée : pour les petits o,
linvestissement dans chaque placement est proportionnel & ce qu’il rapporte (ne pas mettre tout ses
ceufs dans le méme panier), et I’on a bizarrement ¢/'1 < 1 (du fait de I'interdiction de dépasse le risque
02), en revanche, pour o grand, on fait une combinaison entre cette stratégie et la stratégie consistant &
faire un investissement égal (cette derniére ayant un poids négatif, ce qui a pour effet de réduire, voire
éliminer, les placements de faible rendement).

Exemple : Ruine d’une compagnie d’assurance. Un calcul déja compliqué pour un probléme
simple. Une compagnie d’assurance ouvre boutique avec un capital initial ¢. On suppose que les recettes
mensuelles (primes) valent p et que le montant des sinistres au mois n est une v.a. gaussienne X,, ~
N(u,0?). Au mois n + 1, la compagnie a en réserve la somme

Ry=c+np—-X;1 —Xo---— X,

Les X} sont supposées indépendantes. On se doute que si p < p, alors la compagnie fera faillite en un
temps record; on va supposer que p > p, ce qui va simplifier les écritures. Appelons 7(w) le premier
instant que R, < 0, c’est l'instant de ruine de la compagnie. Si la compagnie ne fait jamais faillite, alors
T = +00. Formellement

7 =min{n: R, < 0}.

Posons S,, = Y1 +...Y,,, Y, = X; — p, on a également
T=min{n:S, >c+nlp—p}.

Calculons 'expression suivante, pour tout A > 0 :

n\2o2 22,2
Uy = e—n)\ o /ZE[e)\S e n\“o /2E[6)\Yn+)\5’

”1T§n71] = "’117§n71]

Comme Y, est indépendant de (Y1 +...Y,_1) et que 1,<,_1, indicateur d’une ruine avant n — 1, ne
dépend que de (Y1 +...Y,-1),0n a

U, :efn)\202/2E[e)\Yn]E[e)\Snfl 1T§n—1]

:e_(n_l))‘ZUQ/QE[GAS"71 (]-TSTL72 4 17_:”71)}

=1 +e—(n—1)gz/2E[6)\Sn_1 17_:”_1]

n—1
2 2
— § efk)\ o /2E[€>\Sk17-:k]
k=1
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Lorsque n tend vers l'infini, le terme de droite tend vers

ZE[G)\Sk—lmZﬂlT:k] :ZE[eAST—Toz/QlT: ]
k=1 k=1

By
k=1

:E[e,\sT—m%Z/leoo]
En ce qui concerne la limite de u,,, on a
w =e NP E[ (1 - 1)
-1 — efn)\QUQ/ZE[e)\Sanzn]
Mais si 7 > n, Sp,—1 < c+ (n—1)(p — ). Le deuxiéme terme est donc, en valeur absolue, inférieur &

e—nAQO'Z/QE[ec+(n—1))\(p—u)+)\Yn,} _ ec—(n—l)()\Qaz/Q—Ap-i-/\u)

qui tend vers 0 dés que A\o2/2 — p+ p > 0, soit
p—r
2

A> XN =2

ce que 'on va supposer dans la suite. On a donc pour de tels \ :
E[exs,—m%z/le@O] -1

pour tout A > Ag. Comme S; > ¢+ 7(p — p), il vient
E[eMCJ“T(p_“))_T’\ZUQ/217<oo} <1

soit exactement

E[e)\T()\of)\)o'2/21T<oo] < e Ae

la fonction Puisque la fonction A — A(Ag — A) est décroissante au voisinage de Ao, en faisant décroitre A
vers Ao, on a par le théoréme de convergence croissante

P(1 < 00) < e™, (IV.3)
Si I’on veut que cette borne soit < 107° on trouve, comme e 138 ~ 1076, qu’il suffit que capital initial
dépasse
13,8 o?
c> =6,9 .
Ao p—p

Notons que ’on obtient assez facilement une borne dans I’autre sens : pour tout n > 0
P(r < 00) >P(Sy, >c+n(p—p))
EE[]-Sn—c—n(p—u)>0]
:E[15n20+n(pfu)]
ov/n
=P(N(0,1) > ZM) avec n =
o p—H
et en utilisant la premiére borne de ’encadrement

=P(N(0,1) >

1 1 A2 1 A2
— (1 —=]e 2 <PN(0,1) > A) < E
V2TA < A) ¢ < PONO,1) )< V2TA

e 2
avec A = 24/6,9, on trouve pour ¢ = 6,9% : P(1 < 00) > 0,06.107%. L’encadrement obtenu pour
P(1 < o0) n’est pas extraodinaire mais on voit bien que la clé de la survie de la compagnie est que le
nombre c(p — p)/0? soit assez grand, de 1’ordre d’une dizaine.
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THEOREMES LIMITES

1l existe de nombreux théorémes-limite avec des variantes également nombreuses en théorie des prob-
abilités. On se restreint ici aux deux plus utilisés : la loi des grands nombres et le théoréme-limite central.

V.1 Convergence d’une suite de variables aléatoires

V.1.1 Convergence vers une variable aléatoire spécifique

Convergence presque stire. Si I'on voit une variable aléatoire comme une fonction de 2 dans R (ou
R?), la notion de convergence la plus simple est la convergence ponctuelle :

DEFINITION V.1 On dit qu’une suite X,, de v.a. converge presque sdrement vers une v.a. Y si la con-
vergence suivante a lieu avec probabilité 1

lim X, (w) =Y (w).

n—oo
C’est-a-dire

Plw: lim X, (w)=Y(w)) =1

n— oo

Vu que l'on convient de ne pas distinguer deux v.a. qui différent sur un ensemble de probabilité nulle
seulement, la convergence en tout point ne fait pas sens.

La convergence presque stre de X, vers Y équivaut revient & dire que la suite a a la convergence
presque stre de X, — Y vers 0.

La convergence preque stre est en pratique rarement simple & montrer, voici un critére un peu fort

mais qui a le mérite d’étre simple

THEOREME V.2 Soit X,, une suite de variables aléatoires telles que pour un p > 0 on ail

> E[X, 7] < o
n=1

alors X,, converge presque sirement vers 0.
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Démonstration: En effet en raison du théoréme de convergence croissante

[eS) k
B3 [XaP) =Eflim 3 X, 7
n=1 " n=1

k
= lilgn E] E | X, [P]  en raison du théoréme de convergence croissante

n=1

k
= 1 p
hén; E[| X, 7]

=Y E[X.P)

n=1
<00

La variable aléatoire > > | |X,,(w)|P est donc d’espérance finie ; elle est donc presque stirement finie. Ceci
implique que la suite | X, (w)[P converge vers 0, et donc X,,(w) également. |

Convergence en probabilité. Il existe une notion plus faible de convergence :

DEFINITION V.3 On dit qu’une suite X,, de v.a. converge en probabilité vers une v.a. Y si pour tout
e>0

lim P(|X,(w) —Y(w)| >¢)=0.

n—oo -
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue implique bien qu’une suite convergeant presque stre-
ment converge en probabilité. La réciproque est fausse en général.

La convergence en probabilité est souvent plus facile & montrer que la convergence presque sire.
Donnons un exemple : soit Z,, une suite de v.a. positives d’espérance 1 et

Zn(w) '

X, (w) =

1l est naturel de se demander si X,, converge vers 0. On a par l'inégalité de Tchebychev

B X, El|Z]]
P(IXa(w)] > ) < Zi2ml = 2L

ce qui implique que X,, converge en probabilité vers 0 si Z,, est intégrable. La convergence presque sire
est bien plus compliquée & montrer (et peut méme ne pas arriver si l'on choisit bien la suite Z,,).

V.1.2 Convergence en loi

DEFINITION V.4 On dit gu’une suite X,, de v.a. converge en loi vers une v.a. Y si l’'on a convergence
des fonctions caractéristiques : pour tout u € R?
lim E[ei(u,Xﬂ)] — E[ei(u,Y)}

n—oo

La variable Y n’intervient que par sa loi; «X, converge en loi vers Y» est en réalité un racourci pour
«la loi de X,, converge vers la loi de Y». D’ailleurs on peut trés bien dire «X,, converge en loi vers la
distribution centrée réduite».

La convergence en probabilité implique la convergence en loi; pour le montrer le plus simple est de
majorer

‘E[€i<u’X”>] _ E[ei(u,Y>]| < EHei(u,Xn) _ ei{u,Y)”
et de terminer en utilisant l'inégalité :

. ib
‘eza —é | < 2~1|b—a|2€ + E]-\b—a|§s

ca—b a—

car le membre de gauche est toujours < 2 et vaut eiaTer ei'T — et )| =2 sin((a — b)/2)]).
g

Poursuivons ce paragraphe par un théoréme un peu délicat & démontrer :
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THEOREME V.5 Soit X, une suite de variables qui converge en loi vers Y, alors pour toute fonction
continue bornée

lim E[f(X,)] = E[f(Y)].

n—oo

Nous admettrons que si les v.a. sont & valeurs dans N, la convergence en loi est simplement, la convergence
des probabilités individuelles P(X,, = m) vers P(Y = m), pour tout m.

On aura également besoin du théoréme suivant dont la démonstration ne pose en revanche pas de
difficulté particuliére

THEOREME V.6 Soit X,, une suite de variables qui converge en loi vers Y, et Z, une autre suite qui
converge en loi vers une constante ¢ (c.-a-d. une masse de Dirac) alors X, Z,, converge en loi vers cY .

V.2 Loi des grands nombres

LEMME V.7 (Une condition générale pour la loi des grands nombres) Soit U,,n > 1 une suite de vari-
ables aléatoires et S, = Uy + Uz + ..U, telles que :

U,>0 wpl

n 1 E[S,] — 1

Var(S,) <cn

pour des réels c et l, alors

Sn
— — 1 wp.l
n

REMARQUE. II est facile de voir que Var(S,,) < cn?~¢ pour un € > 0 suffit. Remplacer dans la démon-
stration la suite n? par n?/c.

Démonstration: On a

(S ey G e

n n

E

. S 2—E[S, 2] N S o
Par conséquent =»=— === converge presque stirement vers zero. Donc =%~ converge vers . Remarquons
que pour n? <k < (n+1)%:
Su 0 _Si_ Swap (141
n? (n+1)2 -~ k ~ (n+1)2 n?
et comme les deux cotés tendent vers [, le résultat est démontré. |

THEOREME V.8 Soit X,, une suite de variables indépendantes de méme loi et d’espérance finie, alors,
avec probabilité 1 :

lim X1 (w) + Xo(w) + .. X, (w)

n—00 n

= E[X1]. (V.1)

Démonstration: Faisons la démonstration dans le cas ot E[X?] < oo. Appliquons le lemme précédent &
U, = X;F = max(X,,0). Alors, comme Var(S,) = nVar(X;") et E[S,] = E[X{], les hypothéses sont
bien vérifiées et
XX+ LX)
lim

n—00 n

= E[X{].

On a le méme résultat en remplagant X" par X, = max(—X,,0), et comme pour tout =, z =2+ — 2™,
on obtient (V.1) en faisant la différence. |

41



V.3 Théoréme-limite central

THEOREME V.9 Soit X,, une suite de variables indépendantes de méme loi, centrées, de variance R,
alors les variables

X1 (w) + Xo(w) + .. X, (w)
\/ﬁ

convergent en loi vers la variable N(0, R).

Y, (W) =

Mentionnons que ce résultat reste vrai sous des hypothéses plus faibles, par exemple en remplacant
I’hypothése d’identité des lois par sup; E[|X;|?] < +oco. Un théoréme analogue existe également pour le
cas ou les variances sont distinctes. Ceci explique pourquoi la distribution gaussienne se rencontre souvent
dans la nature, dés qu'un phénoméne observé est la somme d’un grand nombre de facteurs indépendants
(bruit thermique, prix d’un produit...).

Démonstration: On suppose ici pour simplifier que les X, sont bornées, le cas général se traitant dans
le méme esprit mais avec des complications techniques non-négligeables. Commencons par le cas ou ces
v.a. sont scalaires; il existe m > 0 tel que presque sirement

| X (w)] < m.

On va calculer la fonction caractéristique de Y,, ; pour cela il faut noter que pour tout z € C

22 > 2k >, gkt 2SN 62K
D
I 1 I
2 k:Sk' k=0(k+3) 6k=0( +3)
et donc
2 2P s 2)f |2[?
1y <2 Lind B S 1 o iy 2
c 51=7 kz:; K= 6 (V:2)

Par conséquent, en raison de 'indépendance, pour tout t € R

itY, iX1/v/nn . Xl 2X12 —-3/2 "
E[@ n] :E[€ 1 ] :E 1+Zt%7t %+Z1n

ol Z1(w) est borné par %sem en vertu de (V.2) appliqué a z = iX;(w)/+/n; donc

Ele'n] = (1 - t22£ + E[Zl]nS/Q) = exp {nlog <1 - t22£ + E[Zl}n3/2> }
n n

en utlisant que h — h?/2 <log(1 + h) < h), on a facilement que

t2
nlog | 1— t2£ + E[Z)n3?) — _R
2n 2
et donc
) t2
E[eltYn] 3 eXp (_ QR)

qui est bien la fonction caractéristique de la gaussienne. Le théoréme est donc démontré dans le cas
scalaire borné.

Dans le cas oit X est vectoriel borné, de covariance R, alors (X}, u) est de variance u’ Ru, et
I'on déduit du résultat scalaire que (Y, u) converge en loi vers N(0,u” Ru), ce qui permet d’obtenir
directement que la fonction caractéristique de Y,, converge vers celle de N(0, R). |
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Exemple d’application : le semeur. On sait qu’une graine a une probablibité p = 0,75 de donner
naissance 3 une plante. Combien doit on semer de graines pour étre sir & 99% d’obtenir au moins 50
plantes 7

Le réponse est la suivante : si ’'on séme n graines et si X; est la v.a. qui vaut 0 ou 1 selon I’échec ou
la réussite de la i-iéme graine, la nombre total de plantes sera

La variable N se réécrit

N=np+Z(Xi—p) =np+\/ﬁ<\/152(Xi—p)>-

On peut préférer normaliser le dernier terme en tenant compte de ce que chaque X; a pour variance

p(1—p):

N =np+v/ny/p( ( >=np+\/np(1—p)Yn

WZW

et Y, est proche d’une N(0,1) en raison du théoréme-limite central; en d’autres termes la loi de N
g’approxime par une N(np, np(1 — p)). On a donc

P(N > 50) = P <yn > M’) ~ P (N(O, 1) > 50—"?)
np(l —p) np(L — p)

Soit A la valeur telle que
P(N(0,1) > —\) = 0,99
si Pon veut que P(N > 50) > 0,99, il faut que

50 — np
np(l —p)

On a P (N(0,1) < —=X) = 0,01 et donc par symétrie de la loi normale P (N(0,1) > A) = 0,01. A est donc
la fonction quantile (inverse de la fonction de répartition) de la gaussienne standard au point 0,99 ; on
a A~ 2,3. On obtient donc finalement puisque p = 3/4

50 — 3n/4 < —2,3 V3n/4
soit

3n —2,3v3n —200>0
ou en posant = = v/3n

2 —2,3 2 —200 > 0.

Comme «x doit étre positif et que ce polynome est négatif en zéro, ceci équivaut a dire que x doit étre
plus grand que la racine positive :

2,3+ /2,32 + 300
ks 5 0 153

ce qui donne
n > T8.

Si l’on compte simplement que 3 graines sur 4 se développent, on arrive & n = 50 x 4/3 ~ 67 ; cce choix
consiste & s’arranger pour que E[N] = 50, et il est probable qu’on obtienne en gros une fois sur deux
moins de 50 plantes.
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VI

STATISTIQUE EXPLORATOIRE UNIVARIEE
ET BIVARIEE

VI.1 Les données en premiére analyse

VI.1.1 Introduction

En statistique univariée, les données sont constituées d’un tableau (X;)i<i<n, ensemble de valeurs
qui peuvent étre soit

— quantitatives continues. Ex : taille d’un individu.

— quantitatives discrétes. Ex : sortie d’'un coup de dé.

— qualitatives. Ex : P ou F, sortie d’un jeu de pile ou face.

Les données quantitatives sont numériques. Les valeurs prises par une variable qualitative sont appelées
les modalités.

La statistique bivariée se consacre a I’étude d’un tableau de données contenant deux variables, par
exemple 1’age des mariés en Alaska en 1995. Ce tableau a donc deux colonnes, une par variable (age de
I’homme et age de la femme), et un nombre arbitraire de lignes (une par individu).

L’idée qui guide les méthodes de statistique exploratoire est 'interprétation de ces données comme
des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire de loi inconnue.

VI.1.2 Tableaux et tables de contingence

La représentation la plus simple est la suite exhaustive des X;.

Pour une variable qualitative il y a souvent peu de valeurs possibles vis-a-vis du nombre de données,
et ’on peut représenter les données par un double tableau valeurs/nombre d’occurences : La table VI.1
permet de manipuler deux tableaux de longueur fixe 6 au lieu d’'un grand tableau dont la longueur est
celle de ’échantillon (ici 88). De méme le tableau V1.1 représente une paire de variables a deux modalités.

Hommes | Femmes
fumeurs 72 323
non-fumeurs 56 233

v |1]2|3[4]5]6
n; [12]16 | 21|10 | 13 | 16

TABLE VL1 — Résultats de 88 jets de dés. Table de contingence : Evaluation du tabagisme sur 684
individus classés par sexe.

Dans le tableau VI.2, plutot que de lister 'ensemble des 5514 les paires (4ge du marié, age de la
mariée), on a classifié ces paires en 81 classes (discrétisation) ce qui donne le tableau suivant :
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F\ H 15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 | 55+ | TOTAL
15-19 152 323 68 20 4 3 1 571
20-24 56 733 452 146 42 12 7 4 1 1453
25-29 3 157 417 312 136 49 31 7 1 1113
30-34 2 34 141 273 194 107 41 8 11 811
35-39 10 55 116 180 157 70 32 13 633
40-44 4 11 52 80 118 88 40 25 418
45-49 4 18 36 41 79 58 41 277
50-54 1 4 9 16 28 35 48 141
59+ 7 8 82 97
TOTAL | 213 1261 | 1149 941 681 503 352 192 222 5514

TABLE VI.2 — L’age des mariés en Alaska en 1995 (Alaska Bureau of Vital Statistics). L’age du marié
varie en ligne et celui de la mariée en colonne. Chaque case indique un nombre de mariés.

VI.1.3 Histogrammes (variables quatitatives réelles)

Les tableaux ne sont pas trés parlants, surtout s’ils sont grands. La représentation par histogramme
pour les observations issues d’une variable continue, permet de visualiser aisément la distribution des
données (distribution empirique).

Une méthode naturelle consiste & les discrétiser sur des intervalles et & tracer un histogramime
par effectifs, également appelé « diagramme béatons », ou les ordonnées figurent le nombre n; (ou la
proportion p; en %) de points observés dans la classe, fig. VL.1.
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FicUre VI.1 — Histogramme par effectif des intervalles de temps entre deux éruptions du geyser Old
Faithful du parc de Yellowstone. Un total de 222 mesures ont été prises. Il y a 22 mesures entre 51 et
54 mn. Dans le second histogramme, on a fusionné 3 classes de sorte & mettre toutes les données de
lintervalle [60,69] dans une seule classe.

On voit tout de suite le défaut de cette méthode : le résultat ne correspond pas a ce que 'on attend si
les intervalles sont inégaux. Pour pallier & cela on va diviser la hauteur par la largeur de l'intervalle, et
pour une raison qui va apparaitre, on va également diviser par le nombre total de points; la hauteur au
dessus du i-iéme intervalle sera donc h; = n;/(nl;) ot I; est la largeur de lintervalle. On obtient alors la
figure VI.2.

Dans la représentation de la figure VI.2, noter que 'ordonnée h; ne correspond pas & la probabilité
empirique de la classe, mais c’est la surface; on a donc h;l; = p; = n;/n. La surface totale fait donc
1. L’HISTOGRAMME FOURNIT A LA FOIS UN ESTIMATEUR DE LA DENSITE DE PROBABILITE ET UNE
DESCRIPTION DES DONNEES.

On voit deux modes se dessiner, laissant penser & deux types d’activité différents.
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FiGure VI.2 — Histogramme des données «geyser». Elles ont été discrétisées par intervalles de 3 mn.
L’intégrale fait 1. On a observé 0,01.3.222 = 7 valeurs entre 48 et 51. On a placé & c6té un histogramme
avec des classes de taille variable.
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FiGure VI.3 — Histogramme des données « geyser », discrétisées cette fois par intervalles de 6 mn; on
distingue toujours deux modes. Histogramme avec une discrétisation par intervalles d’1 mn; les blocs de
hauteur 0.005 correspondent & une seule donnée.

Effet de la fusion ou de la scission de classes. Sil’on fusionne deux classes, le bloc résultant aura une
hauteur moyenne entre les deux blocs initiaux (et sa surface est la somme des surfaces). L’histogramme
garde donc le méme aspec, figure VI.3. Si les classes sont trop petites vis-a-vis du nombre d’échantillons,
I’histogramme obtenu peut étre assez mauvais car illusoirement précis, figure VI.3.

VI.1.4 Digression : un estimateur de la densité.

Pour une variable continue, les représentations du § VI.1.3 donnent une estimation de la densité de
la variable, i.e. de la dérivée de F'(x). Plutot que d’utiliser un histogramme (figure VI1.2), qui donne une
estimée trés irréguliére, il est courant d’estimer la densité par une formule du type

1 - .’L’—XZ
i=1

ot K est une fonction positive d’intégrale 1 (de sorte que p,, est aussi d’intégrale 1) et h un réel, bien
choisis. Si K est indicateur de [—1/2,1/2], p,(x) n’est autre que la proportion d’echantillons observés
dans un voisinage de taille h de x. Cette formule peut s’interpréter comme une facon particuliére de
régulariser 'histogramme. Le choix de K et du réel h est un domaine difficile des statistiques. Pour K,
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un bon choix est le noyau d’Epanechnikov

K(x)4\3/5<1z52), lz| < V/5.

Quant & h, il doit étre assez petit pour n grand : h ~ sn~/ est préconnisé pour ce choix de K (s
est 'écart-type empirique défini plus bas) ; toutefois en pratique, h est souvent choisi 4 la main a une
valeur qui semble raisonnable. Les figures qui suivent représentent I’estimation de densité sur les données
«geyser» (on a pris h = sn~'/% = 4,33), ainsi que les densités des variables «age du (de la) marié(e) le
jour du mariage » en Alaska en 1995 (Les femmes sont en trait plein et les hommes en pointillés) :

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03 -
0.02 0.02
0.01 | 0.01
AN
o T T T T T 0
40 50 60 70 80 %0 100 10

V1.2 La distribution empirique

Comme nous 'avons dit plus haut, tout ce qui suit est guidé par le modéle qui fait des données
(Xi)1<i<n une suite d’observations indépendantes de méme loi. L’hypothése clef est donc ’homogénéité
des données (identité des loi).

VI.2.1 Distribution et moyennes empiriques

La moyenne empirique d’une fonction f des données (X;)i1<i<p est
1
LX)
3
et la probabilité empirigue d’un ensemble A est la proportion d’échantillons tombés dans A :

;;j{:1A(x;y

La distribution empirique est donc celle qui attribue & chaque valeur une probabilité égale & sa fréquence
d’observation. C’est celle que I'on observe en tirant (avec remise) des échantillons au hasard dans I'ensem-
ble des observations.

EXEMPLE : dans le cas des 88 jets de dés (table VI.1) la loi empirique a les poids suivants

g1 2 | 38 | 4 | 5 | 6
p; | 12/88 | 16/88 | 21/88 | 10/88 | 13/88 | 16/88

Dans le cas du tableau VI.1, en normalisant simplement par le nombre d’individus, on obtient le tableau :

H F
fumeur 0,105 | 0,472
non-fumeur | 0,082 | 0,341
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La loi des grands nombres assure que si les variables (X;);=12... sont indépendantes de méme loi,
alors, pour toute fonction f continue par morceaux bornée (et méme pour bien d’autres...), leur moyenne
empiriques convergent vers l'espérance de f sous cette loi, E[f(X)].

Sous des conditions raisonnables, cette propriété reste vraie pour des variables non-indépendantes,
I’hypothése essentielle restant ’identité des lois.

Les moyennes empiriques sont donc Dapprorimation la plus naturelle des espérances & partir des
données.

Cas de données discrétisées en intervalles. Il arrive que les variables originales soient discrétisées
sur des intervalles, par exemple si I’age du marié est donné par tranche d’ages (tableau VI.2); dans ce
cas on ne peut pas retrouver la loi empirique des données originales. On prend alors conventionnellement
comme loi empirique soit la loi discréte qui attribue & chaque milieu d’intervalle la probabilité de ce
dernier (on fait comme si tous les mariés de lintervalle 20-24 avaient 22ans), soit la loi uniforme par
morcequs dont la densité est donnée par Ihistogramme correspondant (on fait comme si les mariés de
Pintervalle 20-24 sont uniformément répartis). Cette derniére solition est plus naturelle car la vraie loi
a une densité mais rend le calcul des espérances empiriques plus difficles. Ces deux choix donnent des
résultats différents en général sauf pour le calcul de la moyenne. Par exemple, si au lieu des données
complétes, on ne dispose que du tableau VI.2, on estimera ’age moyen du marié par :

17 x 213 + 22 x 1261 4 ... + 52 x 192 4 57 x 222

5514 = 32 ans et 3 mois.

La valeur 57 choisie ici est arbitraire et discutable.

VI1.2.2 Fonction de répartition
La fonction de répartition empirique de I’échantillon est

Fn(y) = l ZlIiSy =

n

nb de valeurs observées < y

. VI1
- nb total de valeurs observées ( )
F,(y) est la fréquence empirique d’apparition de valeurs strictement inférieures a y. La fonction de
répartition n’est donc définie que pour les variables prenant des valeurs numériques.

La loi des grands nombres implique que si les variables (X;);=1,2... sont de méme loi P, alors pour
tout vy,

lim F,(y) = F(y) = P(X <y).

Si la fonction de répartition empirique est moins parlante que I'histogramme, son avantage est que la
formule (VI.1) permet de représenter directement une variable continue sans faire de discrétisation préal-
able en intervalles (de taille arbitraire) ; voici les fonctions de répartition correspondant a la table VI.1
et des données « geyser» :

12 10 —
0.9
10 4 — ]
0.8 o
0.8 — 0.7 ]
—o |
06 | 05 -

0
05 4
04+ 0.4 -
—o ]
0.2 0.3 4
o 7
0.2 o
0- — o 1
0.1 4
-02 T T T T T O T T T T T
-2 0 2 4 6 8 10 40 50 60 70 80 90 100
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VI.2.3 Quantiles

La fonction quantile empirique est la fonction @), approximativement inverse de F,, (elle n’est pas
inversible). @, () est la valeur qui sépare les données en proportion « et 1 — «. Elle est définie
précisément par :

1
<a< -—.
n n

ou la suite (&;) est la suite des z; réordonnés par ordre croissant. On note généralement les quartiles :
Ql= Qn(07 25)7 Q2= Qn(ou 5)7 Q3= Qn(oa 75) N

Dans la figure qui suit, les données « geyser » sont représentées sur l’axe réel par leur valeur. A gauche
de la valeur Q1 (comme a droite de (3) se trouve un quart des données :

40 Q1 Q3 100

Boites de dispersion. Il s’agit d’un format de représentation des données par une simple boite de
largeur (ou hauteur) Q3 — @1, o Q2 est indiqué par une séparation (chaque compartiment contient donc
un quart des données) ; cette boite est prolongée par deux traits : Uextrémité du premier correspond &
la premiére donnée supérieure a Q1 — 1,5A, ot A = Q3 — @1 et lautre a la plus grande inférieure &
Q3+1,5A. Les données extérieures & ’ensemble, c.-a-d. hors de [Q1 —1,5A, Q5+1, 5A], sont représentées
individuellement (s’il y en a). Cette représentation est surtout utilisée pour comparer graphiquement
différents groupes.

350
I

300
I

250
I

200
I

—

150
I

T T T T
Temoin 2 j+4 j+14

FIGURE V1.4 — On mesure le taux de cholesterol sur un groupe temoin et sur un autre groupe de patients
ayant eut une crise cardiaque, 2,4 et 14 jours apreés la crise. D’aprés OzDASL.
Pourquor 1,5A ? Pour une v.a.gausienne, Uintervalle [Q1 — 1,5A, Q3 + 1, 5A] contient plus de 99% de

la masse ; on a donc ainsi, méme s’il y a peu de données, une estimation (plus ou moins réaliste) d’un
intervalle en dehors duquel on ne s’attend pas a trouver plus de 1% des données.

VI.3 Indices synthétiques essentiels

VI.3.1 Mesures de localisation

La moyenne empirique est la moyenne arithmétique des données :
_ 1
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C’est aussi la valeur pour laquelle la somme des carrés des distances des données & cette valeur est
minimale :

= argmyin Z(L — )%
1
La moyenne des 222 données « geyser» est de 71mn.

Médiane. S’il y a un nombre impair de données, c’est la valeur centrale Z(,11)/2. Sinon, c’est par
convention la moyenne des deux valeurs centrales.

La médiane des 222 données « geyser » est de 7bmn, ce que confirme la figurede la page 49. Sur cette
figure, on trouve la premiére médiane & 3. Noter la dissymétrie de la distribution des données « geyser »
(§ VI.1.3) qui déplace la médiane (par rapport & la moyenne) vers une zone de plus grande probabilité.
INVARIANCE PAR CHANGEMENT D’ECHELLE MONOTONE : Si y; = f(z;) pour une certaine fonction
monotone f et si Q2 est la médiane des z;, alors f(Q2) est la médiane des y;. C’est une propriété
importante qui n’est pas satisfaite par la moyenne.

VI1.3.2 Mesures de dispersion

On cherche ici & quantifier ’étendue des données.
La variance empirique est la la variance de la distribution empirique, c-a-d la quantité définie par
1 e 1 2 -2
Var(x):EZ(mi—x) :szi - T
7 7

On la note aussi s2. Sa racine s, est I’écart-type empirique, et sa dimension est celle des données.
Sur les données « geyser », I'écart-type est s = 12, 8.

On considére aussi des intervalles interquantile, par exemple Q35 — @1 qui est I'étendue de la zone
centrale contenant la moitié des données (cf § VI1.2.3).

VI.3.3 Corrélation

Soient z = (71, ...7,)T et y = (y1,.-.yn)? deux vecteurs de R", par exemple des paires (age, revenu)
pour des individus différents. On note leur moyennes respectives T et ¢, et les vecteurs recentrés T et g :

Z1

1S3
I

1 -

5 JZZ*E Zj, Ty =Ty —X.
n -

T J

PRrROPRIETE VI.1 La covariance empirique de x et y est
1
Cov(z,y) = - Zi’zﬂz =Ty —TY
K3
et le coefficient de corrélation linéaire vaut
Cov(z,y) (z,9)

Cor(z,y) = = = -
@) == o = T ik

Cor(x,y) est donc le cosinus de I'angle que forment les vecteurs des données centrées. Cor(z,y) et
Cov(x,y) sont aussi notés parfois 74y et cgy.

PROPRIETE VI.2 |Cor(z,y)| < 1. |Cor(z,y)| = 1 si et seulement s’il existe (a,b) € R, X R tels que
yi =ax; +b, i =1,..n; dans ce cas Cor(z,y) = signe(a).

Une forte corrélation signifie donc que les y sont quasiment fonction linéaire des x. En pratique une faible
corrélation sera souvent interprétée (abusivement) comme de l'indépendance (par analogie avec le cas
gaussien).

Ainsi, 'importance de 'exposition au soleil pour le cancer de la peau a été démontrée simplement en
calculant la corrélation entre les taux de cancer dans certaines régions et la latitude.

La corrélation entre 'age de la mariée et 1’age du marié (tableau VI.2) est de 0,8.
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VI.3.4 Cas de données qualitatives

Soient ay, ...ap (resp. by, ...by) les modalités pouvant étre prises par « (resp. ¥). On peut alors construire
le tableau de contingence (n;;) de taille p x ¢

nig = #{k: Tr = a;, yp = b;}.

Par exemple le tableau VI.1 p.45 ou encore le tableau VI.2 p.46 (si 'on considére la tranche d’age comme
une variable qualitative).

Il est en fait bien plus commode de raisonner sur les probabilités (fréquences) empiriques que 'on
note

N Nij
Pij = —

On pose également,

Pi. =Y Dijs Dj=_ Dij
j 5

Si z et y forment un tableau de données empiriquement indépendantes, on doit avoir pour toute paire
i, ]

Pij = Pi.D.j-
La mesure la plus classique d’indépendance est le coefficient de contingence de Pearson :

DEFINITION V1.3 Le coefficient de contingence de Pearson entre x ety est

o2 — ”Z (Dij Tﬁj.ﬁ.j)Q
i Di.P.j

Si x; et y; sont des variables aléatoires indépendantes, on vérifie (par la loi des grand nombres) que
®? tend vers en loi vers une certaine distribution quand le nombre de données tend vers l'infini, et en
revanche, en cas de dépendance, il est d’ordre n. La normalisation de chaque terme par p; p ; vient de
considérations statistiques.

Dans le cas de I'exemple du tableau VI.1, on trouve ®* = 0,14. Si I'on remplace 72 par 152, une
nette dépendance entre le sexe et le tabagisme apparait et on trouve ®2 = 14

VI1.3.5 Corrélation partielle

Considérons ’exemple suivant : pour mesurer 'efficacité des pompiers, on calcule la corrélation entre
le nombre de pompiers p envoyés sur un sinistre et le montant des dégats d (en euros). On trouve

Tpd = 0, 7.

Faut-il conclure de cette corrélation élevée que pour réduire les dégats il faut diminuer les effectifs de
pompiers 7 Cette conclusion serait exacte si la statistique portait sur des incendies de méme ampleur
initiale. En d’autres termes, on voit bien que cette variable ampleur initiale a étant fortement corrélée
A p et d introduit une corrélation «artificielle» entre le nombre de pompiers envoyés et les dégats. 1l
faudrait calculer la corrélation sur des incendies d’ampleur initiale fixe, puis faire ensuite la moyenne sur
cette variable.

La solution mathématique, justifiée plus loin, est de calculer la corrélation partielle entre p et d
sachant a

DEFINITION V1.4 Le coefficient de corrélation partielle entre x ety sachant z est donnée par la formule

Txy - Tmzryz

Ja-ra-ri)
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Reprenons notre exemple. Si ’'on a
Tpa = 0,9 et Tva = 0,9

alors 7,9, = —0,6 et le signe est correct !

On interpréte la nullité de r,,|. comme un indice d’indépendance de x et y conditionnellement & z :
lorsque z est connu, y n’apporte aucune information supplémentaire sur x.

Voici deux exemples sur des données réelles ot 1’on voit la corrélation changer de signe (Kendall et
Stuart, Advanced Theory of Statistics, Vol 2, Ex 27.1 & 27.2) :

1. Des statistiques portant sur 20 ans dans une région de Grande Bretagne

x = rendement & ’hectare
y = température moyenne au printemps

z = chutes de pluie
et ’on trouve
Tye = —0,4, 714, =0,8, 1y, =-0,56, 71y,=0,1
2. Des statistiques portant sur 16 villes des Etats-Unis en 1935

r = criminalité
y = fréquentation des églises

z = nombre d’enfants par famille
et 'on trouve
Tye = —0,31, 71, =-0,14, 7, =0,85 71y, =0,25
La formule (VI.2) se justifie par le

THEOREME V1.5 Si X, Y, Z forme un vecteur gaussien, et si ryy, Tz, Ty, désignent les trois corrélation,

alors 14y, donné par la formule (VI.2) est la corrélation entre X et Y pour la loi conditionnelle a Z :

EXY|Z] - EX|Z]E[Y|Z]
VE[X?Z] - E[X|Z]2 \/E[Y?|Z] - E[Y|Z]?

Teylz =
(qui ne dépend pas de Z ).

. . X
Démonstration: Soit U = (Y)’ on a vu que

Loi(U|Z = z) = N(C’uzcz_zlz, Cuu — C’uzCz_ZlCzu).

La corrélation entre X et Y pour cette loi est donnée par le coefficient (1,2) de la matrice 2 x 2 de
covariance de cette loi. Il vaut

Cry — CuxC1Cy.
On a donc
Taylz = Cay — C11Cr2Cye
Ve - CElC2, \JCy, - CACE,

qui se réarrange bien en (VI.2). |
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VIl

ESTIMATION. TESTS. EXEMPLES

VII.1 Introduction

Le but de ’estimation est de calculer une certaine quantité dépendant de la distribution d’une variable
aléatoire Y. Cette quantité peut étre un moment :

0* = E[Y*]
un quartile
P(Y <6*)=0,25

ou autre....

Dans un probléme d’estimation, on ignore la distribution de Y, mais on a & sa disposition une suite
Y1,...Y, de v.a. indépendantes de loi commune identique & celle de Y.

La majeur partie des estimateurs connus d’une certaine quantité 6* sont obtenus, & quelques modifi-
cations prés, par un principe d’empirisme :

— exprimer 6* comme une fonction de la distribution de Y’

— définir ’estimateur 6,, comme la valeur de cette fonction sur la distribution empirique.
Pour le premier exemple la fonction est « espérance de la puissance 4 » et 'on obtient

A 1
0 =—) Y
n= 2 Y
et dans le second ’estimée sera le premier quartile des données, c’est-a-dire la valeur qui sépare les 25%
plus petites données de 75% plus grandes.

La convergence de 6,, vers 8* sera généralement une conséquence, plus ou moins directe, de la loi des
grands nombres.

Dans un cadre plus général de données dépendantes, on a plutét recours & des estimateurs du type
«maximum de vraisemblance» que ’on ne considérera pas ici, mais qui souvent peuvent s’interpréter
comme plus haut. Leur convergence est encore basée sur des versions de la loi des grands nombres.

VII.2 Quelques estimateurs. La loi des grands nombres

Moyenne. Soit une suite de variables aléatoires Y7, ...Y,, de méme loi. On voudrait calculer leur espérance
commune m et leur variance v. L’estimateur empirique est :

NS IR
mn:ﬁ;Yi.

m est 'espérance de la variable aléatoire obtenue par tirage uniforme dans ensemble {Y7,...Y,,}. La loi
des grands nombres assure que ces quantités convergent vers m :

limm,, = E[Y] =m.
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Variance. De méme, un estimateur de la variance est la variance empirique

1 n
L 2 a2
on = — g Y —m;,.
i=1
La loi des grands nombres assure que 9,, est convergent :
n n 4

1 n
lim &, = lim — "V} — limm}, = E[Y?] - E[Y]* = 0.
i=1

L’estimateur de ’écart-type est
On =\ 0n

Corrélation. Soit une suite de variables aléatoires (Y1,Y?),...(Y,,,Y,) de méme loi. Comme précédem-
ment, des estimateurs convergents de leur corrélation et de leur covariance sont

1 — 1 —
AnZ*E Y; — ) (Y — 1, 2*5 Y;Y! — i
¢ ni:l( my ) (Y] —mi) n L — My,
. Cn

~ oni,

ol My, M., U, et U}, sont les estimateurs définis précédemment de la moyenne et de la variance pour les
deux lois. La convergence se montre de la méme fagon.

Fonction de répartition. De méme, si 'on veut estimer la fonction de répartition en un point z,
c’est-a-dire la probabilité que la variable Y soit inférieure & x, on utilisera la fonction de répartition
empirique

~ 1 n 1 )
Fn(:v):g E 1}/61:5#{@: Y; < 2}
T i=1

et

lim F,(z) = E[ly<.] = P(Y < z) = F(x).
Quantile. On cherche la plus petite valeur A qui n’est dépassée par y qu’avec probabilité disons 5%,
c’est-a-dire la solution de

P(Y > A) =5%.

On suppose pour simplifier que la fonction de répartition de Y est continue. Comme A = F~1(0,95) un
estimateur naturel est

A, = F;10,95).

C’est-a-dire que A, est simplement la valeur telle que 5% des données lui sont supérieures. Cet estimateur
découle également de 1'utilisation de la loi des grands nombres, mais cette fois-ci de maniére indirecte.

Probabilité d’un Bernoulli. Si chaque Y; est B(p, 1), c’est-a-dire vaut 1 avec probabilité p et 0 avec
probabilité 1 — p, alors p est ’espérance de Y et une estimée est

I
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DEFINITION VIL1 Soit Y1,Ys,...Y,, une suite i.i.d. et 6" une quantité dépendant de la distribution com-
mune auz Y; (une fonction des moments, un quantile,...). Soit 0 = 0(Y1,...Y,) une fonction de Y1,..Y,.
On dit que 0 est un estimateur non-biaisé de 0* si

Elf) = 6.

On dit que la suite d’estimateur 6, = én(Yl, .Y, est un estimateur fortememnt convergent (ou consis-
tant) de 0* si avec probabilité 1

lim 6, = 0*.

n—oQ

L’estimateur ., est sans biais. En revanche, on vérifie que 0,, est un estimateur biaisé de v. Les estima-
teurs qu’on a vu jusqu’a présent sont tous convergents.

VII.3 Loi asymptotique des estimateurs

Les estimateurs sont des variables aléatoires, puisque ce sont des fonctions des observations. Il sont
construits de sorte & avoir une faible variance autour d’une valeur & trouver. On peut étudier cela de
plus prés.

VII.3.1 Normalité asymptotique

On va voir que les estimateurs étant généralement basés sur des moyennes empiriques (parfois de
maniére indirecte), leur comportement asymptotique est essentiellement gouverné par le théoréme-limite
central et leur distribution asymptotique, aprés normalisation sera gaussienne. On aura donc trés souvent
une vitesse de convergence en n~ /2 avec la limite en loi

Vi (0, — 6%) — N(0,0?),

pour un o & calculer.

Estimateur de la moyenne. En vertu du théoréme-limite central,
> V/n (1, —m) — N(0,v),

est asymptotiquement gaussien de variance v (variance de chaque Y;).

Estimateur de la variance. La distribution asymptotique de 0, est plus difficile & obtenir puisque
Pexpression donnée plus haut pour 9, ne se présente pas comme une moyenne de v.a. indépendantes.
Comme ¥y, est aussi la variance empirique de la suite (Y; —m) on a

I 2 (o 2
vn—ni:Zl(YZ m)* — (M, —m)°.

Il s’ensuit que
V(o —v) = % Zz:l;[(yv —m)? —v] = v/n(1h, —m)?,

En raison de ce qui précéde, le deuxiéme terme tend vers 0 et le premier converge en loi vers une variable
gaussienne de variance :

ve = E[((Y; = m)? = v)?’] = B[(Y; - m)"] = v*.
et donc

>  Vn (0, —v) — N(0,v,).
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FiGure VIIL.1 — Exemple de fonction de répartition empirique d’un échantillon de 20 valeurs gausiennes
centrées réduites et fonction de répartition de la gaussienne. Méme expérience avec 200 v.a. uniformes.

Estimateur de la covariance et de la corrélation. Par une méthode analogue on montre que si les
variables Y et Y’ sont indépendantes on a

> Vné, — N(O,O‘20'/2>, et n 7, — N(0,1).

S’il y a dépendance, on trouve des formules plus compliquées.

Bernoulli. Le théoréme-limite central implique que
> V(b —p) — N(0,p(1 - p)).

Fonction de répartition. De la méme facon, puisque ly, <, est un Bernoulli

> V(o) - F(x) — N(O,F()(1 - F())).

Médiane. Soit m la médiane de la loi commune aux Yj, et 1, ~ Y, /2 la médiane de I’échantillon ; on
peut montrer que

> Vi, —m) — N(O,1/(4f(m)?)),
ou f est la densité de Y.

VII.3.2 Théoréme de Kolmogorov

On a vu que la construction des estimateurs résultait souvent du remplacement de F (fonction de
répartition de Y') par la fonction de répartition empirique F),. 1l existe deux théorémes qui quantifient
la proximité de ces deux fonctions. On posera

dy = st;p |y (x) — F(x)].

THEOREME VII.2 (Glivenko-Cantelli) Avec probabilité 1, d,, converge vers 0.

La figure VII.1 illustre ce phénoméne. Le deuxiéme est une convergence en loi

THEOREME VII.3 (Kolmogorov) Si F(x) est continue, la loi de d,, est indépendante de F et la suite
Vnd, converge en loi :

n—oo

+oo
lim P(v/nd, <y)=1+2 Z(*l)ke*m&yz,
k=1
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FIGURE VIL.2 — Densité de la gaussienne. Chaque région hachurée est d’intégrale a/2. Les abscisses
correspondantes (£2,2) sont £M,,. La probabilité de tomber dans la région non-hachurée est 1 — a.

Le fait que la loi de d,, est indépendante de la loi des Y} est un fait simple & vérifier si F' est strictement
croissante :

d = sup|Fo(F~'(y)) —yl, onaposé F(z) =y
Y

1 n
=sup|= > ly,<p-1(y) — Ul
v M4

1 n
=sup|— Z Lrviy<y — Yl
v "o

comme les F(Y}) sont i.i.d U([0,1]) la loi de d,, est celle de

1 n
sup|= > lu,<y — |
v 3

ot les Uy, sont i.i.d U([0, 1]).

VII.4 Intervalles de confiance

VII.4.1 Introduction. Définition

Placgons nous dans le cas ot l'on a la convergence en loi de l'estimateur 0 :
@(én —6*) — N(0,1), en loi. (VIL1)
o

Notons M, la valeur telle que la variable gaussienne tombe dans I'intervalle [—M,; M| avec proba-
bilité 1 — « (cf figure VIL.2) :

1 — M, 7x2/2d N 1 +o0 7x2/2d ) 1 +o0 7I2/2d
o= — e X ——— e r = 4—F— e X.
vV 2 0o vV 21 M, vV 2 M,

Si I’on considére que 0*1\/71(@” — 6*) a une loi gaussienne, alors cette variable est comprise entre — M,
et M, avec probabilité . On a donc la relation

—M, < @ (én —0*) < M, avec probabilité 1 — «
o

59



qui se réécrit
. oM, » oM,
0" € |0, — >0, 21,
Vi

avec probabilité 1 — a.

Intervalle & 99%. Pour un seuil « = 1%, on a M, = 2,6 (P(|N(0,1)| > 2,6) ~ 0,01)
0* € [0, — 2,60/v/n, 0, + 2,60/\/n] avec probabilité 0,99.

Cet intervalle de confiance est asymptotique, c’est-a-dire valide en théorie pour n grand seulement. On
peut noter plus simplement

0* =0, +2,6 0/\/n avec probabilité¢ de confiance 99%.

Intervalle & 95%. De la méme fagon, on a P(JA(0,1)] > 1,96) ~ 0,05) et

0* =0, +£1,96 0/\/n  avec probabilité de confiance 95%.

On a la définition plus générale :

DEFINITION VII.4 Un intervalle de confiance pour 0* de probabilité de confiance 1 — v est un intervalle
aléatoire tel que

0* € I avec probabilité 1 — a.

a est appelé le niveau.

Un peu de philosophie. Noter que ’équation (VIL.1) conduit plus naturellement a
0, = 0" +1,96 0/\/n avec probabilité 95%

qui est un intervalle déterministe pour 0,. Cest le point de vue des probabilités. Le renversement de
cette équation correspond au passage des probabilités aux statistiques expliqué au chapitre 1.

VI1.4.2 Intervalles exacts et intervalles approchés.

Les intervalles de confiances présentés au début du paragraphe précédent ne sont pas exacts car
0,, — 0* ne suit pas rigoureusement une loi normale; ils ont donc un niveau «,, différent de «; on peut
cependant dire que «,, tend vers a.

Malheureusement, on ne connait pas la valeur de n pour laquelle on peut considérer ces approxima-
tions comme raisonnablement valide. C’est pourquoi il est déraisonnable de considérer des intervalles
asymptotiques a probabilité de confiance trés élevée (disons 99%) pour des n petits (disons 10).

VII.4.3 Un exemple d’intervalle exact

Soient Y7,...Y,, des v.a. gaussiennes de variance connue o2 et de moyenne inconnue p*. On sait que
leur moyenne empirique /i, a pour loi N(u*,02/n). La variable \/n(u, — p*) /o suit donc une loi N(0, 1).
Donc

Vn

—2,6 < — (fip, — pu*) <2,6 avec probabilité 99%
o

ce qui se réécrit

w=fi, £2,6 avec probabilité de confiance 99%.

7
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VII.4.4 Exemples d’intervalles approchés

Estimation de la moyenne. On observe 10 malades traités par un nouveau médicament. Pour chacun
des malades le temps de guérison a été en jours;

T: 12 16 21 10 13 16 25 8 13 15

On voudrait savoir le temps moyen de guérison. La moyenne empirique est T = 14,9 et la variance
empirique 23, soit un écart type d’environ 4,8. La variance de l'estimateur de la moyenne étant égale a
la variance de la variable elle-méme divisée par le nombre de points, on a

E[T]=14,9+1,96.0/v10 avec probabilité de confiance 95%
ce qui donne en remplacant ¢ par son estimée 4,8 :

E[T] =14,9+3 avec probabilité de confiance 95%.

Estimation d’une proportion. On fait un sondage pour savoir qui de A ou B va gagner les élections.
On obtient 1154 pour A et 1301 pour B et ’on suppose que I’échantillon est représentatif. La proportion
p d’électeurs allant voter pour A s’estime & p = 1154/2455 = 0,47. La variable v/n(p — p) est approxima-
tivement N(0, 02), avec 02 = p(1 — p) ~ p(1 — p), d’ott 6/1/n =~ 0,01. On a donc l'intervalle de confiance
2 95% :

p=p=+1,96./p(1 —p)/v/n=0,47+1,96.0,01 = 0,47 +£0,02 & 95%.

La victoire de B est quasi certaine (si tant est que I’échantillon est représentatif).
Le remplacement de o par & est valide car il n’introduit qu’une erreur du deuxiéme ordre (c-a-d petite
devant la largeur de Uintervalle).

VIL.5 Tests de significativité

VII.5.1 Introduction

Commencons par un exemple volontairement simpliste. On veut tester si I’état de santé de certains
malades s’améliore significativement a la suite d’un certain traitement. Pour cela on dispose de mesures
de l'état de santé de 10 malades avant et aprés traitement

Al12]16 |21 |
B| 14|17 [ 22|

| 13 [ 16 | 25 |
|14 | 18 | 24 |

10 8| 13|15

13 71217

Il s’agit de tester ’hypothése Hy :«la variable B — A a une moyenne nulley (pas d’effet) contre son
contraire H; qui assure d’un effet significatif du médicament. Il est clair qu’une priorité du test est de
ne pas conclure Hy si Hy est vraie, ce qui entrainerait la mise sur le marché d’un médicament inefficace.
Notons la disysmétrie : la décision H; doit étre convaincante car elle a des conséquences importantes.

Le test sera ici simplement une fonction des 20 variables aléatoires observées.

DEFINITION VIL.5 Soient Y1,...Y, une suite de v.a. Un test est une statistique ¢(Y1,...Y,) dont la valeur,
0 ou 1, décide entre deux hypothéses Hy et Hy portant sur la distribution de I’échantillon.

En toute généralité, Hy et H; correspondent donc 4 deux ensembles de distributions de probabilités
disjoints ; par exemple (Y; sont supposées i.i.d)

*HoZYiNN(O,l), Hl}/ZNN(Q,l)

- Hy:Y; ~N(0,1), Hy:Y; ~N(u,1), p>0
Dans ces deux exemples, ’hypothése Hj est dite simple car elle détermine complétement la loi de
Y, contrairement & ’hypothése H; du deuxiéme exemple, qui est dite composite. Dans la suite, on
s’intéressera essentiellement au cas ou H est simple.

On appelle probabilité d’erreur de premiére espéce ou niveau du test, la probabilité o de
décider H; si Hy est vraie, ¢’est-a-dire la valeur maximum de E|[p] sous Hy (ou la valeur tout court si Hy
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est simple). Noter que le test qui décide toujours Hy a un niveau faible mais ne présente aucun interét :
sa probabilité d’erreur de seconde espéce (probabilité de décider Hy sous H;) est égale a 1.

Le but des tests de significativité est de déterminer si un ensemble de données permet d’invalider
une hypothése Hy. Dans I’exemple précédent, le laboratoire pharmaceutique cherchera a prouver qu’on a
observé un effet significalif du nouveau traitement sur les malades, au sens ot il est statstiquement trés
peu probable que Hy soit valide.

Pour étre fiable, un tel test devra avoir une trés faible probabilité de décider Hy si Hy est vraie. On
veut donc un petit niveau. Pour étre intéressant, il devra étre construit de sorte & décider H; le plus
souvent possible quand Hj est vraie (ceci est lié & la probabilité d’erreur de seconde espéce ; on dit que
le test doit éter puissant).

Fin de I’exemple. Notons m l'espérance de B — A, on a estimateur
TR
i=

Pour ¢, on prend la v.a. qui vaut 0 si 0 est dans Uintervalle de confiance & 95% pour m basé sur 1 et 1
sinon. Le niveau de ce test est de 5% (par définition de l'intervalle de confiance).
La variance empirique de B — A est 1,89, on obtient donc un intervalle de confiance & 95%

m=0,9+1,96 /1,89/10 = 0,9 + 0,85

On peut donc décider d’un effet significatif sur cet ensemble de 10 patients, pour un niveau de 5%. On
vérifie qu’il n’est toutefois pas significatif a 1%.

VII.5.2 Tests basés sur un estimateur et un intervalle de confiance

Soit 0* un certain paramétre de la loi de Y. On veut tester Hy : 8% = 6y contre son contraire,
c’est-a-dire voir si les données permettent d’affirmer si 0% est sensiblement différent de 6.

Soit un estimateur 6 de 0* et [0 — 8,0+ 6] un intervalle de confiance de probabilité de confiance 1 — a
pour 6% :

0* € [0 — 0,0+ 6] avec probabilité 1 — a.

Considérons le test :  Refuser Hg si 0y ¢ [0 — 6,0 + 4].

On sait que si Hy est vraie 8% = 0y, le test décidera par erreur H; avec une probabilité ne dépassant
pas a. Ce test a donc un niveau de a.
Noter que ce test est en fait

Refuser 0* = 0 si |0 — o] > 6.

VII.5.3 Approche générale basée sur une statistique

On base en général les tests sur une statistique S que I'on juge pertinente pour distinguer au mieux
les deux hypothéses (p. ex. S = |0 — y|); par exemple S est plutot petite sur Hy et grande sous Hi ;
puis on se donne un seuil A définissant le test

©=1lg>a.
ou encore
’ Refuser Hy si S > .

On tente de régler le seuil assez grand de sorte que la probabilité d’erreur de premiére espéce « ne
dépasse pas une valeur prescrite :

P(S>\A)=a, sous Hp.

Toute valeur M telle que P(S > \) < « conviendrait, mais on refuserait Hy moins souvent, ce qui est
contraire & l’esprit du test. Il faut interpréter la conclusion du test avec précaution :
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— Si le test refuse Hy (décide Hi), on peut dire que cette conclusion est fausse avec probabilité au
plus «, par définition du niveau.

— Si le test décide Hy, on ne peut en général rien dire. Pour éviter de décider Hy quand H; est vraie,
il faut choisir une bonne statistique et avoir suffisament d’échantillons.

Calcul du seuil. Si Hj est simple, on connait, au moins théoriquement, la valeur de A telle que P(S >
A) = a sous Hy ; cette valeur est la fonction quantile en 1 — . Si le calcul est trop difficile, on peut trés
bien I'estimer par simulation, en tirant sous Hy, par exemple 100000 réalisations indépendantes de S, et
en lestimant par la 95000iéme valeur obtenue (par ordre croissant).

Cas oul H; est non-H,. Par exemple si Hy est «0* = 0» et H; est «0* # 0» on conclura de la fagon
suivante :
— si le test refuse Hy (décide Hy) : «0* est significativement (au niveau «) différent de 0»
— si le test décide Hy : «les données ne permettent pas de conclure que 6* est significativement
différent de 0». Ceci peut arriver simplement parce que ’on a trop peu de données, ou parce que
0* = 0.

VII.5.4 Test de nullité d’une moyenne. Test de Student

On reprend l'exemple du paragraphe VIL.5.1. 1l ’agit de tester si une suite d’observations Y7, ...V,
est issue d’une distribution de moyenne nulle Soit / la moyenne empirique de ’échantillon :

L Ie
m:E;Yi

Supposons que Y; a pour moyenne m et variance o. On peut alors assimiler /m & une variable aléatoire
gaussienne de moyenne m et de variance o2/n. Ceci implique l'intervalle de confiance (asymptotique)

—1,96 < m=-m
o/\/n
Comme la variance est inconnue, on la remplace par son estimée empirique, et I’on obtient 'intervalle
de confiance asymptotique :

< 1,96 avec probabilité de confiance 95%.

m =1, 96% avec probabilité de confiance 95%.

NG

D’ou le test (de probabilité de confiance 95%) :

» Refuser la nullité de la moyenne si VAN 1, 96.

o

On retrouve bien la forme annoncée au § VIL.5.3.

Si les Y; sont gaussiens N(0,0?) (hypothése Hy un peut particuliére), la loi de la statistique 5
est bien entendu indépendante de o ; il se trouve que c’est une loi de Student & n — 1 degrés de libertés
(elle dépend de n); on préfére souvent utiliser dans le test le quantile correspondant de cette loi plutot
que celui de la gaussienne (I’écart est souvent faible, par exemple si n = 30 1,96 devient 2,04).

VII.5.5 Test d’identité de deux moyennes

On se donne deux échantillons de population d’origine différente et ’on voudrait décider si leur
espérance de vie est différente. Soient My et o espérance de vie moyenne (empirique) dans chaque
population :
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ou Y; et Z; sont les durées de vie des individus sélectionnés dans chaque population. On suppose que Y;
et Z; ont pour moyenne mi et ms et pour variance oy et o2. On peut alors assimiler 1 et Mo & deux
variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne m; et mgo et de variance 0'% /nq et 0% /na. Sous
cette approximation, la variable 1 — 12 a pour moyenne m; —ms et pour variance 0% /ny + o3 /na. Ceci
implique l'intervalle de confiance (asymptotique)

ml —mg — ma +m2
2 2
\Voi/ny + 05 /ne

Comme les variances sont inconnues, on les remplace par leurs estimées empiriques, et 'on obtient
I’intervalle de confiance asymptotique :

—1,96 < < 1,96 avec probabilité de confiance 95%.

52 52
9 L %

myp —mo =My — Mo £1,964/ — + avec probabilité de confiance 95%.
ni

N2

D’ou le test (de probabilité de confiance 95%) qui décide de la différence des moyennes si zéro sort de
I’intervalle de confiance :

» Refuser 'égalité des moyennes si % > 1,96.

G G
14 %3
n + ng

On retrouve encore la forme annoncée au § VIL.5.3. Dans le cas ny = ny = net 07 = 09 = 0, la
statistique de test devient \/n/2|my — 1a|/5; son interprétation est simple puisque c’est I'écart des
moyennes empiriques normalisé par ’écart-type empirique, et par le facteur v/n du théoréme-limite
central.

VII.5.6 Test de comparaison de proportions

On veut tester 'efficacité d’un vaccin. Pour cela on se propose d’estimer si la probabilité d’attraper
la maladie est inférieure si I’on a pris le vaccin. On considére deux populations, une non-vaccinée et
une vaccinée. On est dans la situation du paragraphe précédent sauf que cette fois-ci Y; est la variable
aléatoire qui vaut 0 si 'on a pas été atteint et 1 sinon; Z; est la variable analogue observée sur la
population vaccinée; m; = p; est la probabilité d’attraper la maladie et o = p;(1 — p;); on a donc le
test & 95%

» Refuser lidentité des lois si ———2=P2L > 1 96,
\/MJFM
ny ng

Exemple : passagers du Titanic. On compare la probabilité d’étre survivant entre les trois classes &
partir des données suivantes :

l-iére | 2-iéme | 3-iéme | Total

Survivants 193 119 138 450
Morts 129 161 573 863
Total 322 280 711 1313

On trouve les probabilités empiriques de survie p; = 0,6, po = 0,425 et p3 = 0,2. Les trois tests
d’identités de loi ont pour statistique : S12 = 4,35, S13 = 12,8, et S35 = 6,8. Il y a bien une différence
trés significative.

Le risque relatif (RR) est le rapport p;/ps des risques dans les deux populations. Le théoréme limite
central permet d’obtenir U'intervalle de confiance asymptotique & 95% suivant pour son logarithme

Pr_1og Pt 11,96
D2 P2

1—131+1—252

log - -
pima DPan2
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L’odds ratio (OR) est le rapport OR = p1(1 — p2)/(1 — p1)p2. Le théoréme limite central permet
d’obtenir Iintervalle de confiance asymptotique & 95% suivant pour son logarithme

p1(1 —p 1 1 1 1
log(OR) = log <M) + 1.96\/ - + + +

(1 —ﬁl)pQ pina (1 —131)77/1 Dang (1 —152)712

PARENTHESE : OR ET RR EN BIOSTATISTIQUES. De maniére générale I’OR est souvent préféré pour les
raisons suivantes :

» Si 'on remplace ’événement, «survie» par I'événement «décésy pour le calcul du RR, on obtient
}:5 ; qui n’est pas fonction du RR de départ, tandis que I’OR est simplement remplacé par son
inverse. Il y a donc en fait deux RR mais un seul OR.

» Lors des «études de cas témoinsy («case-control studiesy) on tire d’abord au hasard un nombre
équivalent de personnes guéries (ayant survécu...) et d’autres malades (décédées...) afin d’avoir
suffisament d’individus dans les deux situations et ensuite on sépare chaque groupe en deux
(traitement /non-traitement, classel/classe2...). L’exemple suivant * concerne les accidents veineux
thrombo-emboliques en Europe selon I’utilisation ou non de contraceptifs oraux ou ’on a tiré au
hasard 433 personnes ayant eu un accident veineux et 1044 n’en ayant pas eu

Contraceptifs | Pas de contraceptifs | Total

Cas d’accident 265 168 433
Controles 356 688 1044
Total 621 856 1477

Cette proportion de 433/1044 ne refléte ici aucune la réalité; on ne peut pas estimer pq, qui n’a
rien & voir avec 265/621, et pas davantage RR. En revanche 265/433 est bien une estimation de la
probabilité d’utiliser un contraceptif sachant que I'on a eu un accident veineux, et de méme pour
les trois autres rapports analogues; par conséquent si ’on remarque que par la formule de Bayes
(A=accident, C=contraceptif, A=non-A)

OR =

P(A|C)P(A|C)  P(A,C)P(A,0)  P(C|A)P(C|A)
P(A|C)P(A|C)  P(A,C)P(A,C)  P(C|A)P(C|A)

I’OR est correctement estimé par 265 x 688/(356 x 168) ~ 3.

VII.5.7 Test de corrélations

La loi asymptotique montrée plus haut dans le cas (hypothése Hp) ou les deux variables sont in-
dépendantes conduit au test & 95%

» Refuser 'indépendance si \/n || > 1,96

APPLICATION : TEST DE DEPENDANCE DE DEUX BERNOULLIS.

On voudrait savoir s’il existe chez les couples une corrélation entre le fait de posséder un animal
domestique et ne pas avoir d’enfant. On mesure les deux variables U;, qui vaut 1 si le couple numéro ¢ a
un animal domestique, et V; qui vaut 1 si le couple numéro ¢ a au moins un enfant. On a ici

A~ ﬁae - ﬁaﬁe
\/(1 - ﬁa)ﬁa(l - ﬁe)ﬁe

P =
ol Py (resp. Pe, Pac) est la proportion de couples ayant un animal (resp. un enfant, un animal et un
enfant).

VII.5.8 Un exemple

Voici le début du commentaire du docteur Serge Hercberg publié dans le Quotidien du Médecin (22
juin 2003) comcernant ’étude Suvimax effectuée sur un échantillon de 13017 personnes (7876 femmes et
5141 hommes) visant & évaluer I'importance de la consommation d’antioxydants (fruits et légumes) sur

1. Table 3 de l’article : “Venous thromboembolic disease and combined oral contraceptives”, The Lancet, pp. 1575-1582,
1995
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les risques de cancer. Cette étude a duré 8 ans pendant lesquels 6481 ont recu des vitamines et minéraux
antioxydant tandis que 6536 ont recu un placebo.

« Les résultats sont trés significatifs. Ils montrent nettement que lapport de vitamines et de minéraux
antiozydants G doses nutritionnelles réduit le risque de cancers ainsi que la mortalité globale chez les
hommes. Cette baisse du tauz de cancers de 31 % est trés importante puisque prés d’un cancer sur
trois est évité en moins de huit ans (124 dans le groupe placebo contre 88 dans le groupe antioxydants ;
RR=0,69, IC 95%=0,53-0,91 ; p<0,008). La différence entre les deuz groupes est retrouvée pour la plupart
des localisations de cancers, principalement digestifs, ORL, respiratoires et cutanés. La randomisation
permet d’affirmer que la réduction observée a bien été causée par les antiozydants. Le nombre de déces
chez les hommes était moindre dans le groupe antiozydants (40) que dans le groupe placebo (63) (p<0,02).
En revanche, cet effet n’a pas été retrouvé chez les femmes (171 cancers dans le groupe placebo et 179
dans le groupe antiozydants; 35 décés dans le groupe placebo, 86 dans le groupe antiozydants).

COMMENT EXPLIQUER L’ABSENCE D’EFFET CHEZ LA FEMME ?

Trés probablement par un meilleur état du statut nutritionnel en antiozydants des femmes (béta-
caroténe et vitamine C). En effet, les hommes avaient auw départ de l’élude des tauz sanguins de béta-
caroténe plus bas que les femmes. Celles-ci consomment davantage de fruits et légumes. Or les niveauz
sanguins de béta-caroténe sont corrélés positivement avec la consommation de fruits et légumes (r =
0,20; p<0,001). Autrement dit, les petits consommateurs de fruits et légumes ont les niveauz sanguins
les plus faibles et réciproquement. Les femmes de [’étude Suwvimazx, n’étant pas carencées au départ, n’ont
pas eu de bénéfice & étre supplémentées.

A-T-ON TROUVE UN BENEFICE SUR LE PLAN CARDIO-VASCULAIRE ?

Non. Nous avons comptabilisé 134 cardiopathies ischémiques dans le groupe antiozydants et 137 dans
le groupe placebo. Il 0’y avait donc pas de différence entre les deux groupes. [...[»

La différence de risque entre les deux populations (placebo et non-placebo) est jugée significative.
La mention p<0,008 signifie qu’il faudrait faire un test de niveau inférieur & 0,8% pour ne plus étre
significatif. RR est le risque relatif. On est donc certain & 95% d’une diminution du risque comprise en
9% et 47%.

De méme r=0,2 est ’estimée de la corrélation, et p<0,001 signifie qu’un test & 0,1% refuse Hy :«r=0»
(on trouve en fait un niveau limite bien plus petit).

Bien que certains sujets aient abandonnés ou aient été perdus de vue ce qui modifie les chiffres, on
retrouve bien en gros les valeurs numériques annoncées pour les niveaux limites.

VIL.5.9 Test du )2 : adéquation i une distribution discréte, comparaison

On veut savoir si un dé est pipé ou non. Il s’agit de voir si une variable discréte suit bien une
distribution prescrite, ici la distribution uniforme p; = ps = ... = pg = 1/6. On fait un certain nombre n
de tirages et ’on construit la statistique

& (pi — Pi)2
S=nY_ e (VIL2)
i—1 i

ou p; et la fréquence d’apparition de la i-iéme modalité et &k le nombre de modalités (6 dans notre
exemple), et p; sa probabilité d’apparition sous Hy.

On peut montrer que sous Hy :«les p; correspondent bien 4 la distribution des données», la loi de S
est (asymptotiquement pour n grand) celle d’'un x7_;, c’est-a-dire la somme des carrés de k — 1 variables
normales standard indépendantes. On a donc le test (asymptotique) de niveau «

» Refuser la loi (p;) si S > Qr—1(1 — )
oit Qx(a) est le quantile d’ordre «, c-a-d le nombre tel que P(xi > Qx(1 — a)) = a. Ces quantités sont
facilement disponibles sur ordinateur, et I’'on a par exemple pour des seuil & 1% et 5% :

k[T 2] 3] 4 [5
5% | 38| 6 | 7,8 | 95 |11 Valeur de Q(«) pour deux « et k=1,...5.
1% [ 6,6 92| 11,3133 ]| 15

On peut trés bien sinon estimer le seuil par simulation, comme expliqué au § VII.5.3, ce qui permet d’avoir un test exact
(non-asymptotique) :
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1. Tirer 100000 (par ex.) échantillons (de taille n) sous Ho (i.e. sous la loi (p1,...px))
2. En déduire les 100 000 valeurs de S correspondantes et les ordonner

3. Q(a) est la p-iéme valeur, avec p = 100000(1 — «).

Un exemple un peu plus compliqué : le test de Hardy-Weinberg. Un alléle est une version
d’un géne. Dans une cellule diploide, il y a deux alléles pour chaque géne : un alléle transmis par chaque
parent.

Soit A et a, deux alléles de fréquence respectivement p et ¢ = 1 — p dans la population. La loi de
Hardy-Weinberg prévoit les fréquences suivantes pour les trois différents génotype :

— po = p? : la fréquence d’un génotype homozygote AA

— p1 = 2pq : la fréquence d’un génotype hétérozygote Aa

— p2 = ¢? : la fréquence d’un génotype homozygote aa
Cette loi se base sur le modéle le plus simple de reproduction dans la population et est expérimentalement,
vérifiée. Pour voir si un géne intervient dans une certaine maladie, et plus précisément la présence d’un
allele particulier, une méthode consiste & sélectionner un certain nombre de malades et & regarder si
la distribution du génotype satisfait la loi (hypothése Hy) ou non (hypothése H;). Comme p n’est pas
connu (& moins de I'estimer par une expérience antérieure), le test du x? ne peut étre appliqué tel quel.

Si po, P1, P2 sont les proportions d’individus observés dans la population malade pour les génotypes
AA, Aa, aa, on peut estimer p sous Hy par

p=po+pi/2, ¢=1-p
et la statistique de test de Hardy-Weinberg est définie par

(Po — p*)? + (P1 — 2pq)* " (P2 — Q2)2) '

SHW =N ( N ~~ ~
p? 2pq ¢

On voit qu’elle s’inspire de la statistique du x? (VIL.2). On peut montrer que sous Hy cette statistique

suit asymptotiquement un x3 ce qui permet de réaliser des tests.

Comparaison de deux échantillons. Pour décider si deux échantillons ont méme loi (p.ex. taux de
réussite au bac dans deux lycées différents, p! étant la probabilité pour un lycéen du lycée j d’étre requ
avec mention j), on peut utiliser la statistique suivante

S' = S(ny,p", p'2) + S(ng, p, ')

ot S(n,p,p) désigne la statistique (VIL.2), p! (resp. p2, p*?) est le vecteur de probabilité estimée sur la
base du premier échantillon (resp. du deuxiéme, des deux) et n; la taille de I’échantillon 7. On comparera
cette statistique a un x7_, :

» Refuser l'identité des lois si S’ > Qr—1(1 — )

VI1.5.10 Tests d’indépendance

La statistique de Pearson peut étre utiilsée pour tester I'indépendance. Si les deux caractéres sont
indépendants, la loi de ® est asymptotiquement un x7,_;_ ;4.

Dans le cas des mariés de I’Alaska, les paires (zx,yx) sont la classe d’age de chaque époux et 1’on
al=.J=29. On trouve ®2 = 7195, qui est bien plus grand que 64. Le test conclue & une corrélation
significative, méme pour des trés petits niveaux.

VII.5.11 Tests de Kolmogorov et Smirnov : adéquation & une distribution
continue, comparaison

Test d’une loi. On veut tester si les échantillons sont tirés selon une loi de fonction de répartition
continue donnée F'(z) (hypothése Hp). La statistique de test est

Sp = \/ﬁsggp | (z) — F(z)].
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Au vu des résultats du § VI1.3.2, la loi de S, sous Hy est indépendante de F. Définissons ¢, (a) comme
le quantile de cette loi connue :

P(S, > q.(l—a))=a (sous Hp).

On a par exemple ¢20(5%) = 1,57 pour n = 20 (ces quantités sont tabulées). On a alors, par exemple, le
test de probabilité de confiance 95% pour n = 20 :

» La loi est significativement différente de F' si Soo > 1, 57.
Le niveau de ce test est la probabilité d’observer, sous Hy, que /nsup, |F,,(z) — F(z)| > 1,57; c’est 5%
en raison du choix du seuil.

Comparaison de deux échantillons. On utilise le méme principe pour comparer deux échantillons
Y1,..Y,, et Z1,...Z,, de fonction de répartition F' et G continues. On s’intéresse a I’hypothése Hy :«F' =
G». Soient F,,, et G, les fonctions de répartition empirique des deux échantillons. La statistique est
cette fois :

nin9
Y e F _
S Vit bl‘ipl 1 (2) — G, ()]

ou ni et no sont les longueurs respectives des échantillons. En raisonnant sur le méme type de principe,
on a le test, ici & 95% :

» Les lois sont significativement différentes si S > 1,36
(1,36 est ici le seuil asymptotique pour n grand). Noter qu’on peut montrer comme au § VII.3.2 que la
loi de S sous Hj est également celle de

1 & 1 &
Supln* E lye<y = — E Ly, <yl
Y L 2 =1

ou les Uy et les Vi sont toutes i.i.d U([0,1]). On peut aisément estimer le quantile d’ordre a de cette
variable par simulation.
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Cette bibliographie propose des livres dont ’objectif est proche de celui de ce cours. Il
en existe de nombreux, ayant tous un contenu trés analogue. Les livres choisis ici ont
simplement I’avantage d’étre disponibles a la bibliothéque universitaire de Rennes. Le livre
de J.-F. Lecoutre est probablement le plus proche du cours, les autres sont plus avancés
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