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Introduction

Ce mémoire porte sur le théoréme de I'indice L?, démontré, dans un contexte
riemannien, par M.F. Atiyah dans Particle [At76]. L’énoncé établi ici est restreint
au cadre analytique complexe et porte sur la caratéristique d’Euler de fibrés
holomorphes. Nous en donnons une démonstration reposant sur les méthodes
dites (de l’équation) de la chaleur.

Dans un premier temps, nous donnons un descriptif de la situation ainsi
qu’un schéma de la démonstration ; celle-ci (malgré Iélégance de la méthode)
requiert en effet divers éléments et définitions. Dans un souci de clarté, il nous a
donc semblé préférable de dégager 'idée générale de la preuve ainsi que son fil di-
recteur. Les différentes affirmations présentes dans ce descriptif sont démontrées
dans les sections ultérieures.

Notations

Si F — X est un fibré vectoriel holomorphe sur X variété complexe (de
dimension n) et si on munit X et F de métriques hermitiennes (w et h), on
notera:

L} (X, F)=L*(X,AP'T% @ F)
Lg,o(Xv F) = EB:]L:OL%,q(X’ F)

les espaces de sections L? correspondants et de méme pour les section C™® et C>®
a support compact (notées D). De plus, < -, > désignera toujours le produit
scalaire dans les espaces de formes L2.

Si 0 désigne la connexion (canonique) de type (0, 1) sur F, on note 9" I'adjoint
formel de O et :

A'=0,91=090 + 90
le laplacien anti-holomorphe (agissant sur les formes a valeurs dans F). Comme

. - . . 1" L
on ne considérera parfois que 'action sur les (0, ¢) formes, on notera A, Topé-
rateur ainsi obtenu.



1 Schéma de la preuve

Soit F' — X un fibré vectoriel holomorphe sur X variété complexe compacte
de dimension complexe n. On considére de plus 7 : X — X un revétement
galoisien de groupe I' et on compléte le diagramme en relevant F en F (relevé
de F a X).

(F,h) — (F,h)
N !
(X,0) —r X,w)

On munit X et F' de métriques (que 'on notera w et h) et on considére alors
les métriques @ et h obtenues en relevant w et h.

D’aprés la théorie de Hodge (cf [Dem97]), on sait que les formes harmoniques
permettent de calculer la cohomologie (sur X & valeurs dans F') ; on s’intéresse
donc aux espaces suivants:

<

5

Ez
I

{(p,q)-formes harmoniques L?}
{u e L*(X,AP9T% @ F)/Au = 0}

L’action de I' sur X (et donc sur F) permet de définir une dimension renor-
malisée prenant en compte la structure additionnelle de I'-module pour des
sous-espaces de formes L?; cette I'-dimension (§ 2.2) ayant la particularité
d’étre a valeurs réelles positives. La compacité de X entraine que les espaces
Hf,’q(f( , ') sont de T-dimension finie (§ 2.2 et 4.1) ; on peut donc considérer une
I'-caractéristique d’Euler :

(X F) =Y (~1)tdimpH3 (X, F)

q=0

L’énoncé du théoréme de l'indice L? [At76] consiste alors en I'égalité :

Théoréme 1
9, = =
(X ) = X(XF)
Remarque 1.1 Comme il en a été fait mention ci-dessus, les nombres dimpH;q (X', ~)
sont (apriori) des réels; il est donc remarquable de constater que leur somme

alternée X{?)(X, 1:") est un entier.

Remarque 1.2 Le théoréme ci-dessus peut devenir un résultat d’existence; en
effet, si x(X,F) # 0, on en déduit immédiatement Uexistence de formes L* (a
valeurs dans F') sur le revétement X .

La démonstration que nous allons en donner repose sur la méthode de la cha-
leur : elle consiste & examiner les équations d’évolution associées aux opérateurs
auto-adjoints positifs A” sur X et A” sur X (§ 3.1) et plus particuliérement

17 I
les noyaux des semi-groupes e *2 et e t4

vérifient les propriétés suivantes (§ 4.2) :

(§ 3.2). En effet, ces opérateurs



STr(e —ta” Z 1)?Tr(e~**) = cste (indépendante de t)
q=0

n —_—
STrr( ’m” Z 1)4Trp (e~ ") = cste
=0

(ou Trp désigne la trace renormalisée). Or, lorsque ¢t — oo, on montre que (§
4.2):

eftA N PH

(resp. et 157:)

ou Py désigne la projection sur I'espace des formes harmoniques (resp 137;))

L’idée sous-jacente est, bien sfr, que siw est un vecteur propre de A pour la

valeur propre A > 0, alors e —ta’ u = e M et donc que e —ea”

"
tA

u — 0 quand
t — 400 si A > 0 tandis que e u=1wusi A =0.
On en déduit donc la (trés importante) formule de McKean-Singer :

VteRY, STr(e™) = STi(Py) = X(X, F) (1)

(la derniere égalité étant une conséquence de la théorie de Hodge) et son homo-
logue sur X :

VteR:, STrp(e ") = STrp(Pr) = x\2(X, F) (2)

" N
Comme il a été mentionné ci-dessus, les opérateurs e *2 et e~*® sont des

opérateurs a noyaux C™ (notés k,(z,y) et ki (Z,7)); les égalités (1) et (2) se
réécrivent alors en:

(X, F) = /X str(ky (z, 2))dx

(X F) = /U str(ky (&, 7)) dx

ou U désigne un domaine fondamental (ouvert) pour l'action de I' et ou str
désigne la trace alternée dans la fibre au dessus de zx.

1"

Dans ’¢quation de la chaleur, opérateur e *2  envoie, & la limite, une forme
L? sur sa partie harmonique : quand ¢ — oo, cet opérateur (en quelque sorte)
détecte la cohomologie. On achéve la démonstration en montrant que, quand
t—0

/X str(k (x, 7)) dx ~ / str(F (z, ) dx

U

Or, il s’avére que ces noyaux admettent (au moins sur la diagonale de X x X
et celle de X x X) des développements asymptotiques de la forme:

ki(z, x) ~ (Oo(z) +01(x)t + -+ 0, (x)t" +---)

=0T (9rt)n



ko(,2) ~imot %(97)(:5) T 0 (@)t + A+ O ()t + )

(27t)

En intégrant, on obtient :

1
X(XVF) ~t—0t 7(ao+a1t+~-~+antn+...)

(2mt)n
ot a; = [y str(f;(x))dx et:
XX, F) ~igr 1 (@0 +art+-- 4 ant™ +---)
L (17t)™

ona; = [; str(évj(m))dx; et comme le membre de gauche est constant dans les
deux cas, on obtient par identification :

1 1

X(X,F)= (27T)nan: G /Xstr(ﬁn(x))dx

et

@)X, F) = IELv: L /strﬁa:dx
Xr ( ’ ) (27’(’)n n (27’[’)” U (TL( ))

Pour conclure il ne nous reste plus qu’a remarquer que les termes du dé-
veloppement (6;(x) et 6;(x))) sont des expressions algébriques locales en les
coefficients des métriques w et h et de leurs dérivées; comme les métriques
considérées sur X et F' vérifient: © = 7w et h = 7*h, on a nécessairement

0, = 7*6,,. U étant un domaine fondamental, on en déduit I'égalité (1).



2 Notion de ['-dimension

Pour commencer, il nous faut donner un sens un peu plus précis a la notion
de T'-dimension. La discussion qui va suivre tient en particulier de [At76] et
[Kol95] ; on pourra également consulter [Pan91].

2.1 Cas de [*(T)

Dans un premier temps, on va étudier la situation de I’espace modéle (?(T")
(ou T est un groupe dénombrable) et construire une dimension renormalisée pre-
nant en compte la structure additionnelle de I'-module. Pour cela, on considére
la base hilbertienne canonique (e ) er de [?(T') définie par:

n_ 1 siy=7
67(7)_{ 0 sinon

Comme I agit naturellement sur [?(T") par translation & gauche, on va considérer
l'algébre A des opérateurs bornés sur [2(I") qui commutent avec 'action de T';
de tels opérateurs sont dits I'-équivariants. Si P € A et si P est représenté par
les coefficients (pg,1n)(g,n)er, on a alors:

P(y-eg) = Pleyy) = pr,heh
h

et d’autre part :

P(v-eg) = 7-Pleg) =v-(D_pghen) = Y Pgnv-en =) Pghéyh = D Pgr-1heh
h h h h

On en déduit donc que les coefficients pg ;, vérifient :

v.gah € Fa Pg,h = P1,g-1h = p(gilh)

avec p : I' — C. Formellement, on aurait alors:
Te(P) =Y pyy = p(1) = [T|p(1)
¥ gl
L’idée est donc de renormaliser la trace et de poser:

Trp(P) = p(1) =< P(e1),e1 >

Si V' est un sous-espace de [2(T) invariant par 'action de T et si Py, désigne
le projecteur orthogonal sur V', alors Py € A et on pose:

diHlF (V) = TI'F (P\/)



Dans la construction ci-dessus, il est artificiel de se référer a la base (e)~er ;
on peut donc adopter ’approche plus intrinséque suivante. Une base hilbertienne
(ei)icr est dite T-invariante si I" agit librement sur I et si (e;);cr vérifie y-¢; =
ey.i. Pour P € A, on peut considérer :

TTF(P) = Z < P(ei),ei >
ier\I

la sommation portant sur des représentants des orbites de ’action de I' sur I.
Pour un opérateur auto-adjoint positif, cette quantité ne dépend pas du choix
de la base I'-invariante et ceci s’applique entre autres aux opérateurs Py .

On a donc défini, pour les sous-espaces invariants de 1?(T"), une dimension
vérifiant :

(1) 0 < dimp(V) <1

(7) SiV = V1 ® V4 (somme orthogonale) alors dimp (V') = dimp (V1) +dimp(V2)
(#4i) SiI” est un sous-groupe d’indice d de T, dimp/(V) = ddimp (V)

(iv) dimp(I?(T)) = 1

La propriété (i) montre bien que la I'-dimension est une renormalisation de la
dimension usuelle. Si de plus |I'| < 400, on a alors: dimp (V) = %

Pour mieux comprendre, étudions le cas de 7Z ; les séries de Fourier fournissent
'isomorphisme: 1?(Z) ~ L?(S!') et I'action de Z devient la multiplication par
2" Si U C S! est un borélien, on note Viy 'ensemble des fonctions de 1%(S!)
s’annulant sur U ; Vi est alors clairement invariant. La projection sur Vi étant
la multiplication par xy (fonction caractéristique de U), on en déduit :

dimz(VU) =< PU(l), 1>=<xrl,1>= m(U)

c’est a dire la mesure de Lebesgues de U. Elle prend donc bien des valeurs réelles
arbitraires entre 0 et 1



2.2 Opérateurs a I-trace sur L*(X)

N

On va maintenant étendre cette étude au cas qui nous intéresse, a savoir
celui des sous-espaces de L2 sur X ; pour simplifier on va tout d’abord examiner
le cas des fonctions, c’est & dire de Lz(X' ). Comme précédemment, on va noter
A Dalgébre des opérateurs I'-équivariants. Dans toute la suite, U désignera un
domaine fondamental pour I'action de T, ¢’est-a-dire un ouvert de X disjoint de
tous ses translatés par I' et vérifiant: X \(U,er 7(U)) est de mesure nulle. On
dispose alors de I'isomorphisme :

L*(X) ~1%(I) @ L*(U)
On considére donc la base (ey ® f;)~er,jen 0t (e4)yer est la base canonique de
I>(T') et (fj)jen; c’est une base -invariante pour: - e, ® f; = e, ® f; dont
un systéme de représentants de chaque orbite est donné par (e; ® f;);en. En

reproduisant la démarche faite pour (?(T"), on définit la classe I'-Hilbert-Schmidt
comme suit : on dit que T' € A est I'-Hilbert-Schmidt (I-HS) si il vérifie

2 2
1T —rrs = DN T(er @ f)|I* < +o00
Jj=0
Comme pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt, I'-HS est un idéal bilatére auto-
adjoint de L?(X) et on a de plus:

1T r—ps = 1Tl ps
Par polarité, on définit un produit scalaire sur I'-HS. Comme dans le cas usuel,
on définit les opérateurs de classe I'-trace comme étant les produits de 2 opéra-
teurs I'-HS. Si T'= AB est de classe I'-trace (avec A, B € I'-HS), on pose:

TI"F(T) = < B,A" >r_pgs
= Y <Ble®f;) A ®f)>
Jj=0
= ) <T(a1®f;)e®f;>
Jj=0
Cette quantité est donc bien indépendante de I'écriture 7" = AB. Pour les

opérateurs auto-adjoints positifs (ce que seront e tA" ot 137/1), on dispose de la
caractérisation :

Proposition 2.1 S5i T € A est auto-adjoint positif, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. T est de classe I'-trace

2. (zjzo <T(e1®f;),e1® f; > ) < +00

3. T2 est I'-HS

Ceci nous ameéne alors a la définition suivante:

Définition 2.1 Soit V est un sous-espace I'-invariant de L? (X) ; st Py, le pro-
jecteur orthogonal sur'V, est de classe I-trace, on dit que V est de T'-dimension
finie et on pose:

dlmr‘(V) = TI‘F(P\/)



Finissons avec quelques propriétés vérifiées par la I'-trace:

Propriété 2.2
SiT e AetsiS est de'-classe trace, on a:

TI‘F(ST) = TI‘F(TS)

Démonstration :

Suivant [At76], il suffit de le vérifier pour S auto-adjoint positif et pour T'
unitaire. En remarquant que, dans ce cas, S'/? est I-HS (proposition 2.1), il
vient :

Trr(TST™Y) = Tep(TSTY)
= Trp((Tsl/Q)(TSl/2)*)

- s

I'—-HS

= HWHF s
= Tep((TS'?)*(TS"?))

(T
= TI'F(S)

d

Propriété 2.3
Si S est de classe I'-trace et si (T,),>0 € A converge faiblement vers T € A
(c’est-a-dire ¥ f € L*(X), T,(f) —v—+o00 T(f)), alors:

Trr(ST,) — v 400 Trr(ST)

Démonstration :
En écrivant S = AB avec A et B I'-HS, on a:

Trr(ST,) = Y < BTL,(e1® f;), A*(e1® f;) >
7>0

Or, comme (T,),>¢ converge faiblement vers T', chaque terme de la somme
converge vers < BT (e; ® f;), A*(e1 ® f;) >. De plus, I'hypothése de convergence
faible nous permet d’obtenir une borne uniforme ||7,| < C et donc:

IBL e s = IT0 B llp s < ClIBlr_ns

On a alors:
S I<BL(a@f) A @af) > £ Y IBT(as )14 s )l
j=N >N

< (ZiBnes ) (Siaeen)”

Jj=N J>N
1/2
< ClBlrns (X 147 @ 1))
j=N

10



et A* étant [-HS, la derniére somme tend vers 0 quand N — +oc ; la majoration
étant uniforme en v, on a bien le résultat attendu.
O

Signalons enfin le cas des opérateurs a noyaux. Un opérateur 7" sur L? (X )
est dit & noyau si il existe k : X x X — C tel que:

Ve LXX), Vee X, (Tf)(x) = /X ke, y) f(y)dx

Proposition 2.4 Soit T € A un opérateur auto-adjoint positif représenté par
un noyau C* k(x,y). Alors T est de classe I'-trace et on dispose de la formule :

Trr(T) :/Uk:(x,x)dx

Démonstration :
Remarquons tout d’abord que, T étant I'-équivariant, son noyau vérifie néces-
sairement :

k(v -z,v-y) =k(z,y)

et l'intégrale ci-dessus ne dépend donc pas du choix de U. Si xy désigne la
fonction caractéristique de U, Popérateur xyTxy : L2(U) — L*(U) est alors
donné par le noyau C* k|y«y. Comme U est compact, on en déduit qu’il est &
trace. L’opérateur T' étant auto-adjoint positif, il suffit de vérifier que la somme
définissant la I'-trace converge pour montrer qu’il est de classe I'-trace; or:

Tr(T) = Y <T(a1®f;),e1® f; >
20

= > <Thuwfi)xvt>

Jj=0

= Y < xoTxv)f) fi >

>0
= Tr(xvTxv)

/ija:dx

Nous n’avons considéré, dans un souci de clarté, que le cas d’opérateurs
sur L2()~( ); or, dans la situation qui nous intéresse, il s’agit d’opérateurs sur
des formes L? & valeurs dans F'. La discussion menée ci-dessus s’applique bien
entendu & ce cadre (le fibré (F,h) étant équivariant). La seule modification a
apporter concerne la proposition (2.4): le noyau étant a valeur dans les homo-
morphismes, il faut remplacer k(x, z) par tr(k(x, z)) dans la formule donnant la
T'-trace.

O

11



3 Equation de la chaleur

On va maintenant développer les méthodes de la chaleur a proprement parler.
Elles résultent de 1’étude approfondie de I’équation de la chaleur:

{(§+A”)u S
U|t:0 = Up

ol ug est la donnée initiale (ug € L?). Comme pour 1'équation usuelle sur
I'espace euclidien RV, on va montrer que la solution s’exprime via la donnée
initiale grace & un noyau; en effet, sur RY, on obtient la solution de I'équation
de la chaleur en effectuant la convolution de ug avec le noyau We’mg/ 4,
On verra également que ce noyau admet, dans le cas général, un développement
asymptotique quand t — 0, dont le premier terme n’est autre que le noyau
ci-dessus .

3.1 Caractére auto-adjoint de A" et A

Sur la variété X, qui est compacte, 1'utilisation des espaces de Sobolev et
des estimées elliptiques facilitent I’analyse de 'opérateur A~ . Malheureusement,
si |T'| = 400, X n’est plus compacte ; cependant, elle reste compléte et c’est la

complétude de X qui va, entre autre, assurer le fait que l'opérateur A" reste
auto-adjoint comme opérateur non-borné sur L%,(X ,EF).

En effet, on peut considérer 'extension L? de A” (encore notée A”), c’est
& dire l'opérateur non-borné de Lgy,(X ,F) dont le domaine est défini comme
suit: si w € L2, on calcule A”u au sens des distributions et on dit que u est
dans le domaine de A” si A”u € L2 On notera Dom(A”) le domaine de cet

opérateur. Il est a noter que A” est & domaine dense car ce dernier contient
DO,.(X , ﬁ‘) Il nous reste & montrer que cet opérateur est auto-adjoint au sens
de Von Neumann.

Pour ce faire, il suffit de montrer I’égalité suivante, dans laquelle § désigne
Iextension L2 de 9 :

Vu € Dom(A"), < u, A'u >=< du,du > + < du,du > (3)
En effet, une fois (3) démontrée, on aura par polarité:
Yu,v € Dom(g”), < u,g”v >=< Ou,0v > + < du,ov >

L’opérateur A” est donc symétrique. Si v € Dom((A”)*), cela signifie qu’il
existe w € L? vérifiant :

Vu € Dom(A"), < A"u,v >=< u,w >
On en déduit alors que A"v = w au sens des distributions. On a donc A" v € L?,

c’est-a-dire N N
Dom( (A”)*) = Dom(A"), ceci signifiant exactement que A" est auto-adjoint.

12



On peut remarquer ici que appartenance au domaine de A" n’assure pas, a
priori, Pappartenance a celui de d ou de ¢ et donc, rien ne justifie que (3) ait un
sens; c’est pourtant ce que nous allons constater au cours de la démonstration.

Proposition 3.1 L’opérateur A" vérifie l'identité habituelle :

Vu € Dom(A"), < u, Ay >=< du, 9u > + < du,ou >

Démonstration : ~
la complétude de X entraine ’existence d’une exhaustion de X par des compacts
(K,)ven et de fonctions (1,),eny C°° a support compact vérifiant :

(1) ¥, = 1 sur un voisinage de K,

(ii) Supp(eh) C K34

(i1i) 0 <9, < 1et |Ih| < 5
(ceci constituant une partie du lemme de Hopf-Rinow pour les variétés com-
plétes).

Or, en utilisant ces fonctions et un argument de densité, on a:

Vu € Dom(9), Yv € Dom(d), < Ou,v >=< u, v >

ou encore:

@) =3 et

5" =3 (au sens de Von Neumann)

Soit alors u € Dom(&/” E A" etant elliptique d’ordre 2, on en déduit, d’aprés les
estimées de Sobolev locales, que u € W7 _ et donc que du € L} et du € L? .
En se ramenant & des compacts, on peut donc intégrer par parties:

[, 8u|]” + |0udul|” = < 20u,du > + < Su, pZ5u >
= < I(W2u),0u > —2 < 1,0, Au,0u > + < u, 0(Y2ou) >
= < P2, 00u > + < u,p200u > —2 < Oy, Au, b, 0u > +2 < u, 1,0, Adu >
< Y2u, Nu>—2< Yy, A u, 1, 0u > +2 < u, 0, A (Y,0u) >
< 92, A > +27(2 |, Bu| [ul] + 2 || Ful| [1ul)
< 2, N u > 427 (|| dul|” + || Su|” + 2 [Jul?)

IN

IN

et finalement, on a:

8| + [, 3ul|” < =5 (< YEu, Au > 42" ulf?)

Ceci prouve que du € L? et du € L? et on retrouve bien: Dom(A"”) C Dom(9)N

Dom(J) ; en passant a la limite dans la quatriéme égalité, on retrouve (3).
([

Remarque 3.1 il va sans dire que A" est lui aussi auto-adjoint sur Lg’.(X7 F)

13
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N
—tA et eftA

3.2 Noyaux des opérateurs e
On va maintenant utiliser le fait que A" et A" sont auto-adjoints pour mon-

trer qu’on peut les représenter par un noyau C* (on le fait pour A”). Mais
avant, il nous faut faire les remarques suivantes :

(i) Tout d’abord, A" est monotone: Vu € Dom(Av”)7 < u, A'u>>0
(i7) De plus, A” est maximal, c’est-a-dire Id +A" : Dom(A"”) — L? est sur-

jectif. En effet, comme Dom(A"”) C Dom(9) N Dom(d), on peut considérer sur

Dom(A"”) le produit scalaire

(u,v) =< u,v >+ < Ou, dv > + < bu, 6v >

Soit f € L?. On applique alors le théoréme de Riesz & la forme linéaire
v—<uv, f>

définie sur H le complété de Dom(g” ) pour la nouvelle norme hilbertienne
(H C L?); elle se représente donc par u € H :

Vv € Dom(A"), < v, f >=<wv,u>+ < dv,0u >+ < dv,6u >

Diott: u+ Ay = f au sens des distributions et donc u € Dom(A").

A" est donc un opérateur maximal,monotone et auto-adjoint sur L%’, ()~( , F ).
Le théoréme de Hille-Yosida (voir [Bre]) nous permet d’affirmer que, pour ug €
L?, l'équation :

{(gt—l—A”)u =0
ult—o = up

a une unique solution u; = e~tA" yy vérifiant (pour tout k € N):

1"

u € C(Ry, L?)[)C*(R%, Dom(A"))

ta”

Proposition 3.2 Pour tout t > 0, 'opérateur e~ a un noyay C*° I%;(x, y):

Vue I Vo e X (S u)w) = [ Reyu)dy
X
Démonstration :

Pour simplifier la démonstration, supposons que le fibré F soit trivial et

que l'on ne considére que le degré 0 (on ne regarde I’action de A” que sur les
fonctions). D’aprées les estimées elliptiques non-compactes (voir 'annexe § 5.2),

u; est donc C*° sur R% x X et at> o0 fixe, e~ A" envoie L2 dans CB™ (pour

tout m). Si on fixe (¢,z) € RY x X, Dapplication u — (e "2 w)(z) est une forme
linéaire sur L?; il existe donc v(t,r) € L? tel que:
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Vue L2, (7 u)(x) =< u,v(t, 2) >

En posant k:~t(a:,y) =< v(t/2,x),v(t/2,y) >, on vérifie alors que:
¥(t.a) € Ry x X, Vue L2 (¥ u)(w) = [ Reg)ulwiy
X

Pour finir, il nous reste & montrer que k(z,y) est C> en (t,z,y). Or, v(t, z)
vérifie: Vu € L?, < u,v(t,z) > est C*™ en (t,z). Une utilisation habile du
théoréme de Banach-Steinhaus (voir [Dav80] p.26) nous permet d’affirmer que
o(t, x) est C™ et donc que ky(z,y) Dest.

Dans le cas d’un fibré non-trivial, on peut effectuer la construction du noyau
en utilisant un recouvrement trivialisant du fibré et un argument de partition
de 'unité ; on a alors:

ki(z,y) € Hom(A®* Ty @ F, A>T @ F,)

c’est a dire:
ke € (X x )N(,Hom(prg(AO"T;( @ F),pri (AT} @ F))

O

Il est & noter ici que, dans le cas compact, on dispose d’une formule explicite
pour construire le noyau k; ; en effet, le théoréme de Rellich nous permet alors de
construire G : L? — L? un pseudo-inverse (borné) auto-adjoint compact du A",
On sait que 'on peut diagonaliser G dans une base de vecteurs propres (dx)ren
pour les valeurs propres (fx)ren. En posant A\, = 1/u, on a ainsi diagonalisé
l'opérateur A" en base orthonormée encore notée (o1 )ken avec de plus ¢ € C*
par ellipticité de A”. On pose alors :

ki, y) =D e ou(@) © 9i(y)
k>0
Une estimation de la croissance des A nous assure que la série converge en
topologie C™ et comme (¢x)ren est une base ortonormée de L2, il est alors
quasiment immédiat de vérifier que k; convient. On pourra consulter [Gil84]
pour un développement plus précis de cette méthode.
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3.3 Développements asymptotiques

On se propose ici de montrer 'existence de développements asymptotiques
pour les noyaux k; et k; en supposant que la métrique w (et donc aussi @) soit
kdhlérienne. Dans la cas kihlérien, on a en effet 'identité de Bochner-Kodaira-
Nakano (voir [Dem97]):

1" ]_ )
A" = JA = S [On(F),A]

Dans cette égalité, A désigne le laplacien riemannien, O (F) la courbure de
Chern du fibré (F, h) et A I'adjoint formel de la multiplication par w. On réécrit
cette identité en:

1" ]_
A - §A+Tw’h

(T.,n est donc un opérateur d’ordre 0, c’est-a-dire un endomorphisme). Pour les
fonctions, on a en particulier :

1" ]_
A =-A
2
L’idée est de comparer le noyau k; au noyau de l’espace euclidien (x,y) —
%e"w_yﬁ/ 2t on cherche donc un développement sous la forme:

(27t)"
kt(xa y) ~ f(l‘, y) Z Uj (l‘, y)tj
Jj=0
ou on a posé f(z,y) = ﬁe_d(%y)z/% (d deésigne la distance riemannienne).
Pour déterminer les coefficients u;, on reporte ce développement dans 'équation
de le chaleur en vue d’obtenir un systéme différentiel les reliant. On renvoie &
[Roe98] pour le détail des calculs.
Comme on cherche un développement asymptotique quand ¢ — 0, la présence
de la fonction f en facteur de la somme nous permet de nous limiter au cas ol
x est proche de y. On fixe donc y € X et on se donne des coordonnées normales
au voisinage de y; la fonction f(x,y) devient: f(x) = W@‘ﬁ/%.

Proposition 3.3 La fonction f vérifie:

0 aryp_ 10
(§+A )f74gt8r

ot g est le déterminant de la métriqgue riemannienne déduite de w.

Démonstration :

Comme f = ﬁe’rz/%

2
. _ r —r</2t
,on adonc: df = oy © dr et comme on a

choisi des coordonnées géodésiques, il en résulte: Vf = —%r%. Comme A" f =
%Af = %V*Vf, on obtient :

" f 0 T af

Af = —%V('F@)‘F%E
f r dg r?
L2 I
2t 2g Or 2t
2
n r r
(?—'—Tgt_ﬁ)f
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et comme :

of . n r?

E—(_; ﬁ)f
on a bien:

0 yryp_ rh 0

(E+A)f_4gt8r
O

On reporte ensuite le développement ky ~ f() 3,50 u; (x)t/ dans I’équation
de la chaleur; pour cela on utilise I'identité :

A (fu) = (A" flu— Vgpu+ f(A" u)

valable pour f une fonction et u une forme & valeurs F. Formellement, on a
alors:

8 1" .
il ) =
(5 + A" (F > wt’) =0
j=0
En développant les différents termes a ’aide de 'identité ci-dessus et en identi-
fiant les coefficients des puissances de ¢, on obtient le systéme :

T 9

4g ar)u] =-A Uj—1 (.]:Oa17)

V,ouj+ (j+

Tar
En introduisant le facteur ¢/, on peut réécrire ce systéme en:

| 0 (5 =0)
J 1/4 ) — . 7
Voo (r'g uy) { —rI T g ANy (5> 1)

Pour déterminer les constantes d’intégration, on fait la remarque suivante:
quand t — 0 la somme f(z,y) Zj>0 w;(z,y)t? doit se comporter comme le noyau
k¢ ; en particulier, au voisinage de la diagonale (z = y), cette somme doit donc
tendre vers la masse de Dirac en z. Ceci nous force a choisir up(0) = 1 ('identité
sur la fibre au dessus de x). De plus, pour j > 1, le systéme précédent permet de
déterminer 77 g/ 4u; en fonction de u;_1 & une constante additive prés; comme
on veut que u; soit C* en 0, cette constante doit forcément étre nulle. On peut
également montrer que le développement ainsi calculé est effectivement asymp-
totique au noyau k; quand ¢ — 0; ceci repose sur des estimations précises des
normes des solutions de 1’équation de la chaleur avec second membre. On pourra
consulter [Roe98] pour les détails.
Si on note 6;(x) = u;(x, x), on donc un développement du type:

ky(z,x) ~ 1 > 0;(x)t

(2mt)™ =

or, avec les notations ci-dessus, on a: 6;(x) = u;(0) (en coordonnées normales au
voisinage de tout point ). En remarquant alors que les coefficients du systéme
ci-dessus sont des expressions algébriques en les coefficients des métriques w et
h ainsi que de leurs dérivées et en procédant par récurrence sur j, on constate
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que les ;(x) sont des expressions algébriques locales en les coefficients de w et
h (et de leurs dérivées). On a donc montré:

Proposition 3.4 Surla diagonale, le noyau ky admet un développement asymp-
totique uniforme en x:

1 .
ki(x,x) ~im0 m— Z 0;(x)t’

(2mt)™ =

avec 0; € C*(X,End(A%*T% @ F)) que l'on peut calculer localement comme
des expressions algébriques en les coefficients de w, h et de leurs dérivées.

Pour finir, remarquons que la construction ci-dessus est purement locale;
seul le fait que le développement soit effectivement asymptotique nécessite des
estimations en norme. Or, on dispose également d’estimées elliptiques non-
compactes sur X remplacant les estimées classiques sur la variété compacte
X . Finalement, la situation sur X est similaire a celle sur X :

Proposition 3.5 Sur la diagonale de X x X, le noyau l%; admet un développe-
ment asymptotique uniforme en x:

- 1 ~ .
k(x,x) ~imo o Z 0;(x)t’

(2mt)™ =

avec 9: € C“(X,End(AOv'T;i( ® F)) que Uon peut calculer localement comme

des expressions algébriques en les coefficients de &, h et de leurs dérivées.

Nota:
L’hypothése Kihler est bien entendu inutile: d’aprés [At76], le théoréme de
I’indice L? reste vrai si la variété X n’est pas kihlérienne. Cependant, dans le cas
général, I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano n’est plus valable et la différence
entre A" et %A est alors un opérateur différentiel d’ordre 1 qui est une expression
compliquée dépendant de dw et dw (voir [Dem97]). Le calcul direct qui consiste
& injecter le développement k¢(z,y) ~ f(2,9) > ;50 u;(z,y)t? dans I'équation
de la chaleur semble donc impossible. Néanmoins, il est probable qu'une autre
méthode s’adapte au cas non-compact; en effet, le calcul pseudo-différentiel
holomorphe permet d’établir la validité du développement en utilisant seulement
Lellipticité de Popérateur A”. Les coefficients du développement s’obtiennent
alors a partir du symbole de A" qui ne dépend que de des métriques w et h.
En ce qui concerne le calcul pseudo-différentiel holomorphe sur les variétés
compactes, on se référera a [Gil84|
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4 Formules de McKean-Singer et conclusion

Avant de conclure, il ne nous reste plus qu’a démontrer les formules (1) et
(2). On sera amener & utiliser le théoréme spectral pour les opérateurs auto-
adjoints non bornés; pour plus de précisions se reporter a 'annexe (§ 5.1) ou a
[Dav95].

4.1 Préliminaires

Rappelons tout d’abord rapidement pourquoi les opérateurs et et ]37/.(
sont & I'-trace. o

Les résultats de la section précédente nous montrent que et est un opéra-
teur auto-adjoint positif donné par un noyau C'* ; d’apreés la proposition (2.4),
on en déduit qu’il est a I'-trace et cette derniére est donnée par la formule:

STrp(e_tA”) = / str(k?(x,x))dx
U

En ce qui concerne ]37:, I’argument est assez similaire. Les estimées elliptiques
non-compactes nous montrent en effet que les formes harmoniques L? sont Qio
(en fait CB™ pour tout m) et on peut reprendre la discussion menée sur e—tA”
L’opérateur Py est donc donné par un noyau C*° que l'on notera p(z,y); la
proposition (2.4) s’applique & nouveau pour affirmer que Py est a I-trace et
que l'on a:

STrp(Py) = /U str(p(z, z))dx

Bien que nous ne I'utilisions pas, signalons le fait suivant qui exprime le lien
entre les noyaux p(z,y) et k¢(z,y); comme on peut s’y attendre, on a:

Irf;(x7 y) —t—+oo ]3(1', y)

avec convergence en topologie C°°, c’est a dire convergence uniforme sur tout
compact de X x X de k;(x,y) ainsi que de toutes ses dérivées. Ceci est bien
entendu valable sur X ; on s’en_convaint en fait trés facilement au vue de la
formule explicite pour le noyau k¢ (z,y). On pourra consulter [Roe98] pour une
démonstration de ce fait.
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4.2 Formules de trace

. . - " ’ 2 . ~
On vient de voir que lopérateur A~ est un opérateur régularisant (& noyau
C*°) donc il est a trace. Si on ne considére que son action sur les (0, ¢) formes,
on a:

r(e 10 ) = r(kf(z,x))dx
Ta( )/Xt(m,))d

Dans cette égalité, kf désigne le noyau associé a A;/ et comme kf(z,z) €
End(A%T% , ® F,), on peut bien en prendre la trace dans la fibre au-dessus
de z. Comme le fibré A*T5 ® F porte une graduation naturelle, on considére
donc la trace graduée (ou alternée) :

n

STe(e ) = S (=1)7Tr(e*A4)
q=0

Z(—l)q /X tr(kf(z,x))dx

q=0

= /X str(ky(z, z))dx

"

Ceci nous montre que STr(e_tAN) est C* sur R%. Or, lopérateur A"emtA
est bien défini et la discussion de la section précédente nous montre qu’on peut
encore le représenter par un noyau C°°; il est donc encore de classe trace.
D’aprés le théoréme spectral, on a donc:

VteRL, %STr(eftAN) = —STr(A”eftAH)

et on va montrer que cette derniére quantité est nulle. Pour cela, on développe:

n

STr(A e ") = 37 (—1)9(Ta(35 e~ *20 ) + Tr(3 De*21))

4=0
Or,
Tr(g*ge—m;/) — Tv(3'D Je—t/28, —t/2A;’)
= Tr(d _t/m‘ﬁl@e_t/m‘:) (car @ commute avec A”)
= Tr(de —t/28,9%¢ t/QA;/H) (propriété de la trace)
= Tr(00" _t/2A0+16_t/2AQ+1) (propriété de commutation)
— Te(39 e tAa)

Dans la somme, les termes se téléscopent donc deux a deux et finalement, on a
bien:

vVt e Ry, %STr(e*tA”) = fSTr(A”e*tAN) =0
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d’our:

STr(e™*2 ) = cste

Or, on sait que:

1"
—tA
€ 7t—00 PH

et on en déduit donc:

Yt e RY, STr(e 2 ) = STe(Py) = x(X, F)

) NG
En ce qui concerne e~ 4

la trace et on a encore:

, la propriété (2.2) remplace la propriété usuelle de

STrp(eftA”) = cste
Le théoréme spectral s’applique au cas de A pour donner :
e o Pr (convergence faible)

et la propriété (2.3) permet de conclure que:

VteR", STrp(e ") = STrp(Py) = x\2(X, F)

Finalement, on vient d’établir (1) et (2):

XX, F) = /Xstr(kt(x,ac))dx

X?)()N(,F) = /Ustr(lgt(ac,x))dx
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4.3 Fin de la démonstration

Les résultats de la section 3.3 nous montrent que les noyaux k; et l;t ad-
mettent des développements asymptotiques:

ki(z, ) ~ior (Oo(z) +02(2)t + -+ Op(2)t" +--)  (4)

—

2rt)n

ke(z, @) ~por (Go(x) + Oy (@)t + -+ O (@)t +--)  (5)

(27t)n

Comme ces développments sont uniformes sur X et sur U (qui est compact), on
peut intégrer (4) et (5) pour obtenir :

G @0t a4

/ strky(x, 2)dx  ~y_ o+
X

(QWt)n(%+ciEt+~-~+&Zt”+~-~)

/ strky (2, 2)dx  ~y_o+
U

en utilisant les formules (1) et (2) et identifiant les termes des différents déve-
loppements, on obtient une formule locale pour les caractéristiques d’Euler :

1
x(X,F) = (27r)n/)(str(0n(x))dx
(X F) = ! str(6,, (z))dx
WEF) = o [ @ @)

Les termes 6, (x) et é;(x) étant des expressions algébriques locales en les
coefficients de w, h (resp. @, h) et de leurs dérivées, on a nécessairement :
,0\7: = ’/T*en
(1).

ce qui achéve la démonstration de

)
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5 Annexe

5.1 Théoréme spectral

Nous donnons ici deux aspects du théoréme spectral (bien entendu équi-
valents) : une version définissant un calcul fonctionnel et 'autre donnant une
représentation spectrale de 'opérateur auto-adjoint 7.

Dans la suite, B désignera 'algébre des fonctions boréliennes bornées sur R
et H un espace de Hilbert ; soit T' un opérateur auto-adjoint sur H.

Théoréme 2 il existe un unique homomorphisme d’algébre f — f(T) de B
dans L(H) vérifiant les propriétés suivantes :

1.VfeB, f(T)= f(T)* (on dit que c’est un *-homomorphisme)
2.VfeB, D < Il

3. Si f € B a un support disjoint du spectre de T alors f(T) =0
4

. Si (fj)j>0 € B converge de fa¢on monotone vers f € B, (f;j(T));>o0
converge alors faiblement vers f(T).

Pour décrire la décomposition spectrale d’un opérateur auto-adjoint, on in-
troduit la notion de résolution de l’identité. Pour cela, on considére la tribu M
des boréliens sur R.

Définition 5.1 On appelle résolution de lidentité une application E : M —
L(H) vérifiant :
1. Vm € M, E(m) est une projection orthogonale avec de plus E()) = 0 et
E(R) = Id
2. Vm,m' e M, E(mnm') = E(m)E(m')
Simnm' =0 alors E(mUm') = E(m) + E(m')
4. Pour tout x ety € H Uapplication E; , : M — C définie par E, ,(m) =<
E(m)(z),y > est une mesure complezxe réguliére.

o

Si T est un opérateur auto-adjoint sur H, on dispose de la représentation
suivante :

Théoréme 3 Ii existe une résolution de l’identité E uniquement déterminée
par T et vérifiant :
+oo
V(z,y) € Dom(T) x H, < T(z),y >= / AE; 4 (N)

En outre, E est supportée par o(T) le spectre de T, au sens ot E(o(T)) = 1Id.
On consultera [Dav95] et [Rud95].
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5.2 Injections de Sobolev et estimées elliptiques non-compactes

Pour un traitement complet du sujet (les différents aspects liés aux espaces
de Sobolev sur les variétés riemanniennes), on se référera a [Heb99].

Soit (M, g) une variété riemannienne (orientée) compléte de dimension n et
k € N. On munit D(M) de la norme:

lull, = (i/M V(o) ax)

(ot V désigne la connection de Levi-Civita de (M, g)) et on note W¥*(M) la
complétion de D(M) pour cette norme; on obtient ainsi un espace de Hilbert.
On notera également CB™ (M) I'ensemble des fonctions C™ sur M dont toutes
les dérivées jusqu’a l'ordre m sont bornées sur M (muni de sa norme naturelle,
CB™(M) est un Banach).

On souhaite établir des injections du type:

W*(M) < CB™(M)

sur M. On rappelle le cas de 'espace euclidien :

Théoréme 4 Si k> m+n/2, on a:
Wk(R") < CB™(R")

c’est a dire :

L’idée pour généraliser ces injections est la suivante : localement, on dispose
de telles inégalités et pour obtenir une inégalité globale, il faut pouvoir les
recoller. Pour ce faire, il faut disposer de partitions de I'unité permettant un tel
recollement et, intuitivement, 1’existence de ces partitions doit reposer sur des
conditions géométriques :

Définition 5.2 On dira que M est a géométrie bornée si:
1. le rayon d’injectivité de M est minoré

2. le tenseur de courbure de la métrique g est borné sur M ainsi que toutes
ses dérivées

Dans ces conditions, on obtient :

Théoréme 5 Si M est & géométrie bornée, les injections ci dessus restent va-
lable; sik > m+n/2, on a:

W*(M) — CB™(M)

Dans la situation étudiée dans ce mémoire, la variété X (de dimension réelle
2n) revét une variété X qui est compacte; elle est donc compléte et son rayon
d’injectivité est clairement minoré. De plus, comme on a choisi la métrique
@ = m*w, on constate ainsi facilement que ()~( ,w) est & géométrie bornée et on
dispose donc des injections:
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Wk(X) — CB™(X) (pour k> m+n)

Si maitenant on souhaite considérer les espaces de Sobolev W.k.(f( ,F) (de-
finis comme complétions de D.y.(f( , ") pour les normes naturelles), on constate
que les arguments ci-dessus s’adaptent. En effet, F — X étant le relévement
de F — X (et h la métrique relevée a partir de h), on peut encore recoller les
inégalités locales pour obtenir :

Corollaire 6 Si k > m+n,

Wk (X,F) — CBI'\(X,F)

Pour finir, rappelons les inégalités de Garding pour l'opérateur elliptique
A

Théoréme 7 Siu € L2 ((X,F) et siN'u € WE (X, F), alorsu € WF2(X, F)
et il existe une constante Cy (dépendant seulement de k) telle que :

lullss < Cul| A7+ Jul)

Combinées avec les injections de Sobolev, les inégalités ci-dessus fournissent des
résultats de régularité pour les solutions d’équations elliptiques. En effet, pre-

nons I'exemple de Popérateur e=*2" . On sait qu’il envoie L? dans Dom((A”)¥)
pour tout k. D’aprés les inégalités de Garding, cela signifie exactement que:

Yu e L(QL.(X,F), ety e Wozli(f(,ﬁ)
et ceci pour tout k. En choisissant k assez grand (k > (m +n)/2), on a donc:

vmeN, e " L2 (X,F) — CBJ(X,F)
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