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1 Introduction

En ce qui concerne la caractérisation des variétés algébriques (sur C), le théoréme de plongement de
Kodaira traite le cas des variétés projectives et donne un critére en terme d’existence de fibrés positifs ou,
de fagon équivalente (via le lemme de Weyl), en terme de métrique kihlérienne ; plus précisément :

Théoréme 1.1 (Kodaira) Soit X une variété complexe compacte; il y a alors équivalence entre :
1. X est projective
2. X porte un fibré ample

3. X posséde une métrique de Hodge (c’est a dire une métrique kahlérienne de classe entiére).

On peut également remarquer que le théoreme de Chow permet d’ajouter que X est alors algébrique.

L’objet de ce travail est d’étudier une caractérisation possible des variétés algébriques affines (c’est & dire
plongées dans CV). Le résultat qu’il m’a été proposé d’étudier décrit une caractérisation en terme d’exhaus-
tion de la variété; en voici ’énoncé :

Théoréme 1.2 Soit X une variété analytique complexe, connexe, de dimension n. Alors X est biholomorphe
a une variété algébrique affine si et seulement st X posséde une erhaustion ¢ strictement psh de classe C'™
telle que :
(i) Vol(X) = [y (dd°p)" < +o0
(49) la courbure de Ricci de la métrique § = dd°(e¥) admet une minoration de la forme Ricci(f) > —
avec p € C(X), ¢y <Ap+B (AB>0)
(#it) @ n’a qu’un nombre fini de points critiques
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11 est assez facile de voir que I'on peut modifier les hypotheses (i%) et (ii¢) pour obtenir une nouvelle version
plus forte du théoreme 1.2, avec une condition intégrale sur le potentiel de courbure:

Théoréme 1.3 Le théoréme précédent reste vrai sous la condition d’existence de fonctions ¢, v telles que :
(') = (1) Vol(X) = [ (dd°p)" < +o0
(i) Ricci(B) > —idd°y et [, exp(cp — Ap)B™ < 400 ou (A,c > 0)
(iii') les espaces de cohomologie H?1(X) sont de dimension finie

Le cheminement que nous allons suivre sera le suivant :
X algébrique = conditions 1.2 = conditions 1.3 = 3X,;4 avec X biholomorphe & X;4.

Comme il se doit, la derniére fleche est la plus ardue a établir et, pour ce faire, nous aurons besoin de
quelques propriétés des exhaustions psh et en particulier des mesures que nous allons leur associer.



2 Mesures de Monge-Ampere et croissance des fonctions holo-
morphes

2.1 Mesures de Monge-Ampere associées a une exhaustion psh

Soit X un espace de Stein (de dimension n), V une fonction psh sur X et des fonctions 1, ... ¢r psh
sur X et localement bornées; par récurrence, on peut donc définir le courant:
ddV Addép1 A ... ANddCpy, := dd®(ordd“V A...ANdd pr—1) et on vérifie aisément que le courant ainsi obtenu
est positif fermé.

Pour justifier certaines définitions mais aussi pour obtenir des estimations en masse, on dispose des
inégalités de Chern-Levine-Nirenberg. Si p est strictement psh C°, telle que Q = {p <0} CC X et dp # 0
sur 992, on note alors (pour 0 < k < n):

Bi = |p" " (ddp)" ™" + (k+ D)]p|"dp A dp A (ddp)" ™+

Théoréme 2.1 Si V.Vi,... Vi sont des fonctions psh sur 2 avec V<0 et Vi,...,Vpx >0, on a:

(1) JoBr+1 AddV Addop1 A ... AddCpr < Cr[V|[1][@1]loo - - k][0

(i) Jo Be ANVINddop1 A ... Nddopr < Cal [V [1]lenlloo - - - llnlloo

(’LZ’L) fQ B Ndd°Vi A ... ANdd°Vy, < Cg||V1||k c. ||Vk||k
(ot C1,Co et Cs sont des constantes ne dépendant que de k et ot les normes LP sont prises par rapport a la
mesure 3o ).

Ces trois inégalités se démontrent par récurrence sur k; voyons par exemple comment établir le point (i)

S kRl k—1
dans le cas C*°. On suppose d’abord V; = ... = Vi, = v > 0; I'inégalité (ddcv kﬁl) > v(%ddcv)
combinée a une intégartion par parties donne:

e k1 e k-1
ﬁk AN (ddc'l)) S 2(/{/’ + 1)(ﬁ) ﬁk_l A\ (ddc’l} k‘*l)
Q - Q

d’ou, par récurrence sur k:

. k—1)!
/Qﬁk/\(ddcv)kSQ’C(/{—}—l)!%/Qﬁovk-

On applique alors cette inégalité a la fonction psh v = H‘Yﬁ + ...+ TVV:HT pour finalement obtenir :

Be AddVi A ... AddVy < 28k + D VAlk - Vil &
Q

Les démonstrations des deux premiers points sont smilaires & celle-ci (bien que légérement plus fastidieuses).

Une autre propriété, également tres importante de 'opérateur de Monge-Ampére est sa continuité dans
le sens suivant :

Théoréme 2.2 Soit (¢7")m>0 une suite de fonctions (pour 1 < j < k) psh et localement bornées qui converge
en décroissant vers p; supposée localement bornée (et psh comme limite décroissante de fonctions psh) ; soit
de plus (V™) m>0 une suite décroissante de fonctions psh convergeant vers V.# —oo. On dispose alors des
convergences faibles (dans 'espace des mesures) suivantes :

(i) dd°V™ A ddoT" A ... A ddCppr — dd°V A ddepl A ... A ddCpk

(it) V™ddeoT A ... Addoepr — Vddopr A ... A ddCpy



On considere alors la situation suivante: ¢ : X — R est C'°°, psh et exhaustive; dans toute la suite nous
noterons: B(r) := {z € X|p(z) <1}, B(r) := {z € X|p(z) < r} et S(r) :={z € X|p(z) = r}. On pose
également: o = dd°p, 8 = dd°(e¥) et ¢, = max(p,r). p, est donc psh continue et le courant (ddp, )" est
bien défini avec ci dessus.

Définition 2.1 On appelle mesures de Monge-Ampére associées a ¢ la famille de mesures positives ()
portées par S(r) définies par:
pr = (dd°pr)" = 1x\B(r) (dd°p)"

Il me semble ici indispensable de préciser que la situation étudiée est tres restrictive; en toute généralité, on
peut en effet considérer une fonction ¢ : X — [—00; +00] seulement continue (mais toujours psh exhaustive).
Dans ce cadre, on comprend mieux la nécessité d’introduire les fonctions ¢, pour se ramener au cas de
fonctions LS. Je me suis limité a la situation présente car c’est celle a laquelle nous serons confronté.
Pour compléter cette définition, voyons maintenant quelques propriétés de ces mesures et plus parti-
culierement quelques représentations intéressantes. La formule suivante (dite de Lelong-Jensen) relie en effet

les mesures p, a la forme o™ :

Théoréme 2.3 Si V est psh alors V est p,-intégrable (pour tout r) et on a de plus:

/ dt/ ddV Aot = (V) — Va"
—00 B(t) B(r)

Il est & noter que l'intégrabilité de V' par rapport a u, vient directement du théoreme 2.1. La démonstration
de 1’égalité ci-dessus s’effectue en deux temps: on suppose d’abord V' minorée sur B(r) pour assurer la fini-
tude des deux membres de 2.3. Les théoremes de Fubini et de Stokes permettent alors d’établir la formule
précédente. Pour passer au cas général, on utilise le fait que, comme X est de Stein, toute fonction psh est
limite décroissante d’une suite de fonctions C* psh ; on passe alors & la limite dans la formule (connue pour
V psh C*°) grace au théoréme 2.2.

On dispose également d’une représentation de u, en terme de forme volume, a savoir:

Proposition 2.1 Si dp(z) # 0 en un point x de la surface de niveau {¢(x) = r}, la mesure p, est alors
définie (au moins au voisinage de x) par la (2n — 1) forme volume o™~ 1 A d°p|s(r)

Cette proposition est encore une fois une conséquence du théoreme de Stokes; les deux résultats suivants
(qui s’en déduisent) nous serons forts utiles:
Proposition 2.2 (i) Si h € C)(X) alors [ pr(h)dr = [ ha"~' Adp A dp
(i) Si x : R — R est conveze croissante (C), on note p* = x o ¢ et (k) la famille associée a ¢* ; on a
/ n
alors i}y =X (r) pr
Ces résultats peuvent bien entendu étre énoncés dans le cadre beaucoup plus général cité plus haut ; ils sont

obtenus en élargissant le cas traité ici par des procédés de passage & la limite (reposant une fois de plus sur
le théoreme 2.2).

2.2 Croissance du volume et lien avec les fonctions holomorphes

Dans la suite, on notera 7(r) = f B(r) a™; on peut remarquer que la formule 2.3 appliquée & V = 1 donne
alors 7(r) = ||pr||. On fait de plus ’hypothese suivante sur la croissance du volume de Monge-Ampere:

" _,

(H) : lim

r——4oo T



Nous allons voir qu’en conjugant I’hypothese (H) la formule 2.3, on obtient une inégalité tres intéressante:
soit en effet V' psh, ro < r et m > 1 un entier; en appliquant la formule 2.3 & V;,, = max(V, —m), il vient:

(r— To)/ ddV,, Aol < / dt/ ddV,, Na™ 1 <
B(’r’o) r0 B(t)
/ dt/ ddVi, A"t = 1. (Vi) —/ Va™ < p,(V4) + mr(r)
— B(t) B(r)

D’otl, en divisant par r et passant & la limite inférieure (sur r), on obtient :

1
/ ddVi, A o™t < liminf —p,. (V)
B(’I‘o)

r—4oo T

et donc, comme ceci est valable pour tout m et pour tout ro et comme (V,)m>1 converge en décroissant
vers V, le théoreme 2.2 donne:

Proposition 2.3 Pour V € PSH(X), [ dd°V Aa"! <liminf, 4o 1, (V4).

On va maintenant effectuer le lien avec les fonctions holomorphes; pour ce faire, on va définir une classe
de fonctions dont la croissance a 'infini est, en quelque sorte, controlée par .

Définition 2.2 — Pour f € O(X), on définit le degré de f par:

5,(f) = limsup ~pu,(Log, |f])

r—+oo T

— on note A, (X) Ualgebre (intégre) des fonctions holomorphes de degré fini (dites fonctions -polynémiales)
et Ky(X) son corps de fractions (dites fonctions @-rationnelles).

Le fait que A, (X) soit une algebre vient des deux inégalités suivantes:
— Log, |fg| < Log, |f| + Log, |g|
- L0g+|f4’g|§ Log+|f|+—Log+|g|%fLog2
et de 'hypothese de croissance (H). Les deux inégalités précédentes se réécrivent alors:

690(f9) < 690(f) +6<,0(9) et 690(f +g) < 690(f) +5<,0(9)a Y(f.9) € O(X).

Si f € O(X) (et f #0), I'équation de Lelong-Poincaré affirme alors que 5-dd° Log |f| = [Zy] et donc en
reportant dans 2.3, on a: 27 [y [Zf] A o™t < 6,(f). On peut améliorer ce résultat de la maniere suivante :
si @ € X (fixé), on considere des coordonnées locales (z1,...,2,) centrées en a telles que {|z| < r} C B(r')
(avec 7 < 1’). Soient alors r < r1 < r9 < r’; on peut donc choisir € > 0 assez petit pour que la fonction
strictement psh ¢’ = max(p,r1 + €|z|? + \/€) vérifie:

r o au voisinage de S(r2)
v r1+€lz|? + Ve sur B(rq)

En appliquant le théoréme de Stokes, on a alors pour f € O(X):

" 10rd,(f) < 6"71/
{lzl<r}

c nn—1 _ n—1 n—1 i
<[ naaey” = [ laes [ Enet s S

25 A @ddelP)" < /

B(r1)

(2] A (dd]22)" " = /B NI

la premiere inégalité étant une conséquence des propriétés des nombres de Lelong. On a donc montré le:

Corollaire 2.1 Sia € X (fizé), il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de a telle que:

Vi€ Ap(X) (f#0), Orda(f) < Cop(f)



La constante C' ne dépendant que du point a, cette inégalité va nous pemettre d’obtenir le premier résulat
d’algébricité. En effet, soit (fi,...,fn) € Ax(X) que 'on suppose algébriquement indépendante ; soit k un
entier assez grand et P € C[zq,. .. zx] non nul vérifiant de plus deg., P < k. On a alors: do(P(f1,.--.fn)) <

ijvzl d,(f;) et donc, avec le corollaire 2.1, on obtient: Ord, (P(f1,...,fn)) < Ck Zj\]:l d,(f;). Si on pose
s=[Ck Zj\]:l d,(f;)], un petit argument d’algebre linéaire nous amene & la majoration:

(n+s)"

N
(k+1)" <Chis < ]
et donc, lorsque k£ — 400, on obtient :

Théoréme 2.4 Le corps K,(X) vérifie degtre (K, (X)) < n; de plus, dans le cas ot degtre (K, (X)) =n
K, (X) est alors une extension de type finie de C.

2

La deuxieéme partie du théoreme s’établit en montrant que, dans ce cas, [K,(X) : C(f1,...,fn)] < +00. Pour
ce faire, on majore le degré d'un élément de K, (X) sur C(f1,...,fn) en utilisant & nouveau le corollaire 2.1.

Pour terminer, nous allons étudier un exemple montrant que la croissance du volume est un bon indicateur
d’algébricité. Soit en effet X un ensemble analytique irréductible de dimension n dans CV et on considere
©(z) = Log(1 + |z|?) de sorte que « s’identifie & la métrique de Fubini-Study de PV et 8 & la métrique
standard de CV. D’autre part, la proposition 2.2 et la formule 2.3 donnent :

/ g = (1+r2)”/ am.
Xn{|z|<r} Xn{|z|<r}

Si on fait I’hypothese que Vol,(X) < 400, on constate alors aisément que les polynémes (en restriction &
X) fournissent des éléments de A, (X). On en déduit 'existence d’un morphisme Clz1,...z2n] — A, (X) et
si on note I son noyau et Y = V(I), le théoréme 2.4 donne finalement X =Y ; d’ou:

Théoréme 2.5 Si X est un ensemble analytique irréductible dans C de volume projectif fini, alors X est
algébrique.

Ce cas particulier montre la pertinence de ’hypothese de finitude du volume. Mais méme lorsque X n’est
plus plongée dans CV, les autres hypotheses du théoreme 1.3 vont, comme nous allons le voir, nous fournir
des fonctions de A, (X) pour “déplier” la variété X.

3 Caractérisation des variétés algébriques affines

3.1 Nécessité des conditions du théoréeme 1.2

Si X est une sous-variété algébrique affine (irréductible et lisse) de CV de dimension n, on dispose de la
fonction d’exhaustion Log(1 + |z[?). Comme « s’identifie & la métrique de Fubini-Study de I'espace projectif
P, la condition de finitude du volume est alors immédiate : 'adhérence X de X dans PN étant compacte,

on a bien
/ a” < 400
X

De plus, des arguments de théorie de Morse (que nous admettrons ici) permettent de démontrer que la
cohomologie de X est finie.

Quant a la minoration de la courbure de Ricci, on peut obtenir une expression explicite de ¢ : Soient
(P1,...,Py) un systeme de générateurs de l'idéal I(X) et s = N —n = codim(X); pour K = {k; < ... <
ksl c{l.m}et L={l1 <...<ls} C {1..N} des multi-indices de longueur s, on pose:

Tia(2) = det(G @ iciges ot () =Log( 3 Vra(P).

|K|=|L|=s




Les fonctions Jg 1 étant polynomiales, on a bien les estimations souhaitées pour 1. D’autre part, un calcul
explicite de la courbure de Ricci et de dd®y) montre qu’on a bien I'inégalité attendue, c’est a dire:

1
Ricci(Bx) > — §ddcw

Le sens direct venant d’étre démontré, il nous reste maintenant a montrer la suffisance des conditions du
théoréme 1.3. On suppose donc données sur X une exhaustion ¢ strictement psh C*° (donc X est de Stein)
et une fonction v continue vérifiant :

Vol(X) = / (dd°p)" < +o0

Ricci(B) > flddcw et / exp(cy) — Ap)B" < +oo ou (A,c > 0)
2 X

On suppose en outre que les espaces de cohomologie H?7(X) sont de dimension finie.

3.2 Conséquences des estimations L2

Nous allons maintenant voir que les techniques L? assurent I'existence (sous les hypotheses du théoreme
1.3) de fonctions de A, (X). Aux nombreuses hypotheses qui ont déja été faites, on en ajoute une concernant
le signe de @ : on supposera en effet ¢ > 0 (ce qui simplifiera quelques points). Dans la suite on consideérera
les espaces fonctionnels suivants :

Définition 3.1 Pour 0 < p < 400, on note
LE(X) = {f : X — Cmesurable |/ |f[Pe=9B" < +o0, C > 0}
X

On pose de plus LY(X) = U, - LA(X) et AL(X) = LE(X) N O(X)

p>0 ~

Avec cette définition, I'inégalité de Holder et I’hypothese de finitude du volume montre que Lg(X ) est alors
une algebre unitaire integre et de plus, on montre facilement que Ag (X) est une sous-algebre intégralement
close de L)(X). Enfin, le lemme suivant montre que I'algébre A2 (X) des fonctions holomorphes satisfaisant
une condition LP, p > 0, est une sous-algebre de l'algebre A, (X):

Lemme 3.1 (i) Si f € AY(X) avec [y |f[Pe™“¢B™ < +o0 alors

C—n
p

5o(f) < Vol(X)  (donc AY(X) C Ay(X))

(id) si de plus 0 < p <2, [y |df|5e®/?=¢p" < 400 (donc |df|fy € LY(X)).

Le point (¢) s’obtient en remarquant que 8™ > e™?(dd°p)n — 1 A dp A d°p et donc, avec la proposition 2.2,
il vient :

“+oo
/ pe(| fIP)et =t = / [P~ (ddp)n — 1 N dp A dop < / |[f[Pe= 98" < +oo
0 X X

d’olt on déduit:
e (If1P) < Cre="  (avec C > 0).
En appliquant I'inégalité de Jensen a T“(—; et & la fonction concave t — Log(1 4 t) et en utilisant le fait que
7(r) < Vol(X), on a bien la majoration annoncée.
La démonstration du point (i¢) est elle un peu plus technique.



Un raisonnement classique, utilisant les estimations L2, permet de plus d’établir le résultat d’interpolation
suivant :

Proposition 3.1 Soit {x1,...,xm} des points de X et p une fonction psh telle que e™" soit intégrable au
voisinage de chaque x;. Alors, pour tout entier s, il existe f € O(X) telle que

— f a un jet fixé d’ordre s en chagque x;
- Jx |f|2e=P~¥=C19 3" < 400 avec C1 > 0 (ne dépendant que de s et des points x;)

En particulier, si p = 0, comme ¥ € L(X), on aura f € A)(X) (et méme f € AP(X) avec p < 2).
Appliquons ce résultat en un point zo de X ; on peut donc trouver (fi,...,fn) € AL(X)(C A,(X)) dont
le jet en zg vérifie: J(f})z, = 2; et donc dfi A ... Adfn(xo) # 0. Ces fonctions sont donc algébriquement
indépendantes et on en déduit que:

degtre (K, (X)) =n et K,(X) est une extension de type finie.

De plus, I’équation de Lelong-Poincaré et I’hypothese de minoration de la courbure montrent que la fonction
p=v+Logl|dfi A...A clfn|?3 est psh sur X et donc, en appliquant a nouveau la proposition 3.1 en xg, on
trouve: fr41 € O(X) avec fpi1(z) =1 et

/|fn+1|2|df1/\.../\dfn|§26_2’¢—cgaﬁn<+OO
X

De cette majoration, on déduit les deux points essentiels suivants :

L {z € X|dfi A... Adfu(z) =0} C f,}11(0)
2. fn+1 S Ag(X)

On constate que la proposition 3.1 nous a déja fourni un bon nombre de fonctions p-polynoémiales; en fait
en raisonnant par récurrence, on peut construire des fonctions (f1,...,fn) € A?D(X ) telles que:

Théoreme 3.1 Il existe M C CN une sous-variété algébrique affine irréductible de dimension n telle que
(i) F=(f1,---,fn) : X — C¥ envoie X dans M
(ii) F est un isomorphisme analytique de X\ f, 1 (0) sur un ouvert lisse de M.

La construction, comme il est précisé plus haut, se fait par récurrence: on “ajoute” des fonctions pour rendre
I'immersion F injective. Le fait que le procédé s’arréte vient principalement du fait que
[Ko(X) : C(f1,....fn)] < +o0.

3.3 Quasi-surjectivité de F
Il reste maintenant essentiellement deux problemes a surmonter :

(a) montrer que I'ouvert F(X\ f,;(0)) est un ouvert de Zariski de M
(b) passer de X\ f,1,(0) & X.

Supposons pour U'instant le point (a) démontré; il est & noter que ’hypotheése de finitude de la cohomologie
de X n’a pas encore été utilisée. C’est elle qui va nous permettre d’établir le point (b).

En effet, si zp € X on sait qu'il existe F(©) = (fl(o),..., ](\?0)) X — CNo et gy = fr(£21 telles que
xo € X\gg 1(0) et que cet ouvert soit isomorphe par F(®) & un ouvert de Zariski d'une sous-variété (affine
irréductible) de CNo. On peut donc recouvrir X par de tels ouverts (X\g; '(0))k>0 et on considere les
morphismes produits Fj, = F(© x ... x F®) . X — CNot-+Nk ¢t on note Y;, = ﬂj<k et X = X\Y; =

Ujgk(X\gj*l(O)). Dans cette situation :

— F} envoie X dans M}, variété algébrique affine irréductible de dimension n
— Fi(Xk) est un ouvert de Zariski de M.



Le lemme suivant permet d’affirmer que la suite (X%)i>0 est stationnaire.

Lemme 3.2 Soit X de dimension n et Y un ensemble analytique de X de dimension < p. En posant
d=n-—p, on a

- HY(X,X\Y;R) =0 siqg<2d

- H*(X, X\Y;R) =R’ ou (Yj);es désigne les composantes irréductibles de Y de dimension p.

On déduit facilement de ce lemme (et de 'hypothese (ii¢") du théoréme 1.3) I'existence d’un entier ! tel que
X =X;;onposealors F=F, N=No+...+ Nyet M =M,;. F: X - M est donc un biholomorphisme
de X sur un ouvert de Zariski de M.

La démonstration du point (a) étant assez longue, nous nous contenterons ici d’en donner les grandes
idées.

Tout d’abord, reprenons la situation; on a F' : X — CV avec X\ f, il(O) biholomorphe a un ouvert de
M. Soit alors un polynéme Q € C[zy,...,zn] vérifiant :

- Q#0sur M
- Q= zpt1 R (avec R € Clzy,...,2n])
— le lieu singulier (M) de M vérifie My C Q~1(0)

On pose M = M\Q~1(0), X = X\Q(F)~*(0) c X\ f,11(0) de sorte que M est lisse et F': X — M est un
biholomorphisme de X sur 'ouvert Q = F/(X).

On considere ensuite le courant 7' défini sur M par T = F*(ddcgo) sur €2 et prolongé par 0 en dehors de
Q; les estimations de masses de Chern-Levine-Nirenberg (théoréme 2.1) permettent d’affirmer que T est un
(1,1)-courant positif fermé vérifiant I’estimation

/A TAw" ' < 400 (w métrique de Fubini-Study de PV).
M

En admettant un résultat sur les courants a croissance minimale (c’est & dire vérifiant une telle inégalité) sur
les variétés algébriques affines lisses, on obtient l'existence de V' fonction psh sur M et de u une (1,0)-forme
C* sur M telles que:

L ddV <T
. ddV —T = du

V(z) < C1 Log(1 + |z[%)
- ulw < Co(1 4 |2[7)%

=W N

ou (4,05 et C3 sont des constantes (positives).

La fonction 7 = V — FL¢ est alors psh sur M avec M\Q C 71 (—00) (donc M\Q est pluripolaire fermée).
De plus la (1,0)-forme h = 971 4 3 est holomorphe sur Q. La fin de la démonstation consiste, en utilisant
des estimations intégrales, & montrer que h se prolonge en une (1,0)-forme méromorphe rationnelle sur M
et que le plus grand ouvert de Zariski sur lequel h est holomorphe est en fait 2. Pour finir, en chaque point
x € X\f,. il(()), on trouve un polynéme @, vérifiant les hypothése mentionnées plus haut avec de plus
Q.(F)(x) # 0; comme Q, = F(X\Q.(F)~1(0)) est un ouvert de Zariski de M, il en est de méme de

FX\fihop= U 2

z€X\f,,}1(0)



3.4 Conclusion

On a pour l'instant établi le résultat suivant: il existe F' : X — M (C C¥) tel que F réalise un
biholomorphisme entre X et €2 un ouvert de Zariski de M. On peut de plus supposer la variété M normale;
Q) étant de Stein (biholomorphe & X), son complémentaire est alors une hypersurface de M. En effet, si
on avait codim(M\Q) > 2, le théoreme de prolongement de Riemann permettrait de prolongerles fonctions
holomorphes suQ2 a M. Or, Q est de Stein donc, en particulier, holomorphiquement convexe et on sait ainsi
qu’il existe des fonctions holomorphes qui tendent vers Iinfini au bord de €2 ; ceci étant en contradiction avec
la possibilité de prolongement. H = M\Q est donc bien une hypersurface algébrique de M. Il nous reste
donc & montrer que, dans cette situation, {2 est lui-méme algébriquement isomorphe a une variété algébrique
affine.

Si H est localement intersection complete, il n’est pas tres difficile de constater que €2 est bien algébriquement
isomorphe & une variété algébrique affine. Mais ce n’est malheureusement pas nécessairement le cas; par
contre, on peut observer que () est rationnellement convexe: si K est un compact de §2, I’enveloppe

K = {z € Q] |g(z)| < supglgl, Vg € R(Q)}
est compact dans 2.

Théoréme 3.2 Soit M C CN une sous-variété algébrique affine (irréductible) et H une hypersurface
algébrique de M. Si M\H est rationnellement convexe, alors M\H est algébriquement isomorphe & une
variété algébrique affine.

Et ceci marque la fin de la démonstration du théoreme 1.3.

En complément au théoreme 1.3, on peut ajouter le fait que, d’aprés la démonstration précédente, I’an-
neau des fonctions algébriques régulieres de X4 coincide avec K, (X)NO(X). Les hypotheses du théoréme
1.3 nous permettent donc non seulement de montrer le caractere algébrique de la variété X mais également
de déterminer completement la structure de celle ci.

Pour conclure, il convient de préciser que ce théoreme peut bien entendu étre énoncé dans le cadre plus
général des espaces complexes. Les hypothéses sont exactement celles que nous avons considérées ici; il faut
par contre supposer que les singularités de 1’espace X sont isolées et en nombre fini (essentiellement, cela
permet d’obtenir un théoréme d’interpolation sensiblement identique au théoreme 3.1).



