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Résumé

Approche pédestre des morphismes de Hopf.

1 Introduction

Soit X une variété différentiable (compacte, orientable, ...) de groupe fonda-
mental I' = 71 (X) et de revétement universel 7 : X — X.Onse propose ici de
décrire de la facon la plus explicite possible les morphismes de Hopf qui relient
la cohomologie du groupe I' avec celle de la variété X. Plus précisément :

Théoréme 1.1 (H.Hopf, 1942 [Hop42])
Pour tout k > 0, il existe des morphismes

hy : H¥(D,7Z) — H*(X,7),

ces morphismes étant définis canoniquement. De plus, l’image de hy, est toujours
contenue dans le noyau de 7*, i.e. :

H*T,7) ™ H*(X,2) = H*(X,Z).

En petit degré, on peut bien entendu étre plus précis.

Théoréme 1.2 (W. Hurewicz, H. Hopf)
Les morphismes hg et hy sont des isomorphismes. Le morphisme hy est injectif
et la suite X

0 — HXT,2) 22 H*(X,Z) = H%(X,Z)

est exacte.

2 Cohomologie des groupes

Ce premier paragraphe expose quelques rudiments de cohomologie des groupes ;
pour plus de détails, se reporter a [Bro94]

2.1 Définition

Soit G un groupe et M un G-module; I'assignation I : M +— M qui a un
G module associe le sous-module de ses éléments G-invariants est un foncteur
de la catégorie des G-modules vers celle des groupes abéliens, qui est de plus



exact & gauche. On définit alors la cohomologie de G & valeurs dans M comme
le foncteur dérivé de F :

Yk >0, H*(G, M) = RFF(M).

C’est aussi la cohomologie du complexe (C*(G, M), d) ou Ck(G M) est consti-
tuée des applications de G* dans M (par convention, CO(G, M) = M) et la
différentielle étant donnée par :

k
df (g1, k1) = g1+ f(92,- -, Gr41) +Z 1 f(g1,- 2 05-1,93 95415 - +)
j=1

+ ( 1)k+1f(glv e 7916)'

Si M = Z est le G-module trivial, on obtient explicitement :
HY(G,Z) =7 et H'(G,7Z) = Hom(G, Z).
De méme, un 2-cocycle est donc une application ¢ : G X G — Z qui vérifie :
c(g,h) = c(h, k) — c(gh, k) + c(g, hk)

pour tout (g, h, k) € G. Rappelons également 'interprétation des ces 2-cocycles
en terme d’extensions de groupes.

Proposition 2.1
Les classes d’équivalence d’extensions centrales de G par Z

1—72Z—F—G—1

sont paramétrées par les éléments de H*(G, 7).

Démonstration :

La correspondance se fait de la fagon suivante.

e A une extension 1 — Z — F — G — 1, on associe un 2-cocycle en
choisissant tout d’abord une section ensembliste de s : G — FE. On compare
ensuite s(gh) et s(g)s(h); comme ces deux éléments de E se projettent sur le
méme élément de G, il existe un élément de Z noté f(g,h) tel que s(gh) =
f(g,h)s(g)s(h). En écrivant s((gh)k) = s(g(hk)), on vérifie immeédiatement que
f est un 2-cocycle de G a valeurs entiéres (et on constate également que le choix
de la section s détermine f & un cobord prés).

e Réciproquement, si f est un 2-cocycle normalisé (f(g,1) = f(1,¢9) =0; on
peut toujours choisir un tel représentant), on définit sur Z x G la loi suivante :

On vérifie aisément que ceci munit Z x G d’une loi de groupe (la relation vé-
rifiée par f montre Iassociativité, I'inverse étant donné par (n,g)~! = (—n —
flg,g71),971)) pour laquelle Z = Z x {1} est bien central. [J



2.2 Un résultat d’acyclicité

On se replace ici dans le contexte géométrique : le groupe I' est le groupe
fondamental d’une variété X de revétement universel X. Comme I agit sur X,
les fonctions et, plus généralement, les formes différentielles sur X sont natu-
rellement des I'-modules ; notons £9(X) les formes différentielles de degré ¢ sur
X (avec la convention £°(X) = C>(X)). Le lemme suivant va nous permettre
d’expliciter les morphismes de Hopf par la suite.

Lemme 2.1 B

Les T-modules £1(X) sont acycliques :
H*I,E9(X))=0Vk>1,Yqg>0.

Remarque 2.1

Pour k =0, on a bien évidemment :

HOT, £9(X)) = £9(X)" = £9(X)

Démonstration :

Pour construire des “opérateurs de Poincaré”, on utilise une partition de
I'unité équivariante. Soit en effet un recouvrement ouvert de X par des ouverts
(Vi) jes suffisamment petits pour que 7 : X — X admette des sections au-

dessus de V;. Pour chaque j, on choisit alors un ouvert U; de X tel que 7 réalise
un isomorphisme entre U; et V;. Si maintenant (¢;);cs est une partition de
l'unité subordonnée a (V;);, considérons les fonctions

Xi = (mu,)*(¢s) = g0y,

Ces fonctions sont a support dans U; et permettent de construire une partition
subordonnée au recouvrement (g(U;)) e, ger par la formule :

Xig =9 (x;) =xj09 "

Par construction, ces fonctions vérifient :
Vg, h e, VjeJ, Xjgh =9 Xjh- (1)
On définit alors un opérateur
P: C*Y(D,£9(X)) — CH(T,E9(X))
de la fagon suivante :

P()(g1,--n06) = (DM S o f (g1, 98095 ety 91 9)-
(4,9)€JxT



Le calcul direct de d(P(f)) donne :

d(=1)* ' P(H)) (g1, gu41) = g5 [P(£)(g25 -, e 1)] +
k

(1) P(f)(g1s- - 9191+ gerr) + (1) TP (01, gn)

™

i=1
=> g (o)t (Fg2, s 906 Gita0 95 19)) +
7.9

k
DD X G GiGists - Ghi 1y G 91 9+
i=1 jg

(DR Xaf g1, 0095 0t 91 9)
7.9

= Z(Xj,g) [giﬂ (f(ng cee vgkﬂgl;-ilglzl o 'gflg)) +
J»9

k
S D (g1, 9iGit1s - Ght Gnta T 9 9)+

—

1=
(=D (g1, G Ge 190190 Gia 91 9)]
k+1

= Z(Xj,g) gT (f(927 R 37]g+2)) + Z(_l)zf(gh <o 9iGi41, - - - 77}z+2)
J»9 i=1

ot 4 la sixiéme ligne on a utilisé la propriété d’équivariance (1) des x; 4 et ol &
la derniére ligne on a posé :

-1 -1 -1
7£+2:9k+19k g1 9-

Mais ’expression entre crochet n’est autre que :
Af (g1, grr1: Vi) — (D2 (91, grgr)-
Comme les x; 4 forment une partition de I'unité, on en déduit :
d(P(f)) = f — (=1 P(df))
pour toute cochaine f. En particulier, si f est un cocycle, on obtient :
d(P(f)) = I

Ceci constitue exactement ’annulation cherchée. (I

3 Morphismes de Hopf

Nous allons maintenant pouvoir décrire de fagon relativement explicite les
morphismes de Hopf. Pour pouvoir utiliser les résultats précédents (c’est-a-
dire travailler avec des formes différentielles), nous allons montrer comment
construire ces morphismes pour la cohomologie & valeurs réelles. Considérons



pour cela le complexe de De Rham (sur X ) ; ce dernier induit des morphismes
entre les différents espaces de cochaines

CH(T, £9(X)).

On obtient ainsi le diagramme suivant :

EO(X-)F d gl(X)F d 52(2)1“ d
RC—>50(2)—d>51(§)—d>52(f)d—>...
dr‘ dr dr‘ dF

d

d

d

CHI,R) — CY(T,E%(X)) —— CY(T,EH(X)) —— CY(T,EX(X)) — -~

dr dr dr
C*(I,R) —> C2(T, £9(X)) — = C2(I, £1(X)) — = C2(I, £2(X)) =
dr‘ dr d]" dl"

dans lequel les fleches repérées par un d sont celles induites par la différentielle
extérieure alors que celles portant un dr sont les différentielles permettant de
calculer la cohomologie de T'. Or, le lemme 2.1 montre que les colonnes (& partir
de la deuxiéme) sont exactes. Cette remarque permet de définir les morphismes

hy : H*(T,R) — H*(X,R)

par un simple parcours dans le diagramme. Pour illustrer cela, traitons le cas
k = 2 et promenons nous dans le diagramme ci-dessus. En effet, si f est un
2-cocycle réel pour I', on peut remonter en zigzags jusqu’a la premiére ligne :

50()})1“, _ o _ >51(X-)F, _ o _ >52(X)F* ...
| |
] ] |
R------ -E(X) - - - - -E(X) (%)~ - - -
‘ | Tp |
N A '
C'(I,R) - — - = CY(I, £°(X)) — > CY(I, £Y(X)) - — = CL(T, (X)) - — =
l Tp l I
% Voo Voo
feC*T,R) —=C(I,&°(X)) - — = C*(I, €1(X)) - — = C*(T, €*(X)) — — >
| | | |
‘

Une fois arrivé sur la premiére ligne, nous obtenons une 2-forme fermée (car
exacte) as(f) € E2(X) qui est invariante sous l’action de I' et descend donc en



une 2-forme sur X. La 2-forme ainsi obtenue est bien entendue encore fermée
et définit donc une classe de degré 2

ho(f) € H*(X,R).

(’est 'image par le morphisme de Hopf hs de 1’élément de H?(T',R) représenté
par le cocyle f.

Pour constater que ce morphisme est injectif (en degré 2), on utilise le fait
que le début de la deuxiéme ligne est exacte :

R — £9(X) -L £1(X) -4 £2(X).

Sur la variété simplement connexe X, une 1-forme fermée est exacte!

4 Interprétation en termes de fibrés en droites

4.1 Démonstration du théoréme 1.2

Nous montrons ici comment associer & un élément de
Ker (ﬂ* L HX(X,Z) — HQ()?,Z))

un 2-cocycle pour I' & valeurs entiéres, ce qui correspond & I’énoncé du théoréme
1.2. Rappelons tout d’abord le fait suivant :

Lemme 4.1 _
Le groupe H*(X,7Z) (resp. H*(X,Z)) est en bijection avec ’ensemble des classes

d’isomorphismes de C-fibrés en droites sur X (resp. sur X’), cette identification
se faisant via la classe de Chern ci(L).

Démonstration :

L’ensemble des classes d’isomorphismes de fibré en droite n’est autre que
H'(X,E%). On utilise alors la suite exponentielle (exacte au niveau des fais-
ceaux) et les annulations H'(X,Ex) = H?(X,Ex) = 0 pour obtenir I'isomor-
phisme annoncé. [

Soit donc L un fibré en droites dont la classe de Chern ¢; (L) vérifie 7*(c1 (L)) =
0. Le fibré L devient donc trivial sur X. Ceci signifie qu’il existe une application
toujours non-nulle (sorte de section) s : X — L rendant le diagramme suivant

commutatif :
p

X—X

Comme s(g~'(z)) et s(z) (pour g € T' et 2 € X) sont dans la méme fibre

Ly (z), on peut former leur quotient et obtient ainsi f, : X — C*. On vérifie
immédiatement que famille de fonctions f, satisfait aux relations :

V(g,h) € Fv fgh :g*(fh)fgv



i.e. g — fy est un l-cocycle & valeurs 5*()?) Or, la suite longue induite par la

suite courte’
exp
_—

0—Z— EX) ZB e (X) — 1

et les annulations (lemme 2.1)
H'(T,E(X)) = H*(I,E(X)) =0
fournissent I’isomorphisme
HY(T,&%(X)) = HX(T, Z). (2)

Le 1-cocycle f, construit ci-dessus correspond donc & un élément de H (1, 7).
On a donc bien vérifié :

Théoréme [H. Hopf]
En degré 2, la cohomologie de T s’identifie avec le noyau de 7* :

H2(T',Z) = Ker (w* CH2(X,Z) — HQ(X',Z)) .

Remarque 4.1 B
Réciproquement, a un I-cocyle f, a valeurs dans £*(X), on associe un fibré en

droite sur X de la fagon suivante. Le groupe I" agit sur X xC par:
g- (iL’,Z) = (g(x)vfg—l(x)z)'

Le quotient L = (X x C)/T est naturellement un fibré en droites sur X dont la
classe de Chern coincide avec le cocycle f, par I'isomorphisme (2).

4.2 Bonus homotopique
Pour finir, un peu d’homotopie! En effet, en reprenant les notations du

paragraphe ci-dessus, un fibré en droites L — X induit naturellement un fibré
en C* sur X : il suffit de considérer L° = L\ {section nulle}. La suite exacte
d’homotopie associée a cette fibration s’écrit :

mo(X) 25 Z = 1(C*) — m(L°) — T — 1.
Le morphisme 0y, définit un élément de

Hom (73 (X), Z) = Hom(my(X), Z) ~ H*(X, Z), (3)
I’isomorphisme étant donné par les résultats ci-dessous.

Théoréme 4.1 (W. Hurewicz, 1936 [Hur36])
Soit M wun espace topologique connexe (ayant le type d’homotopie d’un CW
compleze) et n > 1 un entier. Le morphisme naturel

Wy, Ty (M) — Hp(M,Z)

consistant & considérer une classe d’homotopie comme une classe d’homologie
est :

Leette suite courte de T-module est exacte car H(X,Z) = 0



(i) le morphisme d’abélianisation sin =1,
(ii) un isomorphisme si 7p(M) = 0 pour tout k < n.

Théoréme 4.2 (voir [BT82], p. 194)
Pour tout espace topologique connexe M et tout entier k > 1,

H*(M) ~ Hom (Hy(M),Z) ® Ext (Hy,_1(M),Z).

La combinaison des théorémes 4.1 et 4.2 fournit en effet I’isomorphisme (3).

Proposition 4.1
Awec Uidentification ci-dessus, on a :

Or, ~ 1*(c1(L))

(le morphisme Oy, consiste donc a évaluer la classe c1(L) sur les sphéres repré-
sentant les éléments de w2(X)). En particulier, la classe de Chern de L définit
un élément de H?(T',Z) si et seulement si le morphisme Oy, est nul.

On se convainc de ce fait en examinant la classe d’Euler du fibré L° (comme
par exemple dans [BT82], p. 70 et suivantes).

Pour compléter cette étude, faisons une derniére remarque. Si le morphisme
Oy, ci-dessus est identiquement nul, la suite exacte d’homotopie devient une suite
courte :
1 —2Z—m(L’) —T—1.

Il n’est pas difficile de constater que cette suite définit en fait une extension
centrale de I" par Z. Or, d’aprés la proposition 2.1, cette extension correspond
a un élément de H?(T,Z). Fort des résultats des paragraphes précédents, nous
pouvons affirmer que cette classe n’est autre que ¢;(L). Résumons tout ceci dans
un dernier théoréme.

Théoréme 4.3

Soit L — X un fibré en droites et considérons la suite d’homotopie du C*-fibré
correspondant :

2 (X) o7 —s m (L) —T — 1.
Alors, 0, = 0 si et seulement si c1(L) € H?(T',Z) ; dans ce cas, la suite devient
une extension centrale

1—>Z—>7T1(LO)—>F—>1

dont la classe n’est autre que cq1(L).
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