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Résumé

Nous exposons les récentes démonstrations par B. Kleiner , Y. Sha-
lom et T. Tao du théoréme de M. Gromov sur les groupes a croissances
polynomiales.

1 Introduction

Considérons G un groupe de type fini. La donnée d’un systéme fini S C G
de générateurs permet de définir une fonction de longueur par la formule :

k
s(g) = min (Z |al

£s(g) représente donc la longueur du plus court mot sur ’alphabet S qui repré-
sente ¢. Il est commode d’en faire une distance invariante & gauche en posant :

ds(g, h) = ls(g~"h).

La fonction de longueur étant évidemment symétrique et sous-additive!, dg
vérifie bien les axiomes d’une distance. Les boules pour cette distance étant
finies, il est licite de considérer la fonction de comptage :

bS(R) = IjB(la R)

g_s?l...szk,sies>,

ot B(1, R) désigne la boule de centre 1 et de rayon R (G agissant transitivement
par isométries sur lui méme, le choix du centre de la boule n’a aucune impor-
tance). Il est d’autre part immédiat de vérifier que si ¥ désigne un autre systéme
fini de générateurs, les fonctions de longueur correspondantes sont comparables :
il existe une constante C' > 0 telle que :

éég(g) < ls(g) < Cls(g).

Nous pouvons alors parler de la croissance du groupe G indépendamment du
choix de S.

1. Ls(g™1) = Ls(g) et £s(gh) < €s(g) + £s(h).




Définition 1.1
Nous dirons (a4 la suite de [Mil68a]) que G est a croissance :

1. polynomiale si bs(R) < CR® pour une certaine constante C' > 0 et un
exposant d > 0,

2. exponentielle si bg(R) > CE pour une certaine constante C > 1,
3. intermédiaire sinon.

Dans le premier cas, nous dirons que G est & croissance polynomiale de degré
au plus d.

Remarque 1.1

La question de D'existence de groupes a croissance intermédiaire (soulevée par
Milnor dans [CWM 68]) est restée ouverte quelques années. Les premiers exemples
de tels groupes ont été consruits par R. Grigorchuk [Gri84] et ont une croissance
comprises entre exp(v/R) et exp(R®) pour a < 1. Notons que ce sont des groupes
de type fini qui ne sont toutefois pas de présentation finie.

Ilustrons la définition ci-dessus par quelques exemples.

Exemples 1.1
(a) Z% est a croissance polynomiale de degré d.

(b) un groupe libre a d > 2 générateurs Fy est a croissance exponentielle avec
bs(R) = 2(2d—1)® —1 (en prenant pour S le systéme standard). Un groupe
G qui contient un groupe libre & deux générateurs est donc nécessairement
a croissance exponentielle (prendre un systéme de générateurs de G qui
contient les deux éléments en question).

(¢) Le groupe de Heisenberg

1 b
Hs = 0 c a,b,ce’
0 1

o = Q

est également a croissance polynomiale mais cette fois de degré 4. En effet,
le commutateur a™b™a"™b~™ = ¢™° montre que la contribution du coef-
ficient ¢ est d’ordre 2 et la boule de rayon m (pour les générateurs a et b)
contient de l'ordre de m* éléments (voir [dIHOO] pour des explications plus
convaincantes).

(d) si H C G est d’indice fini, G est a croissance polynomiale si et seulement si
H Pest (G et H ont des fonctions de croissance équivalentes dans ce cas).

Le théoréme de M. Gromov [Gro81] s’énonce alors comme suit.

Théoréme 1.1 (M. Gromov, 1981)
Un groupe de type fini est & croissance polynomiale si et seulement s’il est vir-
tuellement nilpotent.

Remarque 1.2
Signalons une version antérieure du théoréme 1.1, due & J. Milnor [Mil68b] et
J.A. Wolf [Wol68], qui traite le cas d’'un groupe G (virtuellement) résoluble.



Remarque 1.3
Pour les groupes nilpotents, le degré de la croissance peut se calculer directe-
ment a partir de la connaissance de la structure du groupe. Les travaux de Y.
Guivarc’h [Gui70], J. Wolf [Wol68], H. Bass [Bas72] et bien d’autres? montrent
en fait que si G est un groupe nilpotent, le degré d de sa croissance est donné
par :

d= Z irg (Gi/Git1)

i>1

ou (G;);>1 désigne la suite centrale descendante de G. Une conséquence du
théoréme 1.1 et de I’égalité ci-dessus est donc que la quantité

. log(b(R))
1 _OoN NV
Foston log(R)

est un entier (si elle est finie).

Dans ce texte, nous allons essayer de donner un apergu des techniques qui
ont permis & M. Gromov de démontrer un tel résultat et surtout comment la
compréhension de la situation a évolué pour finalement aboutir & une démons-
tration® élémentaire suite aux travaux de B. Kleiner [Kle10], Y. Shalom et T.
Tao [ST10].

2 Reéduction du probléme & ’existence d’une re-
présentation linéaire

Soit G un groupe de type fini a croissance polynomiale. Pour commencer,
nous avons observer que le degré de la croissance est invariant si on passe a un
sous-groupe d’indice fini de G. Cependant, comme il est légitime de s’y attendre,
le degré diminue strictement si on passe & certains sous-groupes d’indice infini.
Pour étre plus précis, I’énoncé suivant rend possible une démonstration par
récurrence sur le degré du théoréme 1.1.

Proposition 2.1
Soient G un groupe de type fini G croissance polynomiale et ¢ : G — Z un
morphisme surjectif; notons H son noyau. Les propriétés suivantes sont alors
vérifiées :
(i) H est de type fini,
(i1) si G est de croissance au plus d > 0, H est a croissance de degré au plus
d—1.

(iti) si H est virtuellement nilpotent, G l’est également.

2. Dans [dIHOO], P. de la Harpe mentionne un article précurseur de J. Dixmier [Dix60]
apparemment passé complétement inapergu et qui établit le fait qu’un groupe nilpotent est a
croissance polynomiale.

3. tirée du blog de T. Tao [Taol0].



Démonstration :

Pour démontrer le premier point, considérons (s, ..., Sm,7y) un systéme de
générateurs de G vérifiant p(y) = 1 et ¢(s;) = 0 pour tout ¢ = 1...m. Il est
alors immeédiat de constater que le groupe H est engendré par les éléments de

la forme :

Ve,i = "si77"

pour k € Z et i =1...m. Les mots qui s’écrivent

€0 EN
Y0,i" "IN

a1 fixée et avec €, = 0 ou 1 sont de longueur inférieure a 3N et ils constituent
un ensemble de cardinal 2V*!. Le groupe G étant a croissance polynomiale, il
existe N et des exposants € et §; tels que
W N = o TN

Comme nous pouvons supposer €y # dx, nous en déduisons que 7y ; appartient
a (Yo,is---,Yn=1,i) (le groupe engendré). Il est alors immédiatement de constater
que Ypi € (Yo,is---,YN—1,i) pour tout p > N et donc que H est bien de type
fini.

Considérons le systéme de générateurs construit ci-dessus et donnons nous
r > 0 (un entier). Les translatés de la boule By (1,7) par 4% pour j = 0...r
sont disjointes (leurs images par ¢ le sont) et par construction, il existe une
constante C' > 0 (qui ne dépend que de H) telle que :

Vji=0...r,¥By(1l,r) C Bg(1,Cr).
En particulier, nous obtenons :
rby (r) < ba(Cr) < C'r?

et H est bien a croissance polynomiale, de croissance au plus d — 1.

Pour conclure quant au troisiéme point, nous pouvons remarquer que, H
étant virtuellement nilpotent, G est au moins virtuellement résoluble. Le cas
résoluble du théoréme 1.1 (remarque 1.2) permet alors de conclure. Il est égale-
ment possible d’obtenir une démonstration directe de ce dernier point (voir par
exemple [Tit81a] pour plus de détails). En effet, quitte a passer & un sous-groupe
d’indice fini, nous pouvons supposer que H est nilpotent et, en raisonnant par
récurrence sur la longueur de nilpotence de H, il nous suffit de traiter le cas oul
H est abélien (sans torsion). L’extension correspondant a

1—H—G—7Z—1

est alors donnée par une matrice A de taille n = rg(H) et a coeflicients entiers.
L’hypothése de croissance polynomiale montre que la norme de A* croit au plus
de fagon polynomiale et ceci montre que les valeurs propres de A sont néces-
sairement de module 1. Comme ce sont également des entiers algébriques, le



théoréme de Kronecker montre que ce sont des racines de 1'unité et A est donc
quasi-unipotente ; ’'extension correspondante (c’est-a-dire le groupe G) est ainsi
virtuellement nilpotent. []

Pour montrer qu'un groupe de type fini a croissance polynomiale est virtuel-
lement nilpotent, il suffit donc de montrer qu’il se surjecte (virtuellement) sur
7Z. Le probléme consiste donc & exhiber a priori un tel morphisme. Il suffit en
fait de construire une représentation linéaire infini de G. En effet, supposons que
p: G — GL,(C) soit un représentation linéaire (de degré n) infini; le groupe
I' := p(G) est alors un groupe linéaire (infini) & croissance polynomiale. Nous
pouvons alors conclure en appliquant 1’ Alternative de Tits [Tit72].

Théoréme 2.1 (J. Tits, 1972)
Soit k un corps et I' un groupe de type fini linéaire sur k. Ce dernier vérifie
Ualternative suivante :

1. soit I' est virtuellement résoluble,

2. soit T contient un groupe libre a 2 générateurs.

Le groupe I' étant & croissance polynomiale, il ne peut vérifier le point 2
de 'alternative ci-dessus. Etant un groupe virtuellement résoluble infini de type
fini, 'abélianisé de T" est (virtuellement) infini et nous avons donc (virtuellement)
mis la main sur un quotient abélien infini de T.

Nous allons voir dans les paragraphes suivants comment il est possible de
construire une telle représentation sans une connaissance précise de la struc-
ture du groupe G. Dans la derniére partie de ce texte, nous verrons également
comment il est possible de se passer du théoréme 2.1 en construisant une repré-
sentation unitaire (c’est la clé de I'argument de Shalom et Tao).

3 Cone asymptotique

Dans cette partie, nous présentons les grandes idées de ’approche initiale de
M. Gromov. Nous n’entrerons pas dans les détails et renverrons plutot au texte
du séminaire Bourbaki de J. Tits [Tit81b].

L’idée de M. Gromov est de construire un espace métrique raisonnable sur
lequel le groupe G agisse par isométries. Dans cette situation, il est naturel
d’étudier l'action de G sur lui méme par translation & gauche : ce sont des
isométries pour la distance dg (ou S désigne un systéme fini quelconque de
générateurs de GG). Ce qui peut sembler moins naturel, c’est que 1'idée de dilater
la distance fournisse en passant & la limite un espace métrique jouissant de
bonnes propriétés et sur lequel G agisse.

Théoréme 3.1
La suite d’espaces métriques pointés* (G, %ds, 1@)n>1 converge (quitte & ex-

traire une sous-suite) en topologie de Gromov-Hausdorff vers un espace métrique

4. pour obtenir une notion correcte, il faut considérer des espaces métriques munis de point
base.



(Xoos doos Too) sur lequel G agit par isométries. De plus, l’espace X est locale-
ment compact, connexe, localement conneze (les boules sont méme connexes par
arcs), de dimension de Hausdorff finie (majorée par le degré de la croissance de
G) et homogeéne sous laction de son groupe d’isométries Isom(X,d).

Le groupe G admet donc une représentation dans le groupe Isom(X,d).
Celui-ci est naturellement un groupe topologique localement compact (théoréme
de van Danzig-van der Waerden) pour la topologie compacte-ouverte. Or, suite
a la solution du 5°™° probléme de Hilbert, il s’avére que cette structure est
sous-jacente & une structure différentiable.

Théoréme 3.2 (Gleason/Montgomery-Zippin, 1953)

Soit (X, d) un espace métrique de dimension finie, connezxe, localement conneze,
localement compact . Si (X,d) est homogéne sous le groupe Isom(X,d), celui-ci
est un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connezes.

Le livre [MZ55| contient une démonstration compléte de la solution du 5%™°
probléme de Hilbert ; 'article [Hir90| propose également un autre point de vue
sur ce cercle de questions.

Pour conclure, il suffit de montrer que I'image de la représentation p : G —»
Isom(X oo, ds) est d'image infini (en utilisant la représentation adjointe, il est
trés facile de montrer que I’Alternative de Tits est encore vérifié pour un groupe
de Lie avec un nombre fini de composantes connexes). M. Gromov montre que
c’est effectivement le cas si G n’est pas presque abélien. En effet, si G = Z¢, il
n’est pas difficile de montrer que le cone asymptotique est R? mais I’action de
G est triviale dans ce cas.

4 Fonctions harmoniques lipschitziennes

L’apport ® de B. Kleiner dans I'article [Klel0] consiste & construire directe-
ment (sans faire appel a un substrat géométrique) un espace vectoriel de dimen-
sion finie (et non trivial) sur lequel G agit linéairement. Il s’agit d’un espace de
fonctions définies sur G (avec 'action naturelle de G). Nous avons volontaire-
ment donner un énoncé moins précis que celui de [Klel0, Th. 3.1] mais celui-ci
sera bien suffisant pour conclure.

Théoréme 4.1 (B. Kleiner, 2010)

Soit G un groupe a croissance polynomiale muni d’un systéme symétrique de gé-
nérateurs. L’espace vectoriel Hyip (G, R) des fonctions harmoniques et Lipschitz
est de dimension finie et il contient strictement les fonctions constantes.

Concernant ’existence d’une fonction harmonique et Lipschitz non trivial, nous
allons rapporter les arguments de Y. Shalom et T. Tao car ils sont de loin
bien plus élémentaires que ceux de B. Kleiner. En effet, pour exhiber une telle

5. Les méthodes employées sont partiellement inspirées des travaux de T. Colding et W.P.
Minicozzi [CM97].



fonction, B. Kleiner procéde la fagon suivante : G étant moyennable, il ne posséde
pas la propriété (T) de Khazdan et il admet donc une action isométrique et
sans point fixe sur un espace de Hilbert H (d’aprés une caractérisation de la
propriété (T) due & N. Mok [Mok95], N. Koreevar-R.Schoen [KS97] et Y. Shalom
[Sha00]). En prenant le produit scalaire d’un point de l'orbite avec un vecteur de
H, on construit ainsi des fonctions harmoniques et lipschitziennes (et on vérifie
facilement qu’on doit en construire une non constante).

4.1 Existence d’une fonction harmonique lipschitzienne
non triviale

Rappelons quelques faits & propos des fonctions harmoniques sur un groupe,
4 commencer par le produit de convolution donné formellement par :

pr(g) =Y MMy 'g)

vEG
ol ¢ et 1 sont deux fonctions définies sur G. Les vérifications suivantes sont
immeédiates :
(1) le produit de convolution et associatif et commutatif.
(2) px(1) = <<p,1ﬁ> avec 1h(g) == 1h(g~1) et o (-,-) désigne le prduit scalaire
de I?(G).
(3) px05(g) = p(gs) (05 masse de Dirac en s).

Fixons maintenant S un systéme fini symétrique de générateurs de G et posons :
1
{ M= g5 ZSES ds
Alp) = ¢ —pxp.

Cet opérateur (de type Laplacien) est autoadjoint et positif d’aprés l'identité
suivante (la norme [? est notée ||,) :

(A(p), ) = Qﬁ%ZIw — x5
ses

Enfin, il vérifie également la propriété suivante :

Alpx ) = px A(Y) = Alp) * .

Démonstration de I’existence d’une fonction harmonique Lipshitz non
constante :
Comme G est & croissance polynomiale, la suite® des fonctions caractéris-

tiques des boules
fu=
n - bs(n) XB(l,n)

6. une telle suite est appelée une suite de Fglner.



vérifie (quitte & passer & une sous-suite)

|fn*fn*5s|ll ? 0, Vses.

En posant ¢, = fﬁ/ 2, nous obtenons donc :

lonly =1 et A(p,) — 0

n—oo

la convergence ayant lieu dans [?(G). Ceci signifie en particulier que 0 est dans
le spectre de l'opérateur A (qui est bien défini et continu sur (?(G)) sans étre
pour autant valeur propre : le groupe G étant infini, une fonction harmonique
et [? est automatiquement identiquement nulle (principe du maximum). Nous
pouvons retranscrire cette information de la fagon suivante : il existe une suite
de fonctions (I?) notées v, vérifiant

A(pg) — 0
k— o0 L 9
1= (Y, AYk)) = 335 Dses Ve — i * dsl5
Pour cela, utilisons le théoréme spectral et écrivons 'opérateur (autoadjoint

positif) A sous la forme :
+oo
A= / AE).
0

Comme 0 est dans le spectre de A les projecteurs spectraux E) ne sont pas
nuls pour 0 < A assez petit (voir [Rud91]). Si =, désigne un vecteur non nul de
I'image de F), considérons alors :

£

Pp— x)\
A= 7’A1/2m)\’

ou A'/2 désigne 'opérateur :
+oo
A2 = / VAAE.
0

Les vecteurs &y sont construits de telle sorte que

(A, 6n) =1
et vérifie de plus €y < V. Il suffit alors de poser ¥y, := &1k pour k >> 1.
En particulier, nous en déduisons :
Vs €S, [k —vrxdily < 248 (1)
F50 €S, [ — P #Gsly 21 (2)

la deuxiéme inégalité se produisant pounr infinité d’indice k& (nous ne considé-
rerons désormais plus que ceux 1a). La fonction

~ wkfwk*(;so

k= |wk - wk: * 650|2



est donc faite pour vérifier

gk * V(1) — gr * Yr(s0) = [ — Yk * 0[5 > 1.

De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que
VSES, |gk*wk_gk*wk*6s|loo S 2ﬁS

La suite de fonctions (g * ¥k ) est donc uniformément Lipschitz. Quitte & sous-
traire une constante, nous pouvons supposer que g * ¢ (1) = 0 et le théoréme ”
d’Ascoli permet alors d’extraire une sous-suite qui converge vers une fonction
F veérifiant : F(1) = 0, F est Lipschitz et F(sg) < —1; la fonction F est donc
non constante. Enfin, F' est harmonique comme nous pouvons le constater en
passant & la limite dans

A(gr * Yx) = gr * A(Pr).

O

Remarque 4.1

L’existence de fonctions harmoniques lipschitziennes non constantes n’est pas
un phénoméne lié a la croissance polynomiale. Nous pouvons déja remarquer
que largument ci-dessus a pour unique ingrédient I’existence d’une suite de
Falner et fonctionne donc dans le cas d’un groupe moyennable. D’autre part, un
groupe infini non moyennable admet des fonctions harmoniques bornées (donc
Lipschitz) en trés grand nombre (voir par exemple [Taol0]).

4.2 Inégalité de Poincaré et son inverse

Pour comprendre I’espace des fonctions harmoniques (Lipschitz) définies sur
G, nous aurons besoin des inégalités entre la norme [?> d’une fonction et celle de
son gradient. La premiére est une inégalité de type Poincaré et elle vaut pour
toute fonction, sans hypothése d’harmonicité.

Théoréme 4.2 (Kleiner)
Soit G de type fini (engendré par S). Si R > 0, linégalité suivante est valable
pour toute fonction f: G — R :

2 2b(2R) 2
[ < am B [ )

ol fr désigne la moyenne de f sur la boule de rayon R et ou le gradient de f
est donné par :

IVE@)? =Y 1f(z) - fas).

seS

7. comme nous sommes dans le cas d’un espace dénombrable discret, il s’agit ici du procédé
diagonal.



Démonstration :
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne tout d’abord :

2 2
Lol < X @ - 1)

z,y€B(R)

> |f (@) = f(zg)l”.

z€B(R), geB(2R)

5|~

)

INA
(wpl
>~

En décomposant g = s1 - - s avec k = |g| < 2R, nous obtenons :

k—1 2
|f(z) = f($9)|2 < <Z |f(zsy---si) — f(asy - 3i+1)|>

k-1
§k2|f(a?sl si) — f(xsy -+ si1)]
z=kO_1
<2RY [V f(ws1--s)]
i=0

Or, il est immédiat de constater que les fibres de "application

{B(R)X{O...k—l} — B(3R)
(z,4) +—  xs1---8

sont de cardinal au plus k£ < 2R et nous avons donc :

k—1
SN Vf@sis)P <2R Y V)P

z€B(R) i=0 2€B(3R)

En sommant cette derniére inégalité sur g € B(2R), nous obtenons 'inégalité
(3). O

Pour les fonctions harmoniques, il est possible de renverser I'inégalité précé-
dente.

Proposition 4.1
1l existe une constante C1 ne dépendant que de G telle que l’inégalité suivante
est satisfaite pour toute fonction harmonique :

[ o[ 0
B(R) B(2R)
Démonstration :
Comme G est de type fini, il existe (pour tout R > 0) des fonctions plateaux
p = @pg telles que
YB(R) =1
@\G\B(ﬂ? =0

10



ou C' ne dépend que de G. En intégrant par parties, nous obtenons :

0=/ so2fAf=—/ ¢2|Vf|2—2/ oIV V]
B(2R) B(2R) B(2R)

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne finalement :

1/2
/ AV <2 (/ e IVf|2> (/ I |V90|2>
B(2R) B(2R) B(2R)

En simplifiant et en utilisant la majoration portant sur le gradient de ¢, on
obtient I'inégalité annoncée :

402
/ VI < / PV < .
B(R) B(2R)

R? Jpon

1/2

4.3 Estimations et conclusions

Soit V' un espace vectoriel de dimension 2k de fonctions harmoniques et
Lipschitz. Nous ferons les hypothéses simplificatrices suivantes :

3Cy, =C(G) > 0,VR >0, b(2R) < C2b(R) (5)
det Qop \ /2
Ja=a(G)>0,VR >0, (thQR) < exp(a) (6)

ou Qg désigne la forme quadratique

Qr(v) :/B(R)UQ.

Notons que 'hypotheése (5) implique la croissance polynomiale de G mais est
plus forte ; cependant, un groupe & croissance polynomiale vérifie les hypothéses
ci-dessus a des échelles aussi grandes que souhaitées. Cette premiére étape de
sélection d’échelles est présente dans de nombreux travaux [Gro81, CM97, Kle10]
auxquels nous renvoyons le lecteur. Pour finir, notons bien que la constante a
ci-dessus ne dépend que de G et pas de ’espace V.

Comme la famille de formes quadratiques Qi est croissante en R, les hy-
pothéses ci-dessus impliquent un controle de oz par Qg pour une proportion
fixée des éléments de V' (dans toute la suite, nous fixons R, assez grand pour
que Qg soit définie positive pour tout R > Ry).

Lemme 4.1
1l existe un sous-espace U de dimension k tel que :

Vu e U, Qzr(u) < exp(2a)Qr(v).

11



Démonstration :

En effet, considérons une base (v;)i=1.2x & la fois orthonormale pour Qp et
orthogonale pour Qag. Si Qar(v;) > exp(2a)Qr(v;) = exp(2a) pour i = 1...1,
I'inégalité suivante est alors vérifiée :

det Q 1/2k l 1/2k l
<detQQ§> 2> (}:[1 QzR(vQ) > exp(Ea)

puisque Q2r(v;) > Qr(v;) = 1 pour tout j. Cette inégalité est en contradiction
avec (6) sil > k. O

Fort de ce renseignement, nous allons étudier plus finement la croissance
de Qg ; pour cela nous utiliserons les résultats du paragraphe ci-dessus ainsi
que le lemme suivant qui montre que 'hypothése (5) permet de construire des
recouvrements controlés .

Lemme 4.2
Pour tout N > 1, il existe un recouvrement de B(2N Ry) par des boules de rayon
Ry notées
(Bj = B(xjv RO))ngN

vérifiant :

(i) les boules 3B; sont deuz a deux disjointes,

(i) la multiplicité d’intersection des recouvrements par les boules 3B; est ma-

jorée par C3,

fiii) #Jn < CY.

Démonstration :

Pour obtenir un recouvrement, il suffit de considérer une famille maximale
(z;); de points de B(2NVRy) vérifiant d(z;,z;) > Ro pour i # j. | est alors
clair que les boules B; associées recouvrent B (2N Ry) et que les boules de rayon
moitié sont deux & deux disjointes.

Si maintenant z € 3B;, N---N 3By,

nous avons alors :
d(le ) xjm) < d(xjd ) Z) + d(Z7 xjm) < 6Ro.

En particulier, %Bjm C B(zj,,8Rp) (la majoration est grossiére pour n’avoir
que des puissances de 2). Comme ces boules sont deux a deux disjointes, nous
en déduisons :

Ib(Ro/2) < b(8Ry) < Cyb(Ro/2).

La majoration pour le cardinal de Jy s’obtient de la méme maniére. [

A l’aide du recouvrement précédent, nous en déduisons I'estimation suivante :

C103
VU € V, Q?NRO (U) S 2b(R0) |(PN(7})|2 + %Q2N+2RD(’U), (7)

8. c’est exactement ce genre d’argument qui montre que le cone asymptotique est de di-
mension finie, cf théoréme 3.1.
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ot & désigne 'application linéaire :

Py (v) = (b(;%) /Bj U)

Avant d’établir la majoration (7), voyons comment celle-ci nous permet de
conclure la
Démonstration du théoréme 4.1 :

Fixons N de telle sorte que C;Cj exp(4a) < 4V (remarquons que le choix
d’un tel entier ne dépend que du groupe G puisque c’est le cas des constantes a,
Cy et Cq). Si u € U (comme dans le lemme 4.1) et u € Ker(®y), la majoration
(7) devient :

j€IN

C1C3 exp(4a
Qav R, (u) < 1247NI)()Q2NRO ().

La constante multiplicative étant strictement inférieure a 1, ®y est injective en
restriction a U et nous avons donc (d’aprés le lemme 4.2) :

dim(V) = 2k < 24Jy < 205,

Comme la constante ne dépend que de G, ceci montre bien que 'espace Hy,ip (G)
est de dimension finie. [

L’inégalité (7) s’obtient en utilisant les inégalités de Poincaré pour le recouvre-
ment construit au lemme 4.2. En notant vp; la moyenne de v sur la boule Bj;,
nous obtenons :

Qav iy (v Z/v<2Z/!v3\ Z/|U_UB|

JEIN JEJIN JEJIN

< 2b(Ro) |Pn]* +2 > 20233/ Vo|?
jcdn 3B;

< 2B(Ro) [x [* + ACI R / Vol?
B(2N+1Ry)

C1C3
— i Qonsapy (V).

< 2b(Ry) | PN | +

En effet, la deuxiéme ligne s’obtient en appliquant le théoréme 4.2 (et en remar-
quant que sous I’hypothése (5), la majoration prend une forme plus simple), la
troisiéme utilise le point (iz) du lemme 4.2 et le passage a la derniére ligne n’est
rien d’autre que I'application de la proposition 4.1.

5 Représentations unitaires et conclusion

Le dernier ingrédient de la démonstration (comme expliqué dans [Taol0])
consiste a traiter le cas unitaire du théoréme de Gromov.
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Théoréme 5.1
Soit G un groupe de type fini du groupe unitaire U(n); si G est & croissance
polynomiale, G est virtuellement abélien.

Remarque 5.1

Ce résultat est bien évidemment une conséquence du théoréme 1.1. En effet,
si I' est un sous-groupe nilpotent du groupe unitaire, son adhérence G dans
U(n) est un groupe de Lie compact et nilpotent. Quitte a remplacer T' par un
sous-groupe d’indice fini, nous pouvons supposer que G est également connexe.
II suffit alors de montrer que I'algébre de Lie & de G est abélienne®. Comme
& est nilpotente, ad(x) est nilpotent pour tout élément x € &. Or, G étant
compact, exp(tx) admet une limite quand t — +o0o (quitte & passer a une
sous-suite). On en déduit donc que

Ad(exp(tz)) = '@

admet une limite quand t — +oc0. En examinant les blocs de Jordan de ad(x),
ceci n’est possible que si ad(x) = 0.

La démonstration qui va suivre est en quelque sorte une réminiscence d’un
théoréme de Jordan.

Théoréme 5.2 (C. Jordan, 1878)
Etant donné un entier n > 1, il existe une constante C'(n) ne dépendant que de n
vérifiant la propriété suivante : tout groupe fini G C U(n) admet un sous-groupe
abélien A C G d’indice au plus C(n).

Il est conseiller au lecteur de dégager une démonstration de ce résultat des lignes
qui vont suivre.

L’hypothése que le groupe G est unitaire va étre utilisée en le munissant d’une
distance héritée de celle du groupe unitaire. Nous munissons donc M, (C) de la
norme induite par la norme hermitienne standard sur C” qui sera simplement
notée |e|. Elle est donnée par :

4] = /p(A4Y).
Les éléments du groupe unitaire sont bien évidemment de norme 1 et vérifie :
VAeU(n), |1 — Al = maxyegpa) |1 — Al
Nous réunissons quelques propriétés dont nous aurons besoin.

V(g,h) € U(n)v |1_ [g’hH < 2|1_g| |1_h| (8)
Vi€Z, [1-g¢'| <|jll1-gl. (9)

9. de fagon plus générale, un groupe connexe, résoluble et compact et automatiquement
abélien (voir [HelO1, Prop. 6.6]).
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Lemme 5.1
Soit G un sous-groupe de U(n) et € > 0. Le sous-groupe

Ge=(9€G[[l-g|<¢)

est d’indice fini dans G. Si G est de type fini, on peut alors trouver un systéme
fini de générateurs de G, vérifiant |1 — g| <e.

Démonstration :

Par compacité, on recouvre U(n) par un nombre fini (B;);cs de boules de
rayon €/2 (de centre z;) et, si B;NG # 0, on fixe g; € B;NG. Soit alors g € G;
g appartient & une boule B; et on a donc :

19— 95l <lg— x| +|zj —gj| < e
Comme G C U(n), on a
lg—gil=|1—g; 9| <e
ce qui signifie exactement que g € g;G¢. La derniére assertion est immédiate

(dans un groupe de type fini, tout systéme de générateurs posséde une sous-
famille génératrice finie). O

Nous utiliserons enfin les faits suivants.

(A) Sig € U(n) et g n’est pas multiple de l'identité, le centralisateur de g dans
U(n) est (en diagonalisant g) :

k
Cum)(9) = H U(n;) avec n; < n.

=1

(B) Il existe § > 0 vérifiant : si z € C avec |z| = 1 et |1 —z| <, [1—2F| >
|1 — z| pour tout 0 < |k| < d/e.

Pour se convaincre du point (B), il suffit de faire un dessin (si z est sur le cercle

unité et proche de 1, ses premiéres puissances ont tendance a s’éloigner de 1).

Un calcul explicite (et élémentaire) montre que tout 6 < 1 convient.

Nous pouvons enfin procéder a la
Démonstration du théoréme 5.1 :

Soit done G un sous-groupe de type fini de U(n) & croissance polynomiale
de degré r. Quitte a remplacer G par G, (lemme 5.1), nous pouvons supposer
que G est engendré par un nombre fini d’éléments S vérifiant Vg € S, |1 —g| <€
avec

1
2y/n’
S’il existe un élément g du centre de G qui n’est pas une homothétie, on a
alors (avec (B) ci-dessus) :

5/47).

€ < min(

k

G C Cyam(9) = [JU ).

=1
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En procédant par récurrence sur n et en projetant G sur les différents facteurs
qui apparaissent, on constate que GG est virtuellement abélien.

Nous allons montrer que ’hypothése Z(G) C C*I,, est incompatible avec la
croissance polynomiale de G. Soit h; un élément de G qui n’est pas une homo-
thétie et vérifiant |1 — hy| < € (par exemple un élément de S) et considérons
les commutateurs [hy, g] pour g € S. Remarquons tout d’abord que si un tel
élément est une homothétie, alors il doit étre trivial. En effet, comme un com-
mutateur est de déterminant 1, si [hy,g] = Ald, alors A\™ = 1. D’autre part,
I'inégalité 8 fournit la relation :

11— A =[1—[h1,g]] 2|1 —h||1 - g| < 2€%

Comme )\ est une racine n®™¢ de 'unité et que € < 1/2y/n, ceci implique A\ = 1.
Comme h; est supposé non central, il existe donc g; € S tel que hs := [h1, ¢1]
vérifie

h2¢C*Id et ‘17h2|§26|17h1|

Nous construisons de maniére inductive une suite d’éléments (hy)r>1 vérifiant
hy, ¢ C*Id

Vk>1,¢ Jgr €5, hpyr = [h, gx]
1 — hgt1] < 2e|1 — hg.

Fait 5.1
Les éléments A - -- h* sont deux & deux distincts pour 0 < a; < d/e.

Tenant ceci pour acquis, voyons comment conclure. Pour cela, examinons la
longueur (pour le systéme S) des éléments ainsi construits :

Cs(hitr) = Ls (grhugy "hi ') < 2+ 20s(hy) < 4ls(hy).

Ceci implique en particulier ¢g(h;) < 4F~!. Pour un choix d’exposants «;
comme ci-dessus, on a donc :

k
5
Cs (- hg*) <> ajls(hy) < k4,
€
j=1

D’aprés le fait 5.1, la boule de rayon gk4k contient au moins (§/ e)k éléments et,
G étant a croissance d’ordre 7, nous obtenons :

k T
<‘5> < ljB(ék4k) §c<5k4k> :
€ € €

Cette inégalité est bien évidemment absurde par choix de € pour k — +o00. O
Démonstration du fait 5.1 :

Nous montrons successivement les inégalités suivantes (si les coefficients «
varient dans l'intervalle autorisé) :

(i) [1=h57--hg*| < 22 [1— hy| et
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(i) sio; #0, [1 = A7 - hp*| > (1—46) [1 = hyl.
En effet, nous avons (en utilisant les inégalités (8) et le fait que les éléments de
G sont unitaires) :

I ey e R At Y Sy A Yl

k
< ’].*hjj|+|1fh;x_filhz‘k} §Z|17hle|
=]

k PR 26
<> Iailll—hi\ﬁgi (26)77 1= hy| < — 1= Ryl
=3

i=j
la derniére inégalité valant si ’on a pris soin de choisir € < 1/2.
D’autre part, nous utilisons (B) pour obtenir la minoration (i) :
;i o @ ;i s «
1= h37 bt [ > [V =37 | =[RS = 57 - by |
@
> 1 byl = 1= B h]

26
2|17hj|f?\lfhj+1|2(1745)|17hj|.

Nous avons bien entendu fait usage de l'inégalité (i) mais aussi du fait que
|1 —hja] < 2e]1 = hyl.

Nous pouvons maintenant conclure. Si (a1, ..., ;) # (b1, ..., Bk), nous pou-
vons par exemple supposer que o > 31 et, quitte a factoriser par hf !, nous nous
ramenons au cas ol o > 1 = 0. En combinant les inégalités précedentes, nous
obtenons :

hf‘1~~~h2‘j—h§2~-~h£’“

> [1—hg | — ’17h§1 o
20
>(1—-40) |1 —hi|— —|1—ho| > (1—80)|1 — hq],
€
et (sid < 1/8) cela montre bien que les éléments correspondants sont distincts. OJ

Les résultats des différentes sections mis bout & bout fournissent maintenant
la
Démonstration du théoréme 1.1 :

Soit donc G un groupe infini & croissance polynomiale. Le théoréme 4.1
montre que l'espace Hrip(G) des fonctions harmoniques et lipschitziennes est
de dimension finie et contient strictement les constantes. Sur le quotient

V.= HLIP(G)/C

la quantité f — Lip(f) devient une authentique norme, pour laquelle le groupe
G agit par isométries. Comme V' est de dimension finie, cette norme est équiva-
lente & une norme euclidienne et ceci fournit donc une représentation unitaire
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(ou orthogonale) de G. L’image de cette représentation est virtuellement abé-
lienne d’aprés le théoréme 5.1. Si I'image est infinie, G admet (virtuellement) Z
pour quotient et la proposition 2.1 permet de conclure.

Dans le cas contraire 1%, nous pouvons donc supposer (quitte & considérer un
sous-groupe d’indice fini) que G agit trivialement sur V'; ceci signifie exactement
que laction de G sur Hrip(G) est de la forme :

g'f:fJF)‘g(f)

ol Ay est une forme linéaire sur Hy,ip(G). Il est immédiat de vérifier que appli-
cation A : g — A4 est un morphisme de G dans (le groupe abélien) Hrip, (G)*. Si
son image était finie, cela signifierait en particulier que les fonctions de Hr,ip (G)
ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs donc seraient constantes (par principe
du maximum pour les fonction harmoniques) ; or nous savons d’aprés le théo-
réme 4.1 que Hyip(G) n'est pas réduit aux constantes. Comme l'image de A est
infinie, nous pouvons raisonner comme ci-dessus et conclure. []
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